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原始根に関するArtin予想の考察
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Artinは, 「平方数でない整数を原始根にもつ素数は無限に存在する」という予想を立

てた. これは原始根に関するArtin予想と呼ばれる未解決問題である. 一方, 素数 pの原

始根は必ず存在するということは知られている.

定理 1. d ∈ Z+, pを素数, d | p − 1とする. このとき, mod pの位数が dであるような

mod pで異なる整数が ϕ(d)個存在する. 特に, pの原始根はmod pでちょうど ϕ(p− 1)個

存在する.

本論文の 1つ目の目標は, 定理 1を証明することである.

2つ目の目標は, 原始根に関するArtin予想について考察することである. その中で, 次

の予想を立てた.

予想. a,m ∈ Z+とし, p = 4am± 1を素数とする. このとき,

a(p−1)/2 ≡ 1 (mod p)

である. よって, pは aを原始根にもたない.

本論文では, この予想の a = 2, 3, 5の場合を証明している.

また, 平方数は原始根にならないという次の定理がある.

定理 2. ∀a ∈ Z+, a ≥ 2に対して, a2を原始根にもつ素数は存在しない.

この定理を拡張し, 次の結果を得た.

定理 6. n ∈ Z+, n ≥ 2に対して, pは奇素数で n | p − 1ならば, ∀a ∈ Zに対して anは p

の原始根とならない.

さらに, ある 2以上の与えられた整数を原始根にもつ素数を見つける BASICのプログ

ラムを作成し, そのプログラムを用いて, ある 2以上の与えられた整数を原始根にもつ素

数の割合を計算した. べき乗でない数が原始根となる素数の割合, 3乗数が原始根となる

素数の割合, 5乗数が原始根となる素数の割合を比較し, 考察を行っている.

また, このプログラムで得られた結果によると, 上の予想の反例は見つからなかった. 予

想の証明は今後の研究課題とする.
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