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本論文では, 次で定義されるファレイ数列を扱う.

定義 1. 自然数 nに対し, 位数 nのファレイ数列 Fnとは, 0と 1の間にある既約分数のう

ち分母が n以下のものを小さい方から順に並べた数列である.

本論文の前半では, 次の 2つの定理の同値性を証明し, さらに定理 1を 2種類の方法で

証明する.

定理 1. h/k, h′/k′が Fnの隣り合う 2項であれば,

kh′ − hk′ = 1

が成り立つ.

定理 2. h/k, h′′/k′′, h′/k′が Fnの隣り合う 3項であれば,

h′′

k′′ =
h+ h′

k + k′

が成り立つ.

本論文の後半では, ファレイ数列を用いた無理数 eと πの近似について考察する. さら

には, 次に述べる性質を定理として与える. ここで, Tnをファレイ数列 Fnのすべての項

全体の集合と定義し, ϕ(n)を, 0 < m ≤ n, (n,m) = 1を満たすm ∈ Zの個数とする.

定理 3. n ≥ 2に対し,

♯Tn = ♯Tn−1 + ϕ(n)

が成り立つ.

定理 4. n ≥ 1に対し,

♯Tn = 1 +
n∑

k=1

ϕ(k)

が成り立つ.

定理 5. n ≥ 2に対し, ファレイ数列 Fnの各項の和を Snとすると

Sn =
1

2
(1 +

n∑
k=1

ϕ(k))

が成り立つ.
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