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フィボナッチ数列の倍数項の和について
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本論文の目標は, フィボナッチ数列の第 k項から第 kn項までの n個の kの倍数項の和

を求めることである. ここで, フィボナッチ数列とは, 次のように定義される数列である.

定義 1. n ∈ Nに対し, Fnを

Fn+2 = Fn+1 + Fn, F1 = 1, F2 = 1

と定める. 数列 {Fn}をフィボナッチ数列という.

フィボナッチ数列に非常に似ているリュカ数列という数列がある. リュカ数列は, 次の

ように定義される.

定義 2. n ∈ Nに対し, Lnを

Ln+2 = Ln+1 + Ln, L1 = 1, L2 = 3

と定める. 数列 {Ln}をリュカ数列という.

本論文では, kを奇数と偶数の場合に分け, 次の 2つの定理を証明する.

定理 1. kを奇数とする. n ∈ Nに対し,

Fk + F2k + · · ·+ Fkn =
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が成り立つ.

定理 2. kを偶数とする. n ∈ Nに対し,

Fk + F2k + · · ·+ Fkn =
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が成り立つ.

定理 1は比較的易しい式変形で証明される. 定理 2については, 黄金数 α = (1 +
√
5)/2

に対して, kが k ≡ 2 (mod 4)を満たすときには αk − 1 = pαqを満たす有理数 p, qが存在

すること, kが k ≡ 0 (mod 4)を満たすときにはαk − 1 = p
√
5αqを満たす有理数 p, qが存

在することを利用して証明される.
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