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概 要

本稿では, 第 17 回福岡数論研究集会での講演をもとに, n が奇数の場合の Duke-
Imamoḡlu-池田-山名リフトにおける周期と L関数の関係について報告する.

1 導入

保型表現の周期は保型表現の不変量として重要なもののひとつである. とくに保型表現のリ
フトを構成したとき, どのように周期が変化するかは重要なテーマのひとつである. 具体的に
リフトの周期に関しては次のような形で問題が提起されている.

問. 保型表現 πとそのリフトΠとおく. このとき, Πの周期と πの周期の適切な比は πのある
種の代数的 L関数の積と数論的不変量の積によってあらわされる.

本研究では特に山名氏の構成したユニタリの場合のDuke-Imamoḡlu-池田リフトの拡張に当
たるリフトの周期と元の保型表現の随伴 L関数と数論的不変量の関係を示すことを目的とす
る. 本報告書ではそのリフトに関して上の問題への部分的解決となる結果を得たことを報告す
る. 以下, 山名氏の定義したリフトを池田-山名リフトと呼称する.

まず, 本稿の記述に必要な定義について書き下しておく.

F を総実代数体, Eを F の 2次CM拡大体とする. F の有限素点全体を f で表し, F の無限
素点全体を aとする. 素点 v ∈ f ∪ aに対してEvをE ⊗F Fvで定義する. さらに Fvの整数環
をOv, 整数環Ov の極大イデアルを pv とする. また, OEv をOv の整閉包として定義する. qv

を vが分裂していないとき, Ovの極大イデアルとし, vが分裂しているとき, OEv とOv ⊕Ov

の自然な同一視の下で pv ⊕ pv と定義する.

さらに Fv の素元と qv の元の組 (ϖv, ϖEv)を次の条件を満たすように一つ固定する. Ev

が Fv の惰性拡大 (inert extension)のとき, ϖEv = ϖv, Ev が Fv の分岐拡大のとき, ϖv =

NEv/Fv
(ϖEv), Ev = Fv ⊕ Fv のとき, その同一視の元ϖEv = (ϖv, ϖv)となる.

F のアデール環を Aと表し, E のアデール環を AE で表す. また, Af によりアデール Aの
有限素点部分, AE,f によりAE の有限素点部分, F∞により F ⊗Q R, E∞によりE ⊗Q Rを表
す. さらに単位元を持つ代数Rに対してR×をRの単元全体を表すことにする. Ov/pv = qv

とする.

v ∈ fに対して ordvをFvの素元 xに対して ordv(x) = 1を与える加法的付値とし, x ∈ Fvに
対して αF (x) = q

−ordv(x)
v と定める. v ∈ aに対して αF (x)を FvとRの自然な同一視の元 |x|R

により定める. NE/F をResE/FGm → Gmへのノルム写像, trE/F をResE/FGa → Gaへのト
レース写像とする. αEをαF ◦NE/F により定める. さらに v ∈ fに対して εEv/Fv

: F×
v → {±1}
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を x ∈ F×
v \NE/F (E

×
v )に対して εE/F (x) = −1, x ∈ NE/F (E

×
v )に対して εEv/Fv

(x) = 1とな
る指標と定める.

また, F の有理数上の次数を dF , 類数を hF , 基本単数を RF , 判別式を DF とする. さら
に E の判別式をDE とおく. DE/F を F における E の相対判別式, 有限素点 v ∈ f に対して
fv = ordv(DE/F )とする. v ∈ f に対して dE/F をEの F における differential idealとする.

σ ∈ Gal(E/F )を非自明な元とする. エルミート行列Hernを

Hern = {X ∈ ResE/FMn|X = tXσ}

により定める. さらにHerndn = {Z ∈ Hern| detZ ̸= 0}と定義する. また, HernResE/FGLnの
Hernへの作用をA ∈ ResE/FGLn, X ∈ Hernに対して tAσXAにより定め, X[A]と書く.

代数群 G̃n,Gnを次で定義する:

G̃n = {g ∈ ResE/FGL2n|(tgσ)Jng = νn(g)Jn, νn(g) ∈ Gm},
Gn = {g ∈ G̃n|νn(g) = 1}.

A ∈ ResE/FGLn, t ∈ Gm, Z ∈ Hernに対して

mn(A) =

(
A 0

0 tAσ−1

)
,dn(t) =

(
1n 0

0 t · 1n

)
,nn(Z) =

(
1n Z

0 1n

)

により G̃nの元を定める. このとき, 極大放物型部分群 P̃nを

P̃n = {nn(Z)mn(A)dn(t)|A ∈ ResE/FGLn, t ∈ Gm, Z ∈ Hern}

により定める. P̃nのユニポテント部分群を U , P̃nのレヴィ部分群を M̃で表す.

また, 有限素点 v ∈ f に対して

Hern,v = Hern(Fv) ∩Mn(OEv),

Ĥern,v = {X ∈ Hern(Fv)|任意の Z ∈ Hern,v に対して tr(XZ) ∈ Ov},

H̃ern,v =

{
(aij)1≦i,j,≦m ∈ Ĥern(Fv)

∣∣∣∣∣aij ∈ qvd
−1
Ev/Fv

if i ̸= j,

aii ∈ Ov

}

により Hern(Fv) の部分群を定める. また, Hern(F∞) の正定値行列全体を Her+n,∞ と書き,

Her+n = Hern(F ) ∩Her+n,∞と定める.

次に本研究で扱った池田-山名リフトについて簡単に説明する. GL2(A)の保型表現π ∼= ⊗′
vπv

に対して次の表現を定義する. ωvをπvの中心指標, χvをE×
v の指標でF×

v への制限がωvになる
指標とする. πEv を base change リフトによって得られるGL2(Ev)の表現, πv[χv]を πEv ⊗χ−1

v

によって得られる GL2(Ev)の表現とする. πv[χv]のWhittakerモデルをW(πv[χv]), πv の
WhittakerモデルをW(πv)と書く. また, GL2(Fv)×E×

v /F
×
v

∼= G̃1によりW(πv)⊠χ−1
v を G1

の表現とみなす.

さらに G̃nの放物部分群 Beをレヴィ部分群がResE/FGL
(n−1)/2
2 × G̃1となるようなものを適

切にとることができ, Aχ
n(πv)を次の誘導表現の既約部分表現で定義する:

IndG̃n
Be
δ
−1/4
Be

⊗ {W(πv[χv])⊠ (W(πv)⊠ χ−1
v )}.

また, Aχf
n (πf )を⊗′

v∈fA
χv
n (πv)により定める.
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また, Archimedean Whittaker関数をB ∈ Her+n,∞, κ, w ∈ Zaに対して

W κ,w
B (g∞) =

∏
v∈J(F )

|detB|κv/2
v exp(2πtr(B · gv(

√
−1)))

(
det gv

det gv

)w/2

j(gv,
√
−1)

により定める. ただし, jは保型因子を表す. このとき, 山名氏は適切な Shalika 汎関数Sχ
B が

Aχ
n(π)の上に存在することを示し, 次の定理によって池田-山名リフトを定義した.

定理 1.1. ϕ ∈ Aχ
n(πf )に対して, G̃n(A)上の関数を次で定義する:

In(ϕ)(g) =
∑

B∈Her+n

SB(πv(gf )ϕ)W
κ,w
B (g∞), w =

1

2
(l(χ) + κ+ n− 1).

このとき, In(ϕ)は重さが κ+ n− 1の総実代数体上のエルミート尖点形式になる.

本研究では特に πv ⊂ Ind(αsv
F ⊠ α−sv

F ), χv = 1, ϕが不分岐な場合に周期の計算を行った.

[20, Proposition 6.2, Corollary 6.4, Lemma 9.2]および [20]の Section 11の結果により本
研究で扱う場合により具体的に書き下すことができる.

v ∈ f , B ∈ Ĥern,v, 実部の十分大きい複素数 sに対して, Siegel級数 bv(B; s)を

bv(B; s) =
∑

Z∈Hern(Fv)/Hern,v

ψ(tr(BZ))[ZOn
Ev

+On
Ev

: On
Ev

]−s/2

により定める. さらにB /∈ Ĥern,v に対して bv(B; s) = 0と定める. さらに定数 ξv を

ξv =


−1 Ev/Fv が不分岐拡大

0 Ev/Fv が分岐拡大

1 それ以外

とする. このとき, [18]によりある多項式 Fv(B;X)が存在して,

bv(B; s) = Fv(B; q−s
v )×

[(n−1)/2]∏
i=0

(1− q2i−s
v )−1

[n/2]∏
i=1

(1− ξvq
2i−1−s
v )−1

と書くことができる. さらにB ∈ Ĥernに対して, ローラン多項式 F̃v(B;X)を

F̃v(B;X) = X−ev(B)Fv(B;X), ev(B) = ordv(D
[n/2]
Ev/Fv

detB)

で定める. このとき, nが奇数であれば, 次の等式を満たすことが [6]で示されている:

F̃v(B;X−1) = F̃v(B;X).

ここで定めたローラン多項式を用いて次の局所Whittaker関数Wv,B を v ∈ f , エルミート行
列B ∈ Hern(Fv)

ndに対して定義する:

Wv,B(nn(Z)mn(A)dn(t)k) = ψv(tr(BZ))F̃v(t
−1B[A]; q−sv

v )α
−sv+n/2
F (det(t−1B[A])).

このとき, これらによって池田-山名リフトは次の形に書き換えられる. f,B にのみ依存する
定数 C(f,B)が存在して

In(ϕ)(g) =
∑
B

Cn(f,B)
∏
v∈f

Wv,B(gv)×W κ,w
B (g∞).

この ϕを重さ κでレベル 0のヒルベルトモジュラー形式 f に対応する Aχf
n (πf )の元とみなす

ことができ, 以下 In(ϕ)を In(f)と書くことにする.
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2 主結果

G̃n(A)の保型形式 F1, F2に対して周期 ⟨F1, F2⟩を以下で定義する:

⟨F1, F2⟩ =
∫
Z(A)G̃n(F )\G̃n(A)

F1(g)F2(g)dg.

f を重さ κ, レベル 0のヒルベルト保型形式とする. f の佐武パラメータを {q−sv
v }v∈f とする.

このとき, l ∈ {0, 1}に対して随伴 L関数 L(s, f,Ad, εlE/F )およびディリクレ L関数を以下で
定義する:

Lv(s, f,Ad, ε
l
E/F ) = (1− εlE/F (ϖv)q

−2sv−s
v )(1− εlE/F (ϖv)q

−s
v )(1− εlE/F (ϖv)q

−2sv−s
v ),

L(s, f,Ad, εlE/F ) =
∏
v∈f

Lv(s, f,Ad, ε
l
E/F ),

Lv(s, ε
l
E/F ) = (1− εlE/F (ϖv)q

−s
v ), L(s, εlE/F ) =

∏
v∈f

Lv(s, ε
l
E/F ),

ΓR(s) = π−s/2Γ(s/2),ΓC(s) = 2(2π)−sΓ(s),

Λ(s, εlE/F ) = L(s, εlE/F )ΓR(s+ l),

Λ(s, f,Ad, εlE/F ) = L(s, f,Ad, εlE/F )
∏
v∈a

ΓC(s)ΓC(s+ κv − 1).

このとき, ⟨In(f), In(f)⟩を f の随伴 L関数の特殊値とE,F の数論的不変量を用いて以下のよ
うにあらわされることを示した.

主定理. F を総実代数体とし, f ∈ Sκ(Γo)を Hilbert尖点形式であって重さ κ = (κv)v∈a の
Hecke固有形式とし, κ =

∑
v∈a κv とする. このとき,

⟨In(f), In(f)⟩ = 2−κn−(n2+n+2)[E:Q]/2D
−(n+2)(n−1)/4
E D

−n/2
F

2n∏
i=2

Λ(i, εiE/F )
−1

×

(∏
v∈a

n∏
i=1

ΓR(n+ i)

ΓC(i)ΓR(i)

)
n∏

i=1

Λ(i,Ad, f, εi−1
E/F ).

注意. これは一見, 先行研究の桂田氏の結果と異なるように見えるが, これは池田リフトと
F = Qの場合の池田-山名リフトが定数倍ずれているためである. 詳しくは [20, Section 11]を
参照のこと.

3 先行研究に関して

本節では F = Qの場合に示した桂田氏の結果に関して鍵となった級数の紹介および本研究
に関する問題点を簡単に説明する. また, 本研究に拡張するにあたって重要な命題の証明部分
についても簡単に触れる.

先行研究において桂田氏は F = Qの場合において池田リフトの周期と L関数の特殊値の間
に明示的な式を与えている. このとき, 鍵となった級数がRankin-Selberg級数と呼ばれるもの
である. ここにその定式化の一つを述べる.

18



定義 3.1. F (Z)を fullレベルの Siegel尖点形式とし, そのフーリエ展開を

F (Z) =
∑

B∈Hern(Q)+

aF (B) exp(2π
√
−1tr(BZ))

とする. このとき, Rankin-Selberg級数R(s;F )は

R(s, F ) =
∑

B∈Hern(Q)+/GLn(E)

|aF (B)|2

#(GLn(OE)B)| detB|s

である. ただし, GLn(OE)B = {h ∈ GLn(OE)|B[h] = B}である.

このような Rankin-Selbergの大域的な表示と局所的な表示を比較し, 適切な留数をとるこ
とにより, 次の命題を示していた. 一方, この級数を総実代数体上の場合に拡張するのは類数
などの観点から収束性に関する議論が煩雑になりやすく, 別の方法を考えたほうが適切である.

ここでRankin-Selberg級数から周期を与える命題に関して振り返る.

命題 3.2 ([11, Proposition3.1, Corollary]). 定数Rnを

Rn =
22ln+n−1

∏n
k=2 L(k, ε

k+1
E/F )

D
n(n−1)/2
E

∏n−1
k=0 L(2n− k, εk+1

E/F )
∏n−1

k=0 ΓC(k)ΓC(2l − k + 1)
,

O×,1
E を有理数へのノルム写像で 1になるO×

E の元全体とおく. このとき, R(s;F )は複素数全
体に有理型に解析接続できる. さらに F の重さが 2lであるとき, ℜs > 2lにおいて正則であ
り, s = 2lで留数が Rn⟨F,F ⟩

#O×,1
E

となる一位の極を持つ.

この命題において次の積分表示が重要な役割を担っている:

R(s;F )
n∏

k=1

ΓC(s+ k − l)Γ(s) =

∫
H
F (Z)F (Z)E2l(Z)| detY |s−2ldXdY.

ここで Eisenstein級数の解析接続と留数に関する計算を志村氏の結果 [19]を用いることによ
り証明している. これは表現論的には Rankin-Selberg integralとの類似性があるためそこに
着目し, 次の章で説明する証明を行った.

4 証明の概略

φ(s)(g) ∈ IndG̃n

P̃
(αs

E , α
−ns
F )を g = nn(Z)mn(A)dn(t)kのとき, φ(g) = αs

E(detA)α
−ns
F (t)と

なるように置き, Eisenstein級数 E(g;φ(s))を E(g;φ(s)) =
∑

γ∈P̃n(F )\G̃n(F )
φ(s)(γg)とおく.

このとき,

定義 4.1 (Rankin-Selberg積分). F1, F2を G̃n(AF )上の automorphic cusp formsとする. こ
のとき, Rankin-Series R(s;F1, F2)を

R(s;F1, F2) =

∫
Z(A)G̃n(F )\G̃n(A)

F1(g)F2(g)E(g, φ(s))dg

とおく. また, F = F1 = F2のとき, R(s;F, F )をR(s;F )と書く.

19



このとき, 次の命題によりRankin-Selberg積分の留数と周期の関係が示される.

命題 4.2. 定数Rnを

Rn =
2[F :Q]−1hFRF

∏n−1
k=1 Λ(k + 1, εkE/F )

|DF |(n+1)/2|DE |n(n−1)/4
∏n−1

l=0 Λ(2n− l, εlE/F )

とおく. このとき, R(s;F1, F2)は s = nで 1位の極をもち, 留数はRn⟨F1, F2⟩となる.

この証明は Eisenstein 級数の解析的性質が定数項からの寄与で決定することと Gindkin-

Karpelevich公式を用いることによりEisenstein級数の s = nでの留数が計算されることによ
り上の命題が示される.

他方で L関数の式を与えるためには池田-山名リフトの定義に基づいて簡約することにより
局所的な積分表示を与える必要がある. 本稿では先行研究と同様に池田-山名リフトのフーリ
エ展開の具体的な形に基づいて計算している. F = In(f)としたとき, U 上の指標によりフー
リエ展開ができることが定義によりわかり,

F (g) =
∑

B∈Hern(F )+

aF (g;B)

によりFourier展開を定めたとき, 次の性質を持つことがわかる. Z ∈ Hern(A), A1 ∈ GLn(E),

t ∈ F×に対して

aF (nn(Z)mn(A)dn(t)g;B) = ψ(tr(BZ))aF (g; t
−1B[A]).

フーリエ係数の性質と Eisenstein級数の定義などによる簡約化により以下の等式を得られる:

R(s;F ) =

∫
Z(A)P̃(F )\G̃n(A)

|F (g)|2φ(s)(g)dg

=
∑

B∈Hern(F )+

∫
Z(A)U(A)M̃(F )\G̃n(A)

|aF (g;B)|2φ(s)(g)dg.

さらに池田-山名リフトのフーリエ級数が局所的な積で表されているため, Euler展開を考え
ることができる. Rv を次にように定義する.

定義 4.3 (局所Rankin-Selberg積分).

Rv(X,Y, q
−s
v ) =

∫
Hern(Fv)

F̃v(Zv;X)F̃v(Zv;Y )|detZv|sdZv.

定数 cを

c = 2(n
2−1)dFD

−(2n2−n−1)/2
E D

n2−n−1/2
F

2n∏
i=2

Λ(i, εiE/F )
−1

と定義する. このとき, フーリエ係数の性質により積分領域を局所的な領域の積にすることが
でき, R(s, In(f))はRv を用いて次にように表される:

R(s, In(f)) = c
∏
v∈f

Rv(q
−sv
v , q−sv

v , q−s
v )×

(
2−(ns+n(n+1)/2)dF−nκ

∏
v∈a

n∏
i=1

ΓC(s+ κv − i)

)
.

よって, Rv(X,Y, t)を局所 L関数に対応するように分解を考える必要がある. そのためには先
行研究に倣って, Siegel級数と局所密度との関係に基づいて計算する. 以下, 素点 vが明らか
に有限素点のとき, 省略する.

まず, 局所密度とは次で定義される量である.

20



定義および命題 4.4 (局所密度). n,mを正の整数であって,n ≧ mとする. SをMnm(OE)の
開かつコンパクトな部分集合とする. このとき, エルミート行列A,B ∈ Ĥernおよび十分大き
い正の整数 eに対して次の集合と量を定義する:

Ae(A,B;S) = {X ∈ S|A[X]−B ∈ peĤerm},
Ae(A,B;S) = #Ae(A,B;S)/peMnm(OE).

このとき, Aが非退化なら, lime→∞ q−2mn+m2Ae(A,B;S)は収束する. ここで

α(A,B;S) = lim
e→∞

q−2mn+m2Ae(A,B;S)

とおく. また, S = Mmn(OE)のとき, α(A,B) = α(A,B;S)とし, S がMn(OE)の原始的な
元全体としたとき, β(A,B) = α(A,B;S)とおく. このとき, α(A,B)のことをAによるBの
局所密度といい, β(A,B)のことをAによるBの原始局所密度と呼ぶ.

ここでは, 局所密度と Siegel級数の関係と局所計算を行うのに重要な命題について述べてお
く. とくにこれらは次の命題が知られている.

命題 4.5.

Θ2 =


 0 ϖ−f

E

ϖ−f 0

 Eが F 上分岐しているとき

12 それ以外

とし, Θ2k を Θ2の k回直和とする. このとき, Aが非退化ならば α(Θ2k, A) = F (A; q−2k)で
ある.

これにより Siegel級数と局所密度の関係がわかる. また, 局所密度と原始局所密度に関して
は次のようなことが知られている.

これに伴って, 原始的局所密度に対応する級数と計算上必要な級数を定義する:

G(A;X) =
n∑

i=0

∑
W∈K0

n,v\Mn(OE)nd

(Xqn)ν(detW )Π(W )F (A[W−1];X),

G̃(A;X, t) =

n∑
i=0

∑
W∈K0

n,v\Mn(OE)nd

tν(detW )Π(W )F̃ (A[W−1];X),

B(A; t) =

∏n−1
j=0 (1− ξ(n+ j)qn+jt2)

G(A, t2)
.

ただし,

ξ(j) =

ξ jが奇数

1 jが偶数

である. このとき次の級数の等式が示せる.

命題 4.6. L(X, t)を次のように定義する:

L(X, t)

=


∏n

i=1(1− q−n+2i−1X2t2)−1(1− q−n+2i−1X−2t2)−1 Eが F 上の惰性拡大のとき∏n
i=1(1− q−n/2+i−1/2Xt)−2(1− q−n/2+i−1/2X−1t)−2 E = F ⊕ F のとき∏n
i=1(1− q−n/2+i−1/2Xt)−1(1− q−n/2+i−1/2X−1t)−1 Eが F 上の分岐拡大のとき.
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非退化エルミート行列A ∈ Hern(F )に対して,∑
W∈Mn(OE)nd/K0

n,v

F̃ (A[W ];X)tord(NE/F (detW )) = B(A, q−n/2t)G̃(A;X, t)L(X, qn/2−1/2t)

が成立する.

これは [19]にある Eisensteinのフーリエ係数に関する事実と Hecke固有値に関する比較に
より証明できる.

ここまでの補題と命題により Rの計算を行うことができる. まず, 局所 Rankin-Selberg

積分を G̃ の積分に書き換える. S ⊂ Hern(F ), d ∈ F× に対して Sd を {Z ∈ S|detZ ∈
dNE/F (dE/F ) \ {0}}により定める. このとき, 積分 R(d;X,Y, q−s)を次で定める:

R(d;X,Y, q−s) =

∫
Hern(F )d

F̃ (Z;X)F̃ (Z;Y )| detZ|sdZ.

この積分によりRは次の形の和に分解される:

R(X,Y, t) =

R(d;X,Y, t) Eが F の分岐拡大でないかつ d ∈ O×∑
d∈O×/NE/F (OE)R(d;X,Y, t) Eが F の分岐拡大.

さらに積分R0を次で定義する:

R0(d;X,Y, t) =

∫
Hern(F )nd

d

G(Z; q−n−2y)| detZ|s−yB(Z; q−3n/2−y−s)G̃(Z; q−x, q−n−y−s)dZ.

このとき, 命題 4.6により次の等式が示される:

R(d;X,Y, t) = q(n−1)yf/2R0(d;X,Y, t)L(X, q−n/2−1/2Y t).

次に, R0と次で定めるKoecher-Maass積分 Prとの関係を考える.

定義 4.7 (Koecher-Maass積分). v ∈ f , d ∈ F×, 正の整数 rに対して次の積分によりKoecher-

Maass積分 Prを与える:

Pr(d;X, t) =

∫
Ĥerr,d

F̃ (Z;X)|detZ|sdZ.

さらに Prに関連する積分 P̃r, Qrを次で与える:

P̃r(d;X,Y, t) =

∫
Ĥerr,d

G̃(Z;X, tY )|detZ|s−ydZ,

Qr(d;X,Y, t) =

∫
H̃err,d

G̃(Z;X, tY )|detZ|s−ydZ.

以下の二つの命題を示すことによりRと Prの関係が明示できる.

命題 4.8.

l(K; t, r) =


∏r

i=1(1− t4q−2r−2+2i) Eは F の惰性拡大∏r
i=1(1− t2q−r−1+i)2 E = F ⊕ F∏r
i=1(1− t2q−r−1+i) Eは F の分岐拡大

とおく. このとき, 次の等式を得る:

P̃r(d;X,Y, t) = Pr(d,X, tY
−1)l(K; t, r).
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命題 4.9. ξ̂ を E が F の惰性拡大のときに
√
−1, E = F ⊕ F のとき, 1とおく. このとき,

d ∈ F×について次の等式が成り立つ.

(1) Eは F 上の分岐拡大でないとする. このとき, 次の等式を得る:

P̃m(d; ξ̂−mX,Y, ξ̂−mt) =

m∑
r=0

1

ϕm−r(ξ̂q−1)
Qr(d; ξ̂

−rX,Y, ξ̂−rt).

(2) Eを F 上分岐拡大とする. このとき, 次の等式を得る:

(tY −1)−f·[m/2]P̃m((−ϖf)[m/2]d;X,Y, t)

=



(m−1)/2∑
r=0

1

ϕ(m−2r−1)/2(q−2)
(tY −1)−rfQv,2r+1((−ϖf)rd;X,Y, t) mが奇数

m/2∑
r=0

1

ϕ(m−2r)/2(q−2)
(tY −1)−rfQv,2r((−ϖf)rd;X,Y, t) mが偶数

上二つの命題を結びつけることで次の系の形にまとめることができる.

系. (1) Eを F 上の惰性拡大と仮定する. このとき, 次の等式を得る:

R0(d;X,Y, t) =
n∑

r=0

(qrξY 2)n−rPr(d, ξ̂
n−rX, ξ̂n−rtY −1)

r∏
i=1

(1− t4q−2r−2−2n+2i)

×
∏n−r

i=1 (1− (ξ̂q)−r−n−it2)
∏r−1

i=0 (1− ξ̂n(ξ̂q)iY 2)

ϕn−r(ξ̂q−1)
.

(2) E = F ⊕ F と仮定する. このとき, 次の等式を得る:

R0(d;X,Y, t) =
n∑

r=0

(qrY 2)n−rPr(d,X, tY
−1)

r∏
i=1

(1− t2q−r−1−n+i)2

×
∏n−r

i=1 (1− q−r−n−it2)
∏r−1

i=0 (1− qiY 2)

ϕn−r(q−1)
.

(3) Eを F 上分岐拡大であって, nが奇数と仮定する. このとき, 次の等式を得る:

R0(d;X,Y, t)

=

(n−1)/2∑
r=0

(tY −1)(n−2r−1)f/2Pv,2r+1((−1)(n−2r−1)/2d,X, tY −1)

r∏
i=1

(1− t2q−r−1−n+i)

×
(q2r+1Y 2)(n−2r−1)/2

∏(n−2r)/2
i=1 (1− q−2r−n−2i−1t2)

∏r−1
i=0 (1− q2i+1Y 2)

ϕ(n−2r−1)/2(q−2)
.

同じように Pmに対しても F̃ と G̃の関係式を用いた簡約化を用いることでエルミート行列
の空間のゼータ関数と結びつけることができ, q−sの有理多項式になることが計算できる. こ
こで, F̃ の関数等式と零点および極の比較により次の等式を得ることができる.
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定理 4.10. (1) Eを F 上の惰性拡大と仮定する. このとき, d ∈ O×に対して,

Pm(d;X, t) =
1∏m

i=1(1 + (−q)−itX−1)
∏m

i=1(1 + (−q)−itX)

が成立する.

(2) E = F ⊕ F と仮定する. このとき, d ∈ O×に対して,

Pm(d;X, t) =
1∏m

i=1(1− q−itX−1)
∏m

i=1(1− q−itX)

が成立する.

(3) E を F 上の分岐拡大とする. このとき, d ∈ O×に対して, 次の等式が成立する. もし,

mが偶数なら,

Pm(d;X, t) =
t−fm/2

2
(

1∏m/2
i=1 (1− q−2i+1tX−1)

∏m/2
i=1 (1− tXq−2i)

+
εE/F ((−1)m/2d)∏m/2

i=1 (1− q−2itX−1)
∏m/2

i=1 (1− tXq−2i+1)
)

となる. もしmが奇数なら,

Pm(d;X, t) =
t−f(m−1)/2

2
∏(m+1)/2

i=1 (1− q−2i+1tX−1)
∏(m−1)/2

i=1 (1− tXq−2i+1)

が成立する.

この定理と系を結び付け, 再度 F̃ の関数等式および極と零点の比較を行うと次の定理を得る.

定理 4.11. (1) Eは F 上惰性拡大と仮定する. このとき,

R(d;X,Y, t) = R̂(X,Y, t) =
n∏

i=1

(1− q−n+1(−q)−(i−1)t2)

× 1∏n
i=1(1 + (−q)−iXY t)(1 + (−q)−iXY −1t)

× 1∏n
i=1(1 + (−q)−iX−1Y t)(1 + (−q)−iX−1Y −1t)

が成り立つ

(2) Eは F 上分裂していると仮定する. このとき,

R̂(X,Y, t) = R(d;X,Y, t) =

n∏
i=1

(1− q−n+1q−(i−1)t2)

× 1∏n
i=1(1− q−n+i−1XY t)(1− q−n+i−1XY −1t)

× 1∏n
i=1(1− q−n+i−1X−1Y t)(1− q−n+i−1X−1Y −1t)

が成り立つ
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(3) Eは F の分岐拡大と仮定する. このとき,

R(d;X,Y, t) =
m+1∏
i=1

(1− q−n+1q−(2i−2)t2)

× 1∏m+1
i=1 (1− q−n+2i−2XY t)(1− q−n+2i−2X−1Y −1t)

× 1∏m
i=1(1− q−n+2i−2X−1Y t)(1− q−n+2i−2XY −1t)

と

R̂(X,Y, t) = q−sf(n−1)/2
m+1∏
i=1

(1− q−n+1q−(2i−2)t2)

× 1∏m+1
i=1 (1− q−n+2i−2XY t)(1− q−n+2i−2X−1Y −1t)

× 1∏m+1
i=1 (1− q−n+2i−2X−1Y t)(1− q−n+2i−2XY −1t)

が成立する.

これにより Rankin-Selberg積分の局所表示を得ることができる. これらをまとめて R(s,

In(f))との等式にまとめると次の定理の形になる.

定理 4.12.

R(s, In(f)) = 2(n(n−1)/2−ns−1)[E:Q]D
−(n−1)s+(n2−n)
F D

(n−1)s/2−(2n2−n−1)/2
E

2n∏
i=2

Λ(i, εiE/F )
−1

×
n∏

i=1

L(s− n+ i,Ad, f, εi−1
E/F )L(s− n+ i, εi−1

E/F )L(2s− n+ i, εi−1
E/F )

−1

×

(∏
v∈a

n∏
i=1

ΓC(s+ κv − n+ i− 1)

)
.

上の表示において s = nの留数をとることにより次の主結果を得ることができた.

主定理. F を総実代数体とし, f ∈ Sκ(Γo)を Hilbert尖点形式であって重さ κ = (κv)v∈a の
Hecke固有形式とし, κ =

∑
v∈a κv とする. このとき,

⟨In(f), In(f)⟩ = 2−κn−(n2+n+2)[E:Q]/2D
−(n+2)(n−1)/4
E D

−n/2
F

2n∏
i=2

Λ(i, εiE/F )
−1

×

(∏
v∈a

n∏
i=1

ΓR(n+ i)

ΓC(i)ΓR(i)

)
n∏

i=1

Λ(i,Ad, f, εi−1
E/F ).

5 今後の課題

現状ではいくつかの課題が残されている.

• nが奇数の場合に限っている.
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• πが IndGL2
BGL2

(αsv
F ⊠ α−sv

F )に限定されている.

• 局所関数等式がフーリエ係数が F̃ により定式化されていることと F̃ の関数等式を用い
ることによって計算しており, 表現論的な側面が見えづらい.

この部分の解決案として現在, 前述の local Rankin-Selberg積分と local Koecher-Maass積分
を表現論的な側面から見直し, Jacquet-Langlandsの関数等式や Jacquet-Shalikaの論文との
類似が見られないかを模索中である.
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