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概 要

本稿では 5Ds = F10s+5 (Fn は n番目のフィボナッチ数)を満たすDs に対し, 虚二次
体Q(

√
−Ds)を考察する. 先行研究 [6]では, s ̸≡ 0 (mod 20)のとき, Q(

√
−Ds)の類数が

5で割り切れることが示された. 本論文では議論を精緻化することでこの制限を取り除き,
任意の正整数 sに対して Q(

√
−Ds)の類数が 5で割り切れることを証明する. 証明は, 5

次多項式の構成, フィボナッチ数とリュカ数の性質, および佐瀬による分岐判定基準を組
み合わせ, 次数 10の二面体拡大内に不分岐な C5-拡大を実現することで与えられる.

1 序文

二次体の類数の可除性は数論における古典的テーマである. 任意の整数 n > 1に対し, 類
数が nで割り切れる虚二次体は無限に存在することが知られている (Ankeny–Chowla [1], 山
本 [13], Murty [8, 9], Soundararajan [11], etc.). しかしながら, 具体的な無限族を与えるこ
とは容易ではない. n = 5の場合に関しては, 佐瀬 [10]による 5次多項式と分岐制御の方法,

Byeon [3]による実二次体の場合の議論, さらにフィボナッチ ·リュカ数を用いた岸 [7], 青木-

岸 [2]などの構成がある.

Jin–Kimによる先行論文 [6]では,

Ds =
F10s+5

5

とおき, 虚二次体Q(
√
−Ds)の類数が s ̸≡ 0 (mod 20)のとき 5で割り切れることを示した. そ

の証明の要点は, 二次部分体がQ(
√
−Ds)となるD5-拡大を与えるような 5次多項式を構成し,

この拡大がQ(
√
−Ds)上不分岐な C5-拡大であることを確かめることにあった.

本稿の目的は, 先の制限 s ̸≡ 0 (mod 20)を取り除いた次の定理を示すことである.

定理 1.1. 任意の正整数 sに対し, 5次多項式

gs(X) := X5 − 10X3 − 20X2 + 5(20F 2
10s+5 − 3)X + 40F 2

10s+5(1 + (−1)s+1L10s+5)− 4

はQ上既約であり,その分解体はQ(
√
−Ds)上の不分岐なC5-拡大を与える. 従って, Q(

√
−Ds)

の類数は 5で割り切れる.

先行論文 [6]においては, s ≡ 0 (mod 20)の場合に gs(X)の既約判定のための素数が与えら
れていなかったことに対し, 環類体や惰性次数の議論とフィボナッチ ·リュカ数の追加的性質
を組み合わせることによりそのような素数を見つけたことが, 証明の鍵となる. 不分岐性につ
いては, [6]と同様となる佐瀬の分岐制御の方法を用いる.

論文の構成は次の通りである. 第 2節では二面体拡大の構成と Saseの判定法を復習する. 第
3節ではフィボナッチ数とリュカ数の必要事項を整理する. 第 4節では Z[

√
−125]の環類体の

性質を調べる. 第 5節では主定理 (定理 1.1)に証明を与える.
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2 二面体拡大の構成とSaseの判定法

2.1 二面体拡大を与える 5次多項式

非負整数 sに対し, 整数係数の 5次多項式Gs(X), gs(X)を

Gs(X) := X5 − 10X3 − 20X2 + 5(20F 2
2s+1 − 3)X + 40F 2

2s+1(1 + (−1)sL2s+1)− 4,

gs(X) := X5 − 10X3 − 20X2 + 5(20F 2
10s+5 − 3)X + 40F 2

10s+5(1 + (−1)s+1L10s+5)− 4

で定める. これらは, [5, Example 3.3]の手法で作られた多項式であり, 先行研究により次の
ことが示されている.

命題 2.1 ([7, Theorem 1]). Gs(X)がQ上既約ならば, その分解体はQ上D5-拡大であり, 二
次体Q(

√
−F2s+1)を含む.

命題 2.2 ([6, Proposition 2.1, §4]). gs(X)がQ上既約ならば, その分解体はQ上D5-拡大で
あり, 二次体Q(

√
−Ds)を含む.

2.2 佐瀬による素数の分岐判定基準

佐瀬は, 多項式

φ(X) = Xp +

p−2∑
j=0

ajX
j (aj ∈ Z)

の根で定まる p次体において素数が完全分岐するための判定法を与えた.

命題 2.3 (Saseの判定法, [10, Proposition 2]). p ̸= 2, q を素数とする. また, 上記多項式
φ(X) ∈ Z[X]がQ上既約とし, vq(aj) < p− j を満たす j (0 ≤ j ≤ p− 2)が少なくとも一つ
あるとする. さらに, θを φの根とする.

(1) q ̸= pのとき, qがQ(θ)/Qで完全分岐することと,

0 <
vq(a0)

p
≤ vq(aj)

p− j
for every j, 1 ≤ j ≤ p− 2

が成り立つことは同値である.

(2) q = pが Q(θ)/Qで完全分岐することと, (S-i)または (S-ii)のいずれかが成り立つことは
同値である.

(S-i) 0 <
vp(a0)

p
≤ vp(aj)

p− j
for every j, 1 ≤ j ≤ p− 2.

(S-ii) (S-ii-1) vp(a0) = 0.

(S-ii-2) vp(aj) > 0 for every j, 1 ≤ j ≤ p− 2.

(S-ii-3)
vp(φ(−a0))

p
≤ vp(φ

(j)(−a0))

p− j
for every j, 1 ≤ j ≤ p− 1.

(S-ii-4) vp(φ
(j)(−a0)) < p− j for some j, 0 ≤ j ≤ p− 1.
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3 フィボナッチ数とリュカ数の性質

3.1 基本性質

ここでは, フィボナッチ数 Fnとリュカ数 Lnの基本的な性質を述べる. まず初めに, 定義及
び一般項を再掲する:

F0 = 0, F1 = 1, Fn+2 = Fn+1 + Fn, L0 = 2, L1 = 1, Ln+2 = Ln+1 + Ln,

Fn =
1√
5
(αn − βn), Ln = αn + βn. (3.1)

但し, α = (1 +
√
5)/2, β = (1−

√
5)/2.

命題 3.1. 任意の整数m,nについて

Fn+m + (−1)mFn−m = FnLm, Ln+m + (−1)mLn−m = LnLm.

命題 3.2. 整数m,nに対し,

Lm | Ln ⇐⇒ ∃k ∈ Z s.t. n = (2k − 1)m.

特に, 命題 3.1により, 任意の t ∈ Zに対して

F200t+5 + F5 = F100t+5L100t, L200t+5 + L5 = L100t+5L100t (3.2)

が成り立つことがわかる.

3.2 リュカ数の特殊な素因子

補題 3.3. n = p1 · · · pk (piは素数)とし, 各 piが pi = x2i + 5y2i (xi, yi ̸= 0)の形で表せたとす
る. このとき, nも n = x2 + 5y2の形で表せる. また, すべての iで 5 | yiならば 5 | yとなる.

Proof. 恒等式 (a2 +Db2)(c2 +Dd2) = (ac+Dbd)2 +D(ad− bc)2 から前半は直ちに従う. 後
半はQ(

√
−5)における分解と虚部比較による.

命題 3.4. 任意の u > 0に対し, L2u5は p ≡ 1, 9 (mod 20)を満たし, かつ p = x2 + 125y2の
形で表せない素因子 pを持つ.

Proof. L∗
2u5 := L2u5/L2u とおく. (3.1)を用いて直接計算することにより, 等式

L∗
2u5 = (5F 2

2u + 1)2 + 5F 2
2u = (5F 2

2u − 1)2 + (5F2u)
2 (3.3)

を得る. pを L∗
2u5の素因子とすると,

(5F 2
2u + 1)2 ≡ −5F 2

2u (mod p), (5F 2
2u − 1)2 ≡ −(5F2u)

2 (mod p)

となることから, −5, −1がともにmod pで平方剰余となり, p ≡ 1, 9 (mod 20)を導く. また
F2u ̸≡ 0 (mod 5)と補題 3.3より, L∗

2u5の素因子のうち少なくとも一つは x2 + 125y2の形に
ならないことがわかる.

注意 3.5. u = 0では (3.3)は成り立たない.

系 3.6. 任意の t > 0に対し, L100tは p ≡ 1, 9 (mod 20)を満たし, かつ p = x2 + 125y2の形
で表せない素因子 pを持つ.

Proof. 100t = 2u5v (v は奇数)とすると, 命題 3.2から L2u5 | L100t. よって, 命題 3.4より
系 3.6を得る.
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4 Z[
√
−125] の環類体

4.1 ある二面体多項式と分解体

sを s ≡ 0 (mod 20)を満たす正の整数とし, s = 20t (t ∈ Z)と表す. また, pを L100tの素因
子とする. (3.2)より F200t+5 ≡ −F5 (mod p), L200t+5 ≡ −L5 (mod p)となることから

g20t(X) ≡ X5 − 10X3 − 20X2 + 2485X + 11996 (mod p)

を得る. ここで,

h(X) := X5 − 10X3 − 20X2 + 2485X + 11996

とおくと, h(X)は Q上既約であることが確かめられる. そこで, h(X)の分解体を Lと書く.

また, K = Q(
√
−5)とおく.

命題 4.1. L/QはD5-拡大で, 唯一の二次部分体はK である. さらに L/K は 5の外で不分岐
な C5-拡大であり, 5の上の素イデアルは完全分岐する.

Proof. h(X) = G2(X)であることから命題 2.1を適用する. Saseの判定法 (命題 2.3)により,

5以外は完全分岐せず 5が完全分岐することが確認できる.

4.2 Z[
√
−125]の環類体

K の極大整環OK = Z[
√
−5]の判別式は dK = −20で, K の類数は hK = 2となる. また,

導手 5の整環 O = Z[
√
−125] = Z + 5

√
−5Z の判別式は −500で, 類数は類数公式 (例えば

[4, p. 146])により h(O) = 10となることがわかる. Oの環類体M は [M : K] = 10で, K の
Hilbert類体Q(

√
−5,

√
−4)を中間体として含み, さらに, K上の導手が (5) ·∞を割るQ上の

D5-拡大をすべて含む ([12, p. 75]). よって, 命題 4.1から L ⊂ M が従う.

ここで, 素数 p ̸= 5がM で完全分解するための必要十分条件を与える.

命題 4.2. p ̸= 5がM で完全分解することと, p = x2 + 125y2 (x, y ∈ Z)の形で表せることは
同値である.

Proof. [4, Theorem 9.4]を参照.

4.3 素数の選択と惰性次数による既約性

補題 4.3. p ≡ 1, 9 (mod 20)を満たし, かつ p = x2 + 125y2 の形で表せない素数 pに対し,

h(X)はmod pで既約である.

Proof. pは p ≡ 1, 9 (mod 20)を満たすことから Q(
√
−5)と Q(

√
−4)の双方で分解し, 従っ

て Q(
√
−5,

√
−4)で完全分解する. もし pが L/Qで完全分解すればM/Qでも完全分解する

が, これは命題 4.2に反する. よって L/Qにおける pの惰性次数は 5となり, 従って h(X)は
mod pで既約である.
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5 主定理の証明

s ̸≡ 0 (mod 20) のとき, それぞれ s ≡ 1, 2, 3, 6, 7, 8 (mod 10) ならば mod 151 で, s ≡
4, 9 (mod 10)ならばmod 101で, s ≡ 5 (mod 20)ならばmod 401で, s ≡ 15 (mod 20)な
らばmod 41で gs(X)は既約となる ([6, Proposition 4.2]). また, s ≡ 0 (mod 20)のときは,

s = 20t (t ∈ Z)と表すと, 系 3.6の素数 pに対して gs(X) ≡ h(X) (mod p)となり, 補題 4.3よ
り h(X)はmod pで既約となる. 従って, 任意の正整数 sに対して gs(X)はQ上既約である.

命題 2.2により gs(X)の分解体は Q上D5-拡大で Q(
√
−Ds)を含む. そこで, Saseの判定

法 (命題 2.3)を適用すると, 5以外は完全分岐せず, さらに 5も完全分岐しないことが確認で
きる. よってQ(

√
−Ds)上不分岐な C5-拡大が得られる.

以上により, 主定理が示された.

注意 5.1. s = 0ではQ(
√
−D0) = Q(i)で類数は 1となる.
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