
Theta lifts to certain cohomological representations of

indefinite orthogonal groups

齋藤 陽平 (慶應義塾大学)

1 Introduction

本稿は福岡数論研究集会において行われた著者の発表について概要をまとめたものである.

特に, ここでは発表で紹介した正則保型形式の theta lift における観察 (Theroem 4.3)に焦点
を当て, 最近の研究で得た証明を紹介したい.

Lを even lattice, pを V = L⊗R上の多項式とする. このとき Borcherds [Bo98]は τ ∈ H1

と g ∈ O(V )に対し, theta級数

θL+γ(τ, g; p, v0)

= y
b−
2

∑
λ∈L+γ

[
exp

(
− ∆b

8πy

)
p

] (
v0(g

−1λ)
)
e
(
τQ(v+0 (g

−1λ)) + τQ(v−0 (g
−1λ))

)
を定義した. このとき Lに対応して定まる離散群 ΓL ⊂ O(V )が存在し, θL+γ(τ, g; p, v0)は
ΓLの左作用で不変な関数をなす. また θL+γ(τ, g; p, v0)を用いて, ベクトル値の theta fucntion

ΘL(τ, g; p, v0) =
∑

θL+γ(τ, g; p, v0)eγ を定義すれば, これは楕円保型形式と同様の関数等式を
満たす. すなわち, ΘL(τ, g; p)はH1 × O(V )上のMp2n(Z) × ΓLに対応する保型形式となる.

そのため, 上半空間上の保型形式 f を一つとり, ΘL(τ, g; p, v0)とのPetersson内積を考えれば,

O(V )上の保型形式 ϑL(f ; p)を構成することができる. このように定義されたO(V )上の保型
形式を f の theta liftという.

著者は [MS24]において正則カスプ形式fと調和多項式h(x)に対して,その theta lift ϑL(f ;h)

を計算し, Fourier展開の明示式を得た. さらに, Fourier展開に現れる特殊関数が, 導来関手加
群と呼ばれる表現の Bessel模型であることを証明することで, 導来関手加群との関係を示し
た. Li [Li90]の実素点における表現論的な研究からMp2n(R)の正則離散系列表現は局所 theta

対応の下でO(V )の導来関手加群と対応することが知られており, 著者の結果はそれと整合す
るものである.

ここで, 上述の計算において重要な役割を果たしたのは次の結果である.

Theorem 1.1 ([MS24, Corollary 4.3]). f を weight k + b+−b−

2 の正則保型形式, pを k次斉
次多項式とする. このとき,

ϑL(f ; p)(g) = ϑL(f ;Hp)

が成り立つ. ただし, Hpは pの調和多項式成分を表す.

この結果は, 正則保型形式の theta lift ϑL(f ; p)が多項式 pの調和多項式成分Hpにしか依
らないということ示す. この性質から, 調和多項式成分を保っていれば pを自由に取り替える
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ことが可能になる. [MS24]においてはこの性質と Borcherdsの手法 [Bo98]を組み合わせるこ
とで, liftingの Fourier展開を得た.

一方で, この結果は ϑL(f ; p)が導来関手加群を生成することからの帰結とみなすこともでき
る. そのため [Li90]の結果より, 他の dual pairにおいての類似の性質が成り立つことが期待さ
れる. 本稿の目的は, [MS24]の研究の一般化の準備として, Theorem 1.1の関係式を dual pair

Mp2n(R)×O(V )の間の theta liftへと拡張することである (Theorem 4.3).

2 Vector-valued Siegel modular forms of genus n

この節では, even lattice LのWeil表現に付随する genus nの vector-valued Siegel modular

formについて紹介する. これは, Borcherds [Bo98]によって定義された vector-valued modular

formを genus nに拡張したものである.

まず, even latticeに付随するMp2n(Z)のWeil表現を定義する. (L, q)を even lattice, すな
わち, free Z-module Lであって二次形式 q : L → Zが定義されているものであるとする. こ
のとき, その実拡大 V ＝ L⊗Rを考え, q(rx) = r2q(x) (x ∈ L, r ∈ R)となるように二次形式
を拡張すると, (V, q)は R上の quadratic spaceとなる. b+, b− ∈ Z≥0に対し, b = b+ + b−と
し, b次ユークリッド空間 Rbで二次形式

Q(x) =
b+∑
i=1

x2i −
b∑

j=b++1

x2j

が定義された quadratic spaceを Rb+,b− とする. 任意の R上の quadratic spaceは Rb+,b− の
いずれかと同型であり, そのとき (b+, b−)をその quadratic spaceの signatureという. 本稿で
は (V, q)の sigunature (b+, b−)を (L, q)の sigunatureと呼び, sig(L) = b+ − b−と書くことに
する.

次に, Lに対しその dual lattice L′を

L′ = {λ ∈ L⊗Q | (λ, µ) ∈ Z for any µ ∈ L}

で定義する. このとき L ⊂ L′である. qは L上で整数値であるため, γ ∈ DL = L′/Lに対し,

q(γ) mod 1を考えれば, DL上のwell-definedなQ/Z-値二次形式を定める. このように誘導さ
れたDL上の二次形式も同様に qと書くことにする. このとき, (DL, q)を discriminat group

という.

Mp2n(R)を Sp2n(R)の非自明な double covering groupとする. このときMp2n(R)の元は,

M = ( a b
c d ) ∈ Sp2n(R)と ϕ(τ)2 = det(Cτ +D)を満たす Hn = {τ ∈ Symn(C) | Im(τ) > 0}

上の正則関数 ϕ : Hn → Cを用いて, (M,ϕ(τ))で表される. このとき Mp2n(R)の合成は
(M1, ϕ1(τ))(M2, ϕ2(τ)) = (M1M2, ϕ1(M2τ)ϕ2(τ)) (Mτ = (aτ + b)(cτ + d)−1)によって与え
らる. いま, Mp2n(Z)を Sp2n(Z)の被覆写像による逆像とする. このとき, Mp2n(Z)の even

lattice Lに付随するWeil表現 ρL,nが次のように定義される.

Definition 2.1 ([Zh09]). {eγ}γ∈Dn
L
をC[Dn

L]の standard basisとする. このときMp2n(Z)の
even lattice Lに付随するWeil表現 ρL,n : Mp2n(Z) → Aut(C(Dn

L))はMp2n(Z)の生成元に
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対する以下の関係式で定義される:

ρL,n((
A 0
0 tA−1 ), (detA)1/2)eγ = (detA)−sig(L)/2eγA−1 (A ∈ GLn(Z)),

ρL,n((
In X
0 In

), 1)eγ = e(tr(q(γ)X))eγ (X ∈ Symn(Z)),

ρL,n((
0 −In
In 0 ), (det τ)1/2)eγ =

e
(
−n sig(L)

8

)
|DL|n/2

∑
δ∈Dn

L

e(−tr(γ, δ))eδ.

ただし, γ = (γ1, . . . , γn), δ = (δ1, . . . , δn) ∈ Dn
L に対し, (γ, δ) = ((γi, δj))1≤i,j≤n, q(γ) =

1
2(γ, γ)としている. また, e(τ) = exp(2πiτ)である.

Remark 2.1. C[Dn
L]の内積 ⟨·, ·⟩Lを⟨∑

γ∈Dn
L

aγeγ ,
∑
δ∈Dn

L

bδeδ

⟩
L

=
∑
γ∈Dn

L

aγbδ

で定義する. このときWeil表現 ρL,nは ⟨·, ·⟩Lに対してユニタリ表現をなす.

ここで, Weil表現に付随する genus nの vector-valued Siegel modular formを定義する

Definition 2.2. ν を非負整数, (ρ, Vρ) を GLn(C) の (有限次元) 有理表現とする. (γ̃ =

(( a b
c d ), ϕ(τ)) ∈ Mp2n(Z))に対し, Vρ ⊗ C[Dn

L]-値正則関数 f : Hn → Vρ ⊗ C[Dn
L]が関係式

f(γ · τ) = ϕν(τ)ρ(cτ + d)⊠ ρL,n(γ)f(τ)

を満たすとき, f を weight δν ⊗ ρ, type ρL,nの Siegel modular formという.

Siegel modular form f(τ)は正則性とMp2n(Z)に関数する不変性から次のようなFourier展
開を持つ:

f(τ) =
∑
γ∈Dn

L

∑
T∈Symn(Z)+q(γ)

T≥0

Cf (γ, T )e(trTτ).

ここでCf (γ, T ) ∈ Vρである. 特に, f が正定値でない全ての T に対しC(γ, T ) = 0を満たすな
らば, f を cusp formと呼び, weight δν ⊗ ρ, type ρL,nの cusp form全体の空間を Sδν⊗ρ(D

n
L)

と書く.

Vρ上の内積 ⟨·, ·⟩ρを,任意の v, w ∈ Vρ, N ∈ GLn(C)に対し, ⟨ρ(N)v, w⟩ρ = ⟨v, ρ( tN)w⟩ρを
満たすように定める. さらに, Vρ⊗C[Dn

L]上の内積 ⟨·, ·⟩ρ,Lを ⟨v⊗λ,w⊗µ⟩ρ,L = ⟨v, w⟩ρ⟨λ, µ⟩L
によって定める. ここで, weight ρ, type ρL,nの Siegel modular form f, gに対し,∫

Sp2n(Z)\Hn

⟨f(τ), ρ(y)g(τ)⟩ρ,L det y
ν
2

dxdy

det yn+1
(2.1)

が収束するとき, この積分を (f, g)τ と表す. 特に, f, gのどちらか一方が cusp formであると
きには積分 (2.1)は常に収束する.

3 Siegel theta function and theta lifts

この節では, even lattice L に付随する genus n の vector-valued Siegel theta function

ΘLn(τ, g; p, v0) を定義し, それを用いて f ∈ Sρ(D
n
L) に対する theta lift ϑLn(f ; p)(g) を構

成する. この Siegel theta functionは [Bo98]の Siegel theta function ΘL(τ, g; p, v0)の一般化
と言えるものである. genus nの scalar-valued theta functionについては, [Ro21]によって構
成が与えられており, 本稿での構成はその結果を基にしたものである.
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3.1 The genus n Siegel theta function

まず, Lを sigunature (b+, b−)の even latticeとし, O(V )で V = L ⊗ Rの直交群を表す.

isomertry V → Rb+,b− を一つ固定する. このとき, 直交分解Rb+,b− = Rb+ ⊕Rb− に対し, 各成
分への射影を pr+, pr,−とかき, pr±と v0との合成を v±0 = pr± ◦ v0と書く. さらに, 記号の濫
用を許し, v0で V nから (Rb+,b−)nへの isometry v0 : λ = (λ1, . . . , λn) 7→ (v0(λ1), . . . , v0(λn))

表すことにする. また, v+0 , v
−
0 についても同様に, 同じ記号で V nから (Rb+)n, (Rb−)nへの写

像を表すことにする.

(Rb+,b−)n を b × n 行列全体の空間 Mb×n(R) と同一視し, x ∈ (Rb+,b−)n の座標を x =

(xij)1≤i≤b,1≤j≤nと書くことにする. このときMb×nの Laplacianを

∆b = (∆ij)1≤i,j≤n, ∆ij =
b∑

k=1

∂2

∂xki∂ckj

で定義する. いま, f ∈ C∞(Mb×n), c ∈ Cに対し, Laplacian ∆bとn次正定値行列y ∈ Symn(R)
で定まるMb×n上の微分作用素を定義しておく:

[exp(c tr∆b)f ] (x) =

∞∑
k=0

ck

k!
(tr∆b)

k(f(x)) (c ∈ C).

Lemma 3.1. N ∈ GLn(C)に対し次が成り立つ:

[exp(c tr∆b)f(xN)] =
[
(exp(c tr(N∆b

tN)f
]
(xN).

次に GLn(C)の既約表現 (ρ, Vρ)に対し, 対応する変換則を満たす (V +)n ∼= Mb+×n(R)上
の Vρ-値多項式の空間 P ρ(Mb+×n)を定義する. P ρ(Mb+×n)は Siegel theta functionがweight

ρ⊗ δsigLのmodular formと同様の保形性を満たすために必要となる. Mb+×n(R)上の複素数
値多項式全体の空間を P (Mb+×n)とおく. また, 任意のベクトル空間W に対し, W -値多項式
全体の空間を P (Mb+×n,W )とおく. このとき, P (Mb+×n,W ) = P (Mb+×n)⊗W となること
に注意する.

Definition 3.2. (ρ, Vρ)をGLn(C)の既約表現とし, GLn(C)の P (Mb+×n, Vρ)への作用を

N · p(x) = p(xN), N ∈ GLn(C), p ∈ P (Mb+×nVρ), x ∈ Mb+×n(R)

によって定める. このとき P ρ(Mb+×n)の部分空間 P (Mb+×n, Vρ)を

P ρ(Mb+×n) = {p ∈ P (Mb+×n, Vρ) | N · p(x) = ρ( tN)p(x) for any N ∈ GLn(C)}

で定義する.

Remark 3.1. GLn(C)の作用はO(V +)の作用と可換であるためP ρ(Mb+×n)はO(V +)-module

をなす.

ここで, [Ro21]の構成にならい, [Bo98]の theta functionの一般化となるvector-valued Siegel

theta funciton ΘLn(τ, g; t1, t2, v0)を定義する.
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Definition 3.3. (ρ, Vρ)をGLn(C)の既約表現とし, p ∈ P ρ(Mb+×n)とする. γ ∈ Dn
L, t1, t2 ∈

V nに対し,

ϑLn+γ(τ, g; t1, t2; p, v0)

= det y
b−
2

∑
λ∈Ln+γ

[
exp

(
−tr(∆by

−1)

8π

)
p

]
(v+0 (g

−1(λ+ t2)))

× e

(
tr
(
q(v+0 (g

−1(λ+ t2)))τ
)
+ tr

(
q(v−0 (g

−1(λ+ t2))τ
)
−
(
λ+

t2
2
, t1)

))
(τ = x+ iy ∈ Hn, g ∈ O(V ))

とおく. このとき, Lに付随する Vρ ⊗C[Dn
L]-valued Sigel theta functionは次のように定義さ

れる:

ΘLn(τ, g; t1, t2; p, v0) =
∑
γ∈Dn

L

ϑLn+γ(τ, g; t1, t2; p, v0)eγ . (3.1)

t1 = t2 = 0の場合には, 記号を省略し, ΘLn(τ, g; p, v0)と書く.

O(L)と Lの自己同型群とすると, O(L)はO(V )の離散部分群をなす. SO+(V )でO(V )の
identity componentを表し, SO+(L) = O(L)∩SO+(V )とおく. このとき, discriminant kernel

ΓL ⊂ SO+(L)を
ΓL = {g ∈ SO+(L) | gλ− λ ∈ L for all λ ∈ L}

で定義する. ΓLはDn
Lに自明に作用するため, (3.1)より, ΘLn(τ, g; p, v0)は ΓLの左作用に対

して保形性を持つ. すなわち, 任意の γ ∈ ΓL, g ∈ O(V )に対し,

ΘLn(τ, γg; p, v0) = ΘLn(τ, g; p, v0)

が成り立つ.

3.2 Fourier transforms on Mb×n(R)

ここでは, ΘLn(τ, g; t1, t2; p, v0)がMp2n(Z)の作用に対して, Siegel modular formと同様の
保形性を満たすことを示すために, Mb×n(R)上の Fourier変換について思い出す.

(Rb+,b−)n を Mb×n(R) と同一視し, v = (v1, . . . , vn), w = (w1, . . . , wn) ∈ (Rb+,b−)n ∼=
Mb×n(R) に対し, (v, w) = ((vi, wj))1≤i,j≤n で内積の行列を表すことにする. このとき,

Mb×n(R)上の急減少関数 f : Mb×n(R) → Cに対し, f の Fourier変換 f̂ : Mb×n(R) → C
を

f̂(w) =

∫
Mb×n

f(v)e(tr(w, v))dv

と定義する. ここで, dvはMb×n(R)の Lebesgue測度である. 以下は Fourier変換についてよ
く知られた性質である.

Lemma 3.4. f : Mb×n(R) → CをMb×n(R)上の急減少関数とする. このとき u ∈ Mb×n(R)
に対し, 以下が成り立つ:

(i) f(v)e(tr(u, v))の Fourie変換は f̂(w + u)である.
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(ii) f(v − u)の Fourier変換は e(tr(u,w))f̂(w)である.

Lemma 3.5 ([Ro21, Lemma 4.5]). b− = 0と仮定する. p ∈ P (Mb×n,W ), τ ∈ Hn に対し,

f(v) = p(v)e(tr(q(v)τ))とする. このとき f の Fourier変換は

f̂(w) = det(−iτ−1)
b+

2

[
exp

(
itr(∆bτ

−1)

4π

)
p

]
(w(−τ−1))e(tr(q(w)(−τ−1))).

ここで次は [Bo98, Corollary 3.4], [Ro21, Lemma 4.6]の Vρ-値多項式への一般化である.

Lemma 3.6 ([Sa]). b− = 0と仮定する. (ρ, Vρ)をGLn(C)の既約表現とし, p ∈ P (Mb×n, Vρ)

とする. このとき, τ ∈ Hnに対し,

fτ (v) =

[
exp

(
−tr(∆y−1)

8π

)
p

]
(v)e(tr(q(v)τ))

とすると

f̂τ (w) = e

(
−nb+

8

)
det (−τ−1)

b+

2 ρ(−τ−1)

[
exp

(
−tr(∆ỹ−1)

8π

)
p

]
(w)e(−tr(q(v)τ−1))

が成り立つ. ただし, ỹ = Im(−τ−1)である.

Proof. Lemma 3.5より fτ (v)の Fourier変換を計算し, 整理すると,

f̂τ (w) = e

(
−nb+

8

)
det (−τ−1)

b+

2

×
[
exp

(
−tr((−τ−1)∆ t(−τ−1)ỹ−1)

8π

)
p

]
(w(−τ−1))e(−tr(q(v)τ−1))

となる. ここで Lemma 3.1より, 右辺は

e

(
−nb+

8

)
det (−τ−1)

b+

2

[
exp

(
−tr(∆ỹ−1)

8π

)
p(w(−τ−1))

]
e(−tr(q(v)τ−1))

と変形でき, P ρ(Mb+×n)の定義より, Lemma 3.6が従う.

Corollary 3.7. (ρ, Vρ)を GLn(C)の既約表現とし, p ∈ P (Mb+×n, Vρ)とする. このとき,

τ ∈ Hnに対し,

fτ (v) =

[
exp

(
−tr(∆y−1)

8π

)
p

]
(pr+(v))e(tr(q(pr+(v))τ) + tr(q(pr−(v))τ))

とすると

f̂τ (w) = e

(
−n(sig(L))

8

)
det (−τ−1)

b+

2 det (−τ−1)
b−
2 ρ(−τ−1)

×
[
exp

(
−tr(∆ỹ−1)

8π

)
p

]
(pr+(w))e

(
−tr
(
q(pr+(v))τ−1

)
− tr

(
q(pr−(v))τ−1

))
が成り立つ.

Proof. 直交分解Mb×n(R) = Mb+×n(R)⊕Mb−×n(R)を考え, 各成分上の Fourier変換に対し,

Lemma 3.6を適応すれば, Corollaryの結果を得る.
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3.3 modurarity of theta functions

前節の Fourier変換の議論を応用し, ΘLn(τ, g; t1, t2; p, v0)のMp2n(Z)の作用に対する保形
性を示す.

Theorem 3.8. p ∈ P ρ(Mb+×n), t1, t2 ∈ V n とする. このとき, 任意の γ =
(
( a b
c d ), ϕ(τ)

)
∈

Mp2n(Z)に対して,

ΘLn(γτ, g; t1
ta+ t2

tb, t1
tc+ t2

td; p, v0)

= ϕ(τ)sigLρ(cτ + d)⊠ ρL,n(γ)ΘLn(τ, g; t1, t2; p, v0) (3.2)

が成り立つ.

Remark 3.2. 特に, ΘLn(τ, g; p, v0)は τ に関して f ∈ SδsigL⊗ρ(D
n
L)と同じ等式を満たす.

Proof. まず,

TX =

((
In X

0 In

)
, 1

)
(X ∈ Symn(Z)), S =

((
0 −In

In 0

)
det(τ)

1
2

)

はMp2n(Z)の生成元をなす ([Fr83, A 5.4 Satz]参照). そのため, TX , Sのそれぞれについて
(3.2)が成り立つことを示せば十分である. まず, TX (X ∈ Symn(Z))の作用を考える. 直接計
算から,

ϑLn+γ(τ +X, g; t1 + t2X, t2; p, v0)

= det y
b−
2

∑
λ∈Ln+γ

[
exp

(
−tr(∆by

−1)

8π

)
p

]
(v+0 (g

−1(λ+ t2)))

× e

(
tr
(
q(v+0 (g

−1(λ+ t2)))τ
)
+ tr

(
q(v−0 (g

−1(λ+ t2))τ
)
−
(
λ+

t2
2
, t1)

))
× e(tr(q(λ)X))

が成り立つ. ここで λ ∈ Ln + γより, e(tr(q(λ)X)) = e(tr(q(γ)X))である. よって

ϑLn+γ(τ +X, g; t1 + t2X, t2; p, v0) = e(tr(q(γ)X))ϑLn(τ, g; t1, t2; p, v0)

となり, TX に対して (3.2)が成り立つ. 次に, Sの作用を考え,

ϑLn+γ(−τ−1, g;−t2, t1; p, v0)

= (det τ)
sig(L)

2 ρ(τ)
e
(
−n sig(L)

2

)
|DL|n/2

∑
δ∈Dn

L

e(−tr(γ, δ))ϑLn+δ(τ, g; t1, t2; p, v0)

が成り立つことを示す. ここで

f−τ−1(v) =

[
exp

(
−tr(∆ỹ−1)

8π

)
p

]
(pr+(v))

× e
(
tr(q(pr+(v))(−τ)−1) + tr(q(pr−(v))(−τ)−1)

)
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とおくと Corollary 3.7より,

f̂−τ−1(v) = e

(
−n sig(L)

8

)
det τ

b+

2 det τ
b−
2 ρ(τ)

[
exp

(
−tr(∆y−1)

8π

)
p

]
(pr+(v))

× e
(
tr(q(pr+(v))τ) + tr(q(pr−(v))τ)

)
となる. さらに, Lemma 3.4より f−τ−1(v + γ + t1)e(−tr(v + t2/2, t1))の Fourier変換は

e

(
−n sig(L)

8

)
det τ

b+

2 det τ
b−
2 ρ(τ)

[
exp

(
−tr(∆y−1)

8π

)
p

]
(pr+(v + t2))

× e

(
tr(q(pr+(v + t2))τ) + tr(q(pr−(v + t2))τ)−

(
v +

t2
2
, t1

))
で与えられる. ここで, Poissonの和公式∑

λ∈Ln

f(λ) = |DL|−
n
2

∑
λ∈L′n

f̂(λ)

より,

ϑLn+γ(−τ−1, g;−t2, t1; p, v0)

= det ỹ
b−
2

∑
λ∈Ln

f−τ−1(v0(g
−1(λ+ γ + t1)))e

(
−tr

(
λ+

t2
2
, t1

))

= (det τ−1yτ−1)
b−
2

∑
λ∈L′n

f̂−τ−1(v0(g
−1λ+ t2))e

(
−tr

(
v + γ

t2
2
, t1

)
− tr(λ, λ)

)

= (det τ)
sig(L)

2 ρ(τ)
e
(
−n sig(L)

2

)
|DL|n/2

∑
δ∈Dn

L

e(−tr(γ, δ))ϑLn+δ(τ, g; t1, t2; p, v0)

が成り立つ. 以上より Theorem 4.3が示された.

3.4 Theta lifts of genus n cusp forms

いま, p ∈ P ρ(Mb+×n)とする. このとき, Theorem 3.8より, ΘLn(τ, g; p, v0)は正則ではない
が weight δsig(L) ⊗ ρ, type ρLの Siegel modular formと同様の変換公式を満たす. そのため,

任意の f ∈ Sν(DL)と p(x) ∈ Pk,0(V )に対し, 積分 (2.1)は well-definedであり,

ϑL(f ; p)(g) = (f(τ),ΘL(τ, g; p))τ

を考えることができる. このようにして定義されるO(V )の関数 ϑL(f ; p)(g)を f の theta lift

と呼ぶ. ここでΘL(τ, g; p)の ΓLに関する保形性から, ϑL(f ; p)(g)は同様に ΓLの左作用で不
変なO(LR)上の保型形式を与える.

4 Differential operators and harmonic polynomials

この節では, 志村 [Sh00]の微分作用素の理論を思い出し, Siegel modular formの theta lift

に関する主定理を証明する.
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4.1 Pluriharmonic polynomials

Gを群, X をその完全可約な有限次元表現とする. このときX 上の多項式環 S はGの作用
に関する不変式環 J とG-harmonic polynomial全体Hを用いて,

S = JH

とかけることが知られている [Ko63]. ここではG = SO(b+), X = Mb+×n(R)の場合にこの結
果を思い出す ([To76]を参照).

g ∈ SO(b+), p ∈ P (Mb+×nR)に対し, g·p(x) = p(g−1x)でSO(b+)の作用を定義する. このと
き SO(b+)の作用に関する不変式環をJ = {p ∈ P (Mb+×n) | (g ·p)(x) = p(x) (∀g ∈ SO(b+))}
で定義し, さらに J ∗ = {p ∈ J | p(0b+×n) = 0} とおく. J ∗は定数項を持たない不変式全体
である. ここで, rij(x) = ( txx)ij , すなわち rij(x) =

∑b+

k=1 xkixkj とおくと, J ∗の任意の元は
rij の多項式として与えられる.

Definition 4.1 (多重調和多項式). 多項式 p ∈ P (Mb+×n)が任意の 1 ≤ i, j ≤ nに対して

∆ijp = 0

を満たすとき, pを多重調和多項式 (pluriharmonic polynomial)と呼ぶ. ここで多重調和多項
式全体をH(Mb+×n)とおく.

Lemma 4.2. [Ko63] J を不変式環, H(Mb+×n)を多重調和多項式全体とする. このとき,

P (Mb+×n) = JH(Mb+×n)

が成り立つ. ここで右辺はH(Mb+×n)で生成される J -moduleを表す.

Remark 4.1. 特に 2n < b+をならば, 同型

P (Mb+×n) ∼= J ⊗H(Mb+×n)

が成り立つことが知られている ([To76, Theorem 2.5]).

GLn(C)の既約表現 (ρ, Vρ)の対し, H(Mb+×n, Vρ) = {h ∈ P (Mb+×n, Vρ) | ∆ijh = 0, (0 ≤
i, j ≤ n)}とおく. このとき, P (Mb+×n, Vρ) = P (Mb+×n)⊗Vρ,H(Mb+×n, Vρ) = H(Mb+×n)⊗Vρ

であるため Lemma 4.2より,

P (Mb+×n, Vρ) = JH(Mb+×n, Vρ)

が成り立つ. さらに, J = J ∗ ⊕ Cであるため, 分解

P (Mb+×n, Vρ) = J ∗H(Mb+×n, Vρ)⊕H(Mb+×n, Vρ) (4.1)

が成り立つ. ここで, (4.1)はO(b+)×GLn(C)-module としての直和分解を与えている. (4.1)

における, P (Mb+×n, Vρ)からH(Mb+×n, Vρ)への射影をH : P (Mb+×n, Vρ) → H(Mb+×n, Vρ)

と書くことにする. ここで,

P ρ(Mb+×n) = (P ρ(Mb+×n) ∩ J ∗H(Mb+×n))⊕ (P ρ(Mb+×n) ∩H(Mb+×n)) (4.2)

が成り立つため, p ∈ P ρ(Mb+×n)ならば, Hpも再び P ρ(Mb+×n)の元となる.

次が本稿の主定理である.
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Theorem 4.3 ([Sa]). f ∈ Sδsig(L)⊗ρ(D
n
L), p ∈ P ρ(Mb+×n)とする. このとき,

ϑLn(f ; p)(g) = ϑLn(f,Hp)(g)

が成り立つ.

この結果は [MS24, Corollary 4.3]の一般化である. [MS24]においては, Poincaré級数と呼
ばれる, Sk(DL)の生成元について, その liftingを直接計算することで, Corollary 4.3を示し
た. その証明では, n = 1の場合にHの明示式を用いている. 一般にはHの明示式は知られて
おらず, genus nの場合には同様の手法では証明が困難であった. そこで本稿では, 志村の微分
作用素の理論を用いた新たな証明を紹介する.

4.2 Holomorphic differential operators

ここでは, 志村 [Sh00]の概正則保型形式における微分作用素の定義と基本的な性質を思い
出す.

T = Symn(C)とし, P l(T )で T 上の l次多項式全体を表すとする. このとき, q ∈ P l(T ),

N ∈ GLn(C)に対し, GLn(C)の表現 τ l : GLn(C) → Aut(P l(T ))を (τ l(N)q)( tNuN) =で定
義しておく.

1 ≤ j, k ≤ nに対し, C∞(Hn)上の微分作用素 ∂
∂τjk
を

∂

∂τjk
=

1

2

(
∂

∂xjk
− i

∂

∂yjk

)
と定める. 任意のベクトル空間W をとする. このとき, f ∈ C∞(Hn,W ), u ∈ T に対して
Df,Cf ∈ C∞(Hn, P

1(T )⊗W )を

(Df)(u) =

n∑
j,k=1

ujk
∂

∂τjk
f, C(f)(u) = (Df)(yuy)

で定義する. また, 0 ≤ e ∈ Zに対し, Def , Cef ∈ C∞(Hn, P
e(T ) ⊗W )をDef = DDe−1f ,

Cef = CCe−1f によって帰納的に定める. (ρ, Vρ) を GLn(C) の有限次元既約表現とする.

f ∈ C∞(Hn, Vρ)に対し, De
ρを

(De
ρf)(u) = ρ⊗ τ e(y)−1Ce[ρ(y)f ](u)

で定義する. GLn(C) の有限次元表現 (Vσ, σ), ν を非負整数とする. (M,ϕ) ∈ Mp2n(R),
f ∈ C∞(H, Vσ)に対して, slash operator ∥δν⊗σ を

f∥(M,ϕ)(τ) = ϕ−ν(τ)σ(cτ + d)−1f(M · τ)

で定義する. このとき, 微分作用素De
ρと slash operator ∥δν⊗ρに対し以下の関係が成り立つ.

Lemma 4.4. (ρ, Vρ)をGLn(C)の既約表現, νを非負整数とする. このとき, f ∈ C∞(Hn, Vρ),

微分作用素De
ρ, (M,ϕ) ∈ Mp2n(R)に対して

De
ρ(f∥δν⊗ρ(M,ϕ)) = (De

ρf)∥δν⊗ρ⊗τe(M,ϕ)

が成り立つ.
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Remark 4.2. f が weight δν ⊗ ρ, type ρL,nの Siegel modular form ならば

f∥δν⊗ργ̃(τ) = ρL,n(γ̃)f(τ) (γ̃ ∈ Mp2n(Z)) (4.3)

を満たすことに注意する. 特に, このとき Lemma 4.4より

(De
ρf∥δν⊗ρ⊗τe γ̃)(τ) = ρL,n(γ̃)D

e
ρf(τ)

が成り立つ.

次に, Siegel modular formのMp2n(R)への持ち上げと微分作用素の関係について議論す
る. (Vρ, ρ) を GLn(C) の有限次元表現, ν を非負整数とする. f ∈ C∞(Hn, Vρ ⊗ C[Dn

L]),

g̃ ∈ Mp2n(R)に対し, f のMp2n(R)への持ち上げ Ff を Ff (g̃) = f∥δν⊗ρ(g̃)(iIn)で定義する.

このとき, f が任意の γ̃ ∈ Mp2n(Z)に対し (4.3)を満たすならば, Ff は,

Ff (γ̃g̃) = ρL,n(γ̃)Ff (g̃) (4.4)

を満たす. いま, g = {X ∈ M2n×2n(R) | tXJ + JX = 0, J = ( 0 −In
In 0 )}を考え, X ∈ gの

F ∈ C∞(Mp2n(R), Vρ ⊗ C[Dn
L])への作用を

(X · F )(g̃) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

F (g̃exp(tX))

により定義する.

Lemma 4.5 ([Sh94, Proposition A.1]). F,G ∈ C∞(Mp2n(R), Vρ ⊗ C[Dn
L])は (4.4)を満た

すと仮定する. このとき, X ∈ gに対し, ⟨F,G⟩ρ,L, ⟨X · F,G⟩ρ,L, ⟨F,X · G⟩ρ,L がそれぞれ
Sp2n(Z)\Sp2n(R)上可積分であるとき,∫

Sp2n(Z)\Sp2n(R)
⟨X · F,G⟩ρ,Ldg = −

∫
Sp2n(Z)\Sp2n(R)

⟨F,X ·G⟩ρ,Ldg

が成り立つ.

gC = g ⊗ C の Cartan 分解を考え, gC = kC ⊕ pC = kC ⊕ p+ ⊕ p− とおく. このとき,

p± = {ι±(u) = ( u ∓iu
±iu −u ) ∈ M2n×2n(C) | u ∈ T}である.

Lemma 4.6 ([Sh90]). νを非負整数, (ρ, Vρ)をGLn(C)の既約有理表現とする. このとき (4.3)

を満たす f ∈ C∞(Hn, Vρ)と u ∈ T に対し, 以下が成り立つ:

(i) ι+(u)eFf (g̃) = 2FDe
δν⊗ρf(u)

(g̃).

(ii) f が正則関数ならば ι−(u)Ff = 0.

4.3 The proof of Theorem 4.3

最後に p ∈ J ∗H(Mb+×n)に対する ΘL(τ, g; p, v0)と上で定義した微分作用素との関係を示
し, その結果を用いて Theorem4.3を証明する.

まず, Definition 3.3 の定義をそのまま拡張し, p ∈ P (Mb+×n, Vρ) に対しても同様に
ΘLn(τ, g; p, v0)を定義する. このとき, 直接の計算から以下が従う.
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Proposition 4.7 ([Sa]). h ∈ Hρ(Mb+×n)とする. このとき, 非負整数 eと u ∈ T に対し

ΘLn(τ, g; (u∗)eh, v0) =

(
1

2πi

)e

(De
δsig(L)⊗ρ

ΘLn(τ, g;h, v0))(u)

が成り立つ. ここで u∗(x) = tr(u txx) ∈ P (Mb+×n)である.

p ∈ P (Mb+×n, Vρ)に対し, Φp ∈ C∞(Mp2n(R), Vρ × C[Dn
L])を

Φp((M,ϕ)) = ϕ−sig(L)(M · iIn)ΘLn(M · iIn, g, (cτ + d)−1 · p, v0) ((M,ϕ) ∈ Mp2n(R))

で定義する. このとき, p ∈ P ρ(Mb+×n)ならば FΘLn (∗,g;p,v0)((M,ϕ)) = Φp((M,ϕ))であるこ
とに注意する.

Corollary 4.8. h ∈ H(Mb+×n, Vρ)とする. このとき u ∈ T , e ∈ Z≥0に対し, 次が成り立つ:

ι+(u)eΦh = Φ(u∗)eh. (4.5)

Proof. H(Mb+×n, Vρ) = H(Mb+×n) ⊗ Vρ であり, Vρ 成分は gの作用とは無関係であるため,

h ∈ H(Mb+×n)の場合に (4.5)が成り立つことを示せば十分である. まず,⊕
ρHρ(Mb+×n)⊗ Vρ

∼= H

∈ ∈

h⊗ v 7−→ ⟨h, v⟩ρ

は GLn(C)-moduleとしての同型を与える. ここで Vρは Vρの共役表現である. よって, 証明
は ⟨h, v⟩ρ (f ∈ Hρ(Mb+×n), v ∈ V ρ)の場合に帰着される. ここで, Proposition 4.7と Lemma

4.6 (i)より, h ∈ Hρ(Mb+×n)ならば

ι+(u)eΦh((M,ϕ)) = FDe

δsig(L)⊗ρ
ΘL(∗,g;h,v0)((Mϕ))

= ΘL(∗, g; (u∗)eh, v0)∥δsig(L)⊗ρ⊗τe(M,ϕ)(iIn)

= ϕ−sig(L)(M · iIn)ΘLn

(
M · iIn, g, (cτ + d)−1 · ((u∗)eh), v0

)
= Φ(u∗)eh((M,ϕ))

となるため, (4.5)が成り立つことが示される.

Corollary 4.9. 任意の p ∈ J ∗H(Mb+×n, Vρ)に対し, ui ∈ T , hi ∈ H(Mb+×n, Vρ), ei ∈ Z>0

が存在し,

Φp =
∑
i

ι+(ui)
eiΦhi

(4.6)

が成り立つ.

Proof. p = rh (r ∈ J ∗, h ∈ H(Mb+×n, Vρ))の場合に (4.6)を満たす {ui}i, {hi}i, {ei}iが存在
することを示せばよい. 前述のとおり, J ∗の任意の元は rij の多項式として与えられるため,

q ∈ P (T )が存在して,

r(x) = q( txx)

が成り立つ. ここで, 多項式環は一次式の冪で生成されるため, q =
∑

i(fi)
e
i を満たす, fi ∈

P 1(T ), ei ∈ Z>0が存在する. u∗の定義より, u∗i (x) = fi(
txx)を満たす ui ∈ T が存在し, 任意

の iに対し hi = hとおけば, {ui}, {hi}, {ei}は p = rhに対し (4.6)を満たす.
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Proof of Theorem 4.3. (4.2) より, 任意の f ∈ Sδsig(L)⊗ρ(D
n
L), p ∈ (J∗H(Mb+×n, Vρ))

∩P ρ(Mb+×n)に対し,

ϑLn(f ; p) = 0

が成り立つことを示せば十分である. Sp2n(Z)\Sp2n(R)の測度を適切に正規化すれば

ϑLn(f ; p)(g) =

∫
Sp2n(Z)\Hn

⟨f(τ), ρ(y)ΘLn(τ, g; p, v0)⟩ρ,L det y
sig(L)

2
dxdy

det yn+1

=

∫
Sp2n(Z)\Sp2n(R)

⟨Ff (g̃
′), FΘLn (∗,g;p,v0)(g̃

′)⟩ρ,Ldg̃′

となる. ここで, Corollary 4.9 より p に対して, {hi}, {ui}, {ei} が存在し (4.6) を満たす.

いま, f の cuspidality より, ⟨Ff ,
∑

i ι
+(ui)

eiΦhi
⟩ρ,L,

∑
i⟨ι−(ui)Ff , ι

+(ui)
ei−1Φhi

⟩ρ,L, ⟨Ff ,∑
i ι

+(ui)
ei−1Φhi

⟩ρ,Lは全て Sp2n(Z)\Sp2n(R)上の可積分関数である. そのため, Lemma 4.5

より上の積分は∫
Sp2n(Z)\Sp2n(R)

⟨Ff (g̃
′),
∑
i

ι+(ui)
eiΦhi

(g̃′)⟩ρ,Ldg̃′

=

∫
Sp2n(Z)\Sp2n(R)

∑
i

⟨ι−(ui)Ff (g̃
′), ι+(ui)

ei−1Φhi
(g̃′)⟩ρ,Ldg̃′

となる. ここで f は正則であるため, Lemma 4.6 (ii)より (4.10)が成り立つ.

Remark 4.3. 上の証明より, Theorem 4.3において f ∈ Sδsig(L)⊗ρ(D
n
L)がHn上の正則関数で

あることは本質的な条件であると言える. これは, 実素点上の theta correspondenceの下で
Mp2n(R)の正則離散系列表現がO(V )の導来関手加群に対応するという結果と整合するもの
である ([Li90]).
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