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千田 雅隆 (東京電機大学)

この論説では若槻聡氏との共同研究 [1]によって得られた, いくつかの楕円保型形式に伴う
L関数の二次捻りの中心値に関する結果を紹介する.

1 背景と主結果

1.1 楕円曲線の場合

Aを方程式 y2 = x3 + ax2 + bx+ c (a, b, c ∈ Z) により定義される有理数体上の楕円曲線と
する. ここでは簡単のため, この方程式は極小Weierstrassモデルを与えていると仮定する.

楕円曲線Aの導手をN とすると, Aの L関数は

L(A, s) =
∏
ℓ∤N

(1− aℓ(A)ℓ−s + ℓ1−2s)−1
∏
ℓ|N

(1− aℓ(A)ℓ
−s)−1

と定義される. このとき, Re(s) > 3/2となる s ∈ Cに対し, この無限積は収束する. ただし,

ℓ ∤ Nとなる素数 ℓに対しては aℓ(A) = 1+ℓ−#A(Fℓ)であり, ℓ | Nとなる素数 ℓに対してはA

が ℓで分裂乗法的還元を持つとき aℓ(A) = 1, 非分裂乗法的還元を持つとき aℓ(A) = −1, 加法
的還元を持つときは aℓ(A) = 0とする. 楕円曲線の L関数 L(A, s)は全複素平面上に正則に解
析接続され, Λ(A, s) = 2(2π)−sΓ(s)L(A, s)とおくと関数等式Λ(A, s) = ε(A)N1−sΛ(A, 2− s)

(ε(A) ∈ {±1}) を満たすことが知られている.

E = Q(
√
d)を判別式が dの二次体とするとき, 方程式 dy2 = x3 + ax2 + bx+ cによって定

まる楕円曲線 Adのことを Aの二次体 E による二次捻りという. Aの二次捻り Adの L関数
L(Ad, s)の関数等式における中心点 s = 1での零点の位数の振る舞いに関してGoldfeldは以
下のような予想を提唱した.

予想 1.1 (Goldfeld [4]).

lim
X→∞

#{E = Q(
√
d) | |d| < X, ords=1 L(Ad, s) = r}

#{E = Q(
√
d) | |d| < X}

=

1
2 r = 0または 1,

0 r ≧ 2.

Birchと Swinnerton-Dyerによる予想 (BSD予想) は L(A, s)の s = 1での零点の位数が楕
円曲線AのMordell-Weil群A(Q)の階数に等しいであろうという予想である. BSD予想の仮
定の下でGoldfeldの予想は

lim
X→∞

#{E = Q(
√
d) | |D| < X, rankAd(Q) = r}

#{E = Q(
√
d) | |d| < X}

=

1
2 r = 0または 1,

0 r ≧ 2

と言い換えることもできる. ここでは次のような問題を考えてみる.
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問題 1.2. ords=1 L(Ad, s) ≧ 2となる dはどのくらいあるか？|d|が素数となる場合は？

この問題に対して, 次のような予想がある.

予想 1.3 (Conrey-Keating-Rubinstein-Snaith [2]). ある c±A ≧ 0が存在して,

#{E = Q(
√
d) | |d| :素数, 0 < ±d < X, ε(Ad) = 1, L(Ad, 1) = 0} ∼

c±AX
3
4

(logX)
5
8

となる.

注意 1.4. (1) 関数等式により ε(Ad) = 1という仮定の下では L(Ad, 1) = 0ならば自動的に
ords=1 L(A,s) ≧ 2となる.

(2) c±A = 0となることもある. 例えば, Delaunay [3]により, A = X0(17)のとき c−A = 0と
なることが示されている. この結果の証明には志村対応の理論が使われている.

1.2 保型形式の場合

kを正の偶数とする. f =
∑∞

n=1 an(f)q
n ∈ Snew

k (Γ0(N))を正規化されたHecke固有形式と
し, χE をE = Q(

√
d)に対応する二次指標とする. このとき,

L(f ⊗ χE , s) =
∞∑
n=1

an(f)χE(n)

ns

とおくと L(f ⊗ χE , s)は C上に正則に解析接続され, s ↔ k − sという形の関数等式を持つ.

s = k/2での値は中心値と呼ばれる. Goldfeldの予想は保型形式の場合も成立すると期待され
ているが ords=k/2 L(f ⊗ χE , s) ≧ 2となるEの個数についての予想は異なる.

予想 1.5 (Conrey-Keating-Rubinstein-Snaith [2]). (1) k = 4, an(f) ∈ Zと仮定する. この
とき, ある c±f ≧ 0が存在して,

#{E = Q(
√
d) | |d| :素数, 0 < ±d < X, ε(f⊗χE) = 1, L(f⊗χE , 2) = 0} ∼

c±f X
1
4

(logX)
5
8

となる. ここで ε(f ⊗ χE)は L(f ⊗ χE , s)の関数等式の符号である.

(2) kを 6以上の偶数とする. このとき, ε(f ⊗χE) = 1かつL(f ⊗χE , k/2) = 0となるEは
有限個.

この予想に対し, 次のような結果を示すことができた.

定理 1.6 (千田-若槻 [1]). η(z)をDedekindのエータ関数とする.

(1) f(z) = η(z)2η(2z)2η(3z)2η(6z)2とおく (このとき, f ∈ Snew
4 (Γ0(6))となり, f は正規化

されたHecke固有形式になる) . もし, E = Q(
√
d)が d < 0, −dは素数で ε(f ⊗χE) = 1

という条件を満たすなら, L(f ⊗ χE , 2) ̸= 0となる.

(2) f(z) = η(z)8η(2z)8とおく (このとき, f ∈ Snew
8 (Γ0(2))となり, f は正規化されたHecke

固有形式になる) . もし, E = Q(
√
d)が d < 0, −dは素数で ε(f ⊗ χE) = 1という条件

を満たすなら, L(f ⊗ χE , 4) ̸= 0となる.
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注意 1.7. (1) 定理 1.6の (1)は Conrey-Keating-Rubinstein-Snaithによる予想 1.5 (1)が
c−f = 0として成立する例を与えている.

(2) 落合-若槻-横山 [5]により, 保型形式の重さがより大きな場合の例も知られている. lを
4 ≦ l ≦ 40を満たす偶数とし, k = 2l + 2とおく. このとき, 任意の正規化されたHecke

固有形式 f ∈ Snew
k (Γ0(2))に対し, 定理 1.6と同様のことが証明できる.

2 証明の概要

ここでは定理 1.6 (2)の証明について紹介する. (1)の証明はもう少し複雑にはなるが, 同様
の方針で示すことができる.

2.1 代数的保型形式

Dを判別式が 2の定符号四元数環とし, ODを極大整環とする. このとき, ODは次のように
与えられる：

OD = Z+ Zi+ Zj + Zw.

ここで i2 = j2 = −1, ij = −ji, w = 1+i+j+ij
2 とおいた. Q上の代数群GをQ-代数Rに対し,

G(R) = (D ⊗Q R)×/R×とおくことで定める.

Kv =

(OD ⊗ Zv)
×のG⊗Q Qvでの像 v < ∞,

G(R) v = ∞

とし, K =
∏

v Kv 及びKf =
∏

v<∞Kv とおく. このとき, G(A) = G(Q)K が成立する. ここ
で AはQのアデール環を表す. このような性質は一般の定符号四元数環Dとその Eichler整
環Oに対しては成り立たないので注意が必要であり, この場合の特殊事情といえる1. O×

D の
G(Q)での像を Γと書く. このとき Γ = G(Q) ∩K であり, Γは i, j, wのG(Q)での像により
生成され, #Γ = 12となる.

VD = {x ∈ D | Tr(x) = 0}とおき, VDの格子 L(OD)を

L(OD) = {x ∈ Z+ 2OD | Tr(x) = 0}

と定める. 今回考えている状況では,

L(OD) = Z(2i) + Z(2j) + Z(i+ j + ij)

であり, b1 = −i+ j + ij, b2 = i− j + ij, b3 = i+ j − ijはL(OD)の基底を与える. このとき,

同型 T : VD
≃−→ Q3を T (α1b1 +α2b2 +α3b3) = (α1, α2, α3)により定める. q : VD × VD → Q

を

q(x, y) =
1

2
{Nm(x+ y)−Nm(x)−Nm(y)}

により定め, Q = (q(bi, bj))1≦i,j≦3とおく. さらに (qi,j)1≦i,j≦3 = Q−1とおく. このとき,

Q =

 3 −1 −1

−1 3 −1

−1 −1 3

 , Q−1 =
1

4

2 1 1

1 2 1

1 1 2


1この性質のおかげで主定理を示すための様々な計算が楽になる.
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となる. SO(Q) = {g ∈ SL3 | gQtg = Q}とおき, F : G → SO(Q)を T (g−1xg) = T (x)F(g)

によって定める. 0以上の整数 lに対し, Wlを

Wl = {φ ∈ Q[x1, x2, x3] | φは次数 lの斉次多項式 }

と定め, Laplace作用素∆Q : Wl → Wl−2を

∆Q =
∑

1≦i,j≦3

qi,j
∂2

∂xi∂xj

によって定める. 今の場合は

∆Q =
1

2

{
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
+

∂2

∂x23
+

∂2

∂x1∂x2
+

∂2

∂x1∂x3
+

∂2

∂x2∂x3

}
となる. さらに, Hl = Ker∆Qとおく. このとき, dimQHl = 2l + 1となる.

GのHlへの作用を (g · φ)(x) = φ(xF(g)) (x = (x1, x2, x3), φ ∈ Wl, g ∈ G)により定める
とこれは∆Qの作用と可換なので, GのHlへの作用 ρlが定まる. ρlは既約である.

HΓ
l = {φ ∈ Hl | ρl(γ)φ = φ (∀γ ∈ Γ)} の元は代数的保型形式と呼ばれる. このとき Hecke

同変な同型 HΓ
l
∼= Snew

2l+2(Γ0(2))が存在する (Jacquet-Langlands対応) . 各 a ∈ VD に対し,

α = T (a) ∈ Q3とおく. このとき,

La : HΓ
l ⊗Q C → L2(G(Q)\G(A)/Kf )

を La(φ)(γg∞kf ) = φ(α · F(g−1
∞ )) (φ ∈ Hl, g∞ ∈ G(R), γ ∈ G(Q), kf ∈ Kf )により定める2.

α = T (a) ̸= (0, 0, 0)ならば Laは単射となる.

2.2 Waldspurgerの公式

E = Q(
√
d)を虚二次体とし, oEをEの整数環とする. 埋め込み ι : E ↪→ Dが ι(E)∩OD =

ι(oE)を満たすとき, ιは optimalであるという. optimalな埋め込み全体を Emb(oE ,OD)と
書く. Emb(oE ,OD) ̸= ∅と仮定し, Emb(oE ,OD)の元 ι0を一つ固定する. Emb(oE ,OD)には
E のイデアル類群 Cl(E)が作用する. この作用による ι0の軌道を {ι1, . . . , ιh} と書くことに
する. ここで h = #Cl(E)はEの類数を表す.

補題 2.1. 各 1 ≦ j ≦ hに対し, ある aj ∈ VD が存在して, Nm(aj) = −dおよび Zaj =

ιj(E) ∩ L(OD)を満たす.

optimalな埋め込み ι0を一つ固定したとき, ι0(E)のGでの像を考えることにより, Gのトー
ラス T が定まる. ϕ ∈ L2(G(Q)\G(A))に対し, ϕの ι0に関するトーラス周期 Pι0,E(ϕ)を

Pι0,E(ϕ) =

∫
T (Q)\T (A)

ϕ(t)dt

により定める. Hecke固有形式 f ∈ Snew
k (Γ0(2))を一つ固定し, f で生成される GL2(A)の保

型表現を π′とする. πを JL(π) = π′を満たすようなG(A)の保型表現とする. ただし, JLは
Jacquet-Langlands対応を表す. 次の定理はWaldspurger [6]の結果の特殊な場合である.

2Γ\G(R) ∼= G(Q)\G(A)/Kf という同一視を用いている.
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定理 2.2 (Waldspurger [6]). v ∈ {2,∞}に対し, εv(BC
E
Q(π

′)) = −1と仮定する. ここで, εv

は局所 root numberであり, BCE
Q(π

′)は π′ の E への base changeを表す. このとき, π上で
Pι0,E(ϕ) ̸≡ 0となることと L(BCE

Q(π
′), 12) ̸= 0となることは同値である.

L(BCE
Q(π

′), 12) = L(f, k2 )L(f ⊗χE ,
k
2 )であるから, L(f ⊗χE ,

k
2 ) ̸= 0であることをいうため

には, ある ϕ ∈ πに対し, Pι0,E(ϕ) ̸= 0となることを示せばよい. 具体的な ϕに対して Pι0,E(ϕ)

を計算するために次の結果を用いる.

命題 2.3. a0をNm(a0) = −d, Za0 = ι0(E)∩L(OD)となるようにとる. このとき, φ ∈ HΓ
l ⊗C

に対し,

Pι0,E(La0(φ)) = (explicit non-zero constant)×
h∑

j=1

φ ◦ T (aj)

が成り立つ.

2.3 Root numberの計算

pは素数で d = −pのとき, p ≡ 3 mod 8であることと v = 2, ∞に対し εv(BC
E
Q(π

′)) = −1

となることが同値である. 特に, このとき ε(BCE
Q(π

′)) =
∏

v εv(BC
E
Q(π

′)) = 1であり, さらに
Emb(oE ,OD) ̸= ∅であることも証明できる.

2.4 CM点での値と判別式の合同

l = 3のとき, つまり, k = 2l + 2 = 8のとき, HΓ
3 は 1次元のQ-ベクトル空間であり, 生成

元は
φ(x1, x2, x3) = x31 + x32 + x33 − x21x2 − x21x3 − x22x1 − x22x3 − x23x1 − x23x2

で与えられる. この φは Jacquet-Langlands対応の下で定理 1.6 (2)の f に対応する. 一方, 補
題 2.1で与えられる aj に対して, T (aj) = (αj1, αj2, αj3)とおくと,

Nm(aj) = 3α2
j1 + 3α2

j2 + 3α2
j3 − 2αj1αj2 − 2αj2αj3 − 2αj3αj1

となることが確認できる. この式をmod 4で考えるとNm(aj) ≡ −(αj1 + αj2 + αj3)
2 mod 4

となっていることがわかる. 一方, 補題 2.1よりNm(aj) = −dであるから (αj1+αj2+αj3)
2 ≡

d mod 4が得られる. よって, d ≡ 1 mod 4なら αj1 + αj2 + αj3 ≡ ±1 mod 4であることがわ
かる. いま, φ(x1, x2, x3) ≡ (x1 + x2 + x3)

3 mod 4なので

φ ◦ T (aj) = φ(αj1, αj2, αj3) ≡ (αj1 + αj2 + αj3)
3 ≡ ±1 mod 4

がわかる. 特に φ ◦ T (aj) ≡ 1 mod 2であるから,
∑h

j=1 φ ◦ T (aj) ≡
∑h

j=1 1 ≡ h mod 2とな
る. ここで, pを素数とし, E = Q(

√
d), d = −p, p ≡ 3 mod 8と仮定すると d ≡ 1 mod 4で

あり, Gaussの種の理論より hは奇数であるから,
∑h

j=1 φ ◦ T (aj) ≡ 1 ̸≡ 0 mod 2がわかる.

よって命題 2.3より, Pι0,E(La0(φ)) ̸= 0がわかるので, 2.3節の root numberの計算と定理 2.2

により L(f, 4)L(f ⊗ χE , 4) ̸= 0となる. とくに L(f ⊗ χE , 4) ̸= 0であるから定理 1.6 (2)が得
られた.

以上の議論をみればわかるように, 証明の鍵となるのは代数的保型形式の CM点 {aj}での
値と虚二次体の判別式の合同である. 他の例も計算してみると, このような合同関係が常に存
在するわけではないようであり, このような合同がいつ存在するのかを考えてみるのは非常に
興味深い問題のように思われる.
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注意 2.4. 同様の合同関係が以下の場合にも見つかっている.

(i) Dの判別式が 2で Eichler整環Oのレベルが 3, l = 1の場合. この場合はmod 6の合同
が成立する.

(ii) Dの判別式が 3で Eichler整環Oのレベルが 2, l = 1の場合. この場合はmod 6の合同
が成立する.

(iii) Dの判別式が 2で Eichler整環Oのレベルが 3, l = 2の場合. この場合はmod 4の合同
が成立する.

(iv) Dの判別式が 3で Eichler整環Oのレベルが 1, l = 2の場合. この場合はmod 6の合同
が成立する.

(v) Dの判別式が 2で Eichler整環Oのレベルが 5, l = 1の場合. この場合はmod 10の合
同が成立する.

(i)と (ii)の場合の計算を用いることで定理 1.6の (1)が得られる. また, (iii)–(v)の結果を用
いることで定理 1.6の類似の結果を部分的に示すことができる. さらに, 上記の例では全て
G(A) = G(Q)K が成立している.
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