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1 はじめに

本稿は第 16回福岡数論研究集会における筆者の講演の概説である. 講演ではマルコフ方程
式の紹介とその一般化である k-GM方程式, その正整数解に現れる正整数であるマルコフ数・
k-GM数の導入から始め, これらの正整数がもつツリー構造を説明した後に, このツリー構造を
保つような「SL(2,Z)行列化」を導入した. そして, この行列化を使ったマルコフ数や k-GM

数の組み合わせ論的な解釈を紹介した. 本稿では講演内容の詳細を記す.

2 本稿の概要

本稿におけるメインテーマは k一般化マルコフ数と呼ばれる整数である. 長いので, これ以
降略して k-GM数1と呼ぶ. ただし, kは非負整数である. この整数は, k一般化マルコフ方程
式 (こちらもこれ以降 k-GM方程式と呼ぶ)と呼ばれる方程式

x2 + y2 + z2 + k(yz + zx+ xy) = (3 + 3k)xyz

の正整数解 (k一般化マルコフトリプル, k-GMトリプル)に現れる整数のことである. 例えば
k = 1の場合, 1-GM方程式

x2 + y2 + z2 + yz + zx+ xy = 6xyz

の正整数解として (1, 3, 13)がとれるので, 1, 3, 13は 1-GM数である. 特に k = 0の場合の方
程式

x2 + y2 + z2 = 3xyz

とその正整数解, そしてそれに現れる数はマルコフ方程式/マルコフトリプル/マルコフ数と呼
ばれ, ディオファントス近似理論に端を発して 1880年ごろにAndrei Markovの論文 [8, 9]に
よって導入されてから今もなお盛んに研究されている. k-GM数はそれから約 150年後の 2022

年, [6]によってマルコフ方程式の理論をより包括的に理解することを目的として導入された.

後述するように, マルコフトリプル (あるいは k-GMトリプル)は一種の組み合わせ構造を
持っており, 特にこの構造を通してマルコフ数は, 整数論に限らず, 数学上のさまざまな分野
に現れる重要な整数となっている. しかし, 実はマルコフ数 (あるいは k-GM数)のみで構成さ
れている「骨だけの」ツリー構造の状態でこれ以上の応用を考えるのは結構難しいと筆者は
考えている. ある分野に別の分野の概念を持ち込もうとする際には, その概念自体が数学的に

1k-GM数は私 (行田)と共同研究者の松下浩大さんによって導入された概念であるが,「GM」は我々の頭文字
ではなく「Generalized Markov」の頭文字である.
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応用が利きやすい形で記述できている (例えばそれ自身が群の構造をもっている, 多様体の構
造を持っているなど)ことが望ましいが, k-GMトリプルからなる組み合わせ構造は, 一見する
とそのような良い構造があまり見えないように思えるからである.

これを打破する方法は既にいくつか知られているが, 論文 [5, 4]では k-GM数に情報を付け
足して組み合わせ構造を扱いやすい形にすることを考えている. 具体的には, k-GM数を考え
る代わりに, k-GM数を (1, 2)成分にもつ SL(2,Z)の元を考えてこれらが与える組み合わせ構
造を観察している. 本稿ではこの増強化された k-GM数として扱われる SL(2,Z)の元の導入
と, [4]で紹介されている k-GM数の組み合わせ論的な解釈について見ていきたい.

3 k-GM数のツリー構造

k-GM数の SL(2,Z)行列化を考える前に, k-GM数が持つ「骨だけの」組み合わせ構造を見
ておくことにする. まず, 次のようなツリー構造を定義する.

定義 3.1 (k-GMツリー). 次のルールで帰納的に定まる二分木MT(k)を考え, これを k-GM

ツリーと呼ぶ.

• 最初の頂点は (1, k + 2, 1),

• 各 (a, b, c)は以下のような 2つの子を持つ.

(a, b, c) (
b,
b2 + kbc+ c2

a
, c

)
.

(
a,
a2 + kab+ b2

c
, b

) RRRlll

するとこのツリーについて次が成り立つ.

定理 3.2 ([6, Theorem 1]). k-GMツリーMT(k)について, 次のことが成り立つ.

(1) 全ての頂点は第 2成分が真に最も大きい k-GMトリプルである.

(2) 第 2成分が真に最も大きい k-GMトリプルは全て k-GMツリーに含まれる. さらに, そ
れらの解 (順番違いは区別する)は, このツリーにそれぞれちょうど 1個ずつ含まれる.

以下は k = 0, 1の場合のツリーである. 紙面の都合により, 横に倒した形で表示している.

(1, 2, 1)

(2, 5, 1)

(1, 5, 2)

(5, 13, 1)

(2, 29, 5)

(5, 29, 2)

(1, 13, 5)

(13, 34, 1) . . .

(5, 194, 13) . . .

(29, 433, 5) . . .

(2, 169, 29) . . .

(29, 169, 2) . . .

(5, 433, 29) . . .

(13, 194, 5) . . .

(1, 34, 13) . . .

sssssssssss
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[[[[[[[[[
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(1, 3, 1)

(3, 13, 1)

(1, 13, 3)

(13, 61, 1)

(3, 217, 13)

(13, 217, 3)

(1, 61, 13)

(61, 291, 1) . . .

(13, 4683, 61) . . .

(217, 16693, 13) . . .

(3, 3673, 217) . . .

(217, 3673, 3) . . .

(13, 16693, 217) . . .

(61, 4683, 13) . . .

(1, 291, 61) . . .

sssssssssss
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KK
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注 3.3. 最初の頂点とその 2つの子の対称性により, (a, b, c)がツリー上にあるとき順番違いの
(c, b, a)もツリー上に存在し, この 2つの頂点はツリーの中央を挟んで対称的な位置にあるこ
とがわかる.

さて, 上記のツリーでは第 2成分が最も大きい k-GMトリプルが全て出現するようなツリー
であるが, 第 1成分や第 3成分が最も大きい k-GMトリプルが出現するツリーも存在する.

定義 3.4 (逆 k-GMツリー). 次のルールで帰納的に定まる二分木MT†(k)を考え, これを逆
k-GMツリーと呼ぶ.

• 最初の頂点は (1, 1, 1),

• 各 (a, b, c)は以下のような 2つの子を持つ.

(a, b, c)(
a2 + kbc+ c2

b
, a, c

)
.

(
a, c,

a2 + kac+ c2

b

) RRRlll

このツリーの世代ルールは k-GMツリーの世代ルールを下から上に辿る変換と一致してお
り, これが逆 k-GMツリーの名前の由来である. このとき, 次の定理が成り立つ.

定理 3.5 ([4, Proposition 3.7]). 逆 k-GMツリーMT†(k)について, 次のことが成り立つ.

(1) 全ての頂点は第 1成分か第 3成分が最も大きい (真に大きいとは限らない) k-GMトリプ
ルである.

(2) 第 1成分か第 3成分が最も大きい k-GMトリプルは全て逆 k-GMツリーに含まれる. さ
らに, それらの解 (順番違いは区別する)は, それぞれちょうど 1個ずつ含まれる.
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k = 0, 1の場合は次のようになる.

(1, 1, 1)

(2, 1, 1)

(1, 1, 2)

(5, 2, 1)

(2, 1, 5)

(5, 1, 2)

(1, 2, 5)

(13, 5, 1) . . .

(5, 1, 13) . . .

(29, 2, 5) . . .

(2, 5, 29) . . .

(29, 5, 2) . . .

(5, 2, 29) . . .

(13, 1, 5) . . .

(1, 5, 13) . . .
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(1, 1, 1)

(3, 1, 1)

(1, 1, 3)

(13, 3, 1)

(3, 1, 13)

(13, 1, 3)

(1, 3, 13)

(61, 13, 1) . . .

(13, 1, 61) . . .

(217, 3, 13) . . .

(3, 13, 217) . . .

(217, 13, 3) . . .

(13, 3, 217) . . .

(61, 1, 13) . . .

(1, 13, 61) . . .

sssssssssss
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k-GMツリーと逆 k-GMツリーの間には, 次のような関係がある.

命題 3.6 ([4, Proposition 3.5]). 対応 µ : (a, b, c) 7→
(
a,
a2 + kac+ c2

b
, c

)
は MT(k) から

MT†(k)への標準的なツリー同型を与える.

ただし, ここでの「標準的なツリー同型」とは,「ツリー同士の同型であって, 左の子を与え
る操作と右の子を与える操作を保つようなもの」のことを指す (これ以降も同じ意味で使用す
る). つまり, 上記の定理はMT(k)のある頂点の第 2成分を入れ替えて別の k-GMトリプルに
すると, それはMT†(k)の同じ位置にある頂点の k-GMトリプルであることを意味している.

µは 2回作用させると元に戻る対応なので, MT†(k)からMT(k)への標準的なツリー同型も与
えることに注意されたい.

4 k-GM数の2種類のSL(2,Z)行列化
上記のMT(k)とMT†(k)の構造を増強化するために, k-GM数を (1, 2)成分に持つ 2× 2行

列を考える. その方法は 2通りあるので, 順番に紹介する.
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4.1 一般化コーン行列

まずは一般化コーン行列と呼ばれる SL(2,Z)行列化を紹介する. この概念は [5]において導
入されている.

定義 4.1 (k一般化コーン行列). k ∈ Z≥0とする. 2× 2行列 P =

[
p11 p12

p21 p22

]
は, 次の条件を

全て満たすとき k一般化コーン行列 (以下省略して k-GC行列)という:

(i) P ∈ SL(2,Z),

(ii) p12は k-GM数,

(iii) tr(P ) = (3 + 3k)p12 − k.

k-GM数が特定の 3つが集まると k-GMトリプルを構成することの類似として, 特定の 3つ
を集めたものとして k一般化コーントリプルを導入する.

定義 4.2 (k一般化コーントリプル). k ∈ Z≥0とする. 2 × 2行列の 3つ組 (P,Q,R)は, 次の
条件を全て満たすとき k一般化コーントリプル (以下省略して k-GCトリプル)という:

(i) P,Q,Rは k-GC行列,

(ii) (p12, q12, r12)は k-GMトリプル,

(iii) Q = PR− Skを満たす. ただし Sk =

[
k 0

3k2 + 3k k

]
である.

これらの定義を眺めてみると, k-GC行列と k-GCトリプルの条件 (iii)の特異性が目につく
が, この条件の由来については後で説明する.

さて, 定義からはその存在性が明らかではない. まず自明解 (1, 1, 1)の最初の頂点に対応す
る k-GCトリプルを考える.

命題 4.3 ([5, Proposition 3.4]). k ∈ Z≥0とする. (p12, q12, r12) = (1, 1, 1)であるような k-GC

トリプル (P,Q,R)は, 次で与えられるもので全てである:

P = P1;ℓ :=

[
ℓ 1

−ℓ2 + 2kℓ+ 3ℓ− 1 −ℓ+ 2k + 3

]
,

Q = Q1;ℓ :=

[
k + ℓ+ 1 1

k2 − ℓ2 + 3k + ℓ+ 1 k − ℓ+ 2

]
,

R = R1;ℓ :=

[
2k + ℓ+ 2 1

−ℓ2 − 2kℓ+ 2k − ℓ+ 1 −ℓ+ 1

]
.

ただし, ℓは任意の整数とする.

この命題の証明はほとんど straightforwardである. P の (1, 1)成分を ℓと決めると, P,Q,R

が SL(2,Z)に入っていること, トレースの条件, Q = PR− Skであることから (P,Q,R)を決
定することができる. 次に (1, 1, 1)以外の場合を考えるために, 次のツリーを導入する.

定義 4.4 (k-GCツリー). 次のルールで帰納的に定まる二分木GCT(k, ℓ)を考える.
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• 最初の頂点は (Pℓ, Qℓ, Rℓ) := (P1;ℓ, P1;ℓQ1;ℓ − Sk, Q1;ℓ)

• 各 (P,Q,R)は以下のような 2つの子を持つ.

(P,Q,R)

(P, PQ− Sk, Q) (Q,QR− Sk, R)
ooo

ooo OOO
OOO

最初の頂点は, (1, 1, 1)に対応する k-GCトリプル (P1;ℓ, Q1;ℓ, R1;ℓ)の, 上記の世代ルールに
おける左の子になっている. MT(k)の最初の頂点は (1, 1, 1)ではなく (1, k+2, 1)であるから,

これはそこに合わせるための操作である. 右の子ではなく左の子で与えている理由は, ℓをP1;ℓ

の (1, 1)成分で与えているので, 最初の頂点にもその情報を残しておくという点にある. この
とき, 次の定理が成り立つ.

定理 4.5 ([5, Theorem 1.10]). k-GCツリーGCT(k, ℓ)について, 次が成り立つ.

(1) 全ての頂点は k-GCトリプルである.

(2) (P,Q,R)とその 2つの子 (P, PQ− Sk, Q), (Q,QR − Sk, R)の各行列をその (1, 2)成分
で置き換えると,

(p12, q12, r12)

(
q12,

q212 + kq12r12 + r212
p12

, r12

)
.

(
p12,

p212 + kp12q12 + q212
r12

, q12

) OOO
OOO

OO

ooo
ooo

oo

となり, これは k-GMツリーの世代ルールに一致する.

k-GCツリーの世代ルールは k-GCトリプルの (iii)の条件を保つよう意図されたものなの
で, 各頂点が k-GCトリプルの定義の (iii)を満たすことは明らかだが, (i)と (ii)の条件まで保
たれるのは非自明である. また, 各行列の (1, 2)成分は ℓに依存しないことに注意されたい. こ
れにより, 次の系が成り立つ.

系 4.6. 任意の ℓ ∈ Zをとる. k-GCツリー GCT(k, ℓ)の頂点に含まれる各行列に対しその
(1, 2)成分をとる対応は, GCT(k, ℓ)と k-GMツリーMT(k)の間の標準的なツリー同型を与え
る. 特に, 任意の k-GMトリプル (a, b, c)であって b > max{a, c}となるようなものに対して,

(a, b, c)をそれぞれの (1, 2)成分にもつような k-GCトリプルが存在する.

k = 0の場合の具体例を以下にあげる. ℓはここでは 0とする.

([
0 1
−1 3

]
,

[
1 2
2 5

]
,

[
1 1
1 2

])
([

0 1
−1 3

]
,

[
2 5
5 13

]
,

[
1 2
2 5

])

([
1 2
2 5

]
,

[
3 5
7 12

]
,

[
1 1
1 2

])

([
2 5
5 13

]
,

[
12 29
31 75

]
,

[
1 2
2 5

])
([

0 1
−1 3

]
,

[
5 13
13 34

]
,

[
2 5
5 13

])

([
3 5
7 12

]
,

[
8 13
19 31

]
,

[
1 1
1 2

])
([

1 2
2 5

]
,

[
17 29
41 70

]
,

[
3 5
7 12

])

SSSS
SSSS

S

kkkkkkkkk

ccccccc

[[[[[[

cccccccc

[[[[[[[[
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k = 1, ℓ = −1のときは以下のようになる.

([
−1 1
−7 6

]
,

[
1 3
5 16

]
,

[
1 1
3 4

])
([

−1 1
−7 6

]
,

[
3 13
17 74

]
,

[
1 3
5 16

])

([
1 3
5 16

]
,

[
9 13
47 68

]
,

[
1 1
3 4

])

([
−1 1
−7 6

]
,

[
13 61
75 352

]
,

[
3 13
17 74

])
([

3 13
17 74

]
,

[
67 217
381 1234

]
,

[
1 3
5 16

])
([

1 3
5 16

]
,

[
149 217
791 1152

]
,

[
9 13
47 68

])
([

9 13
47 68

]
,

[
47 61
245 318

]
,

[
1 1
3 4

])

QQQ
QQQ

QQ

mmmmmmmm

[[[[[

ccccc

[[[[[

cccccc

各行列の (1, 2)成分を抜き出すと, 先の例で与えた k-GMツリーが与えられることがわかる.

なお, (P,Q,R)は成分の順番を入れ替えて (R,Q, P )などにすると k-GCトリプルにはなら
ないことに注意が必要である.

注 4.7. GCT(k, ℓ)を定める際に, 最初の頂点として (P1;ℓ, Q1;ℓ, R1;ℓ)の左の子 (P1;ℓ, P1;ℓQ1;ℓ−
Sk, Q1;ℓ)をとったが,右の子 (Q1;ℓ, Q1;ℓR1;ℓ−Sk, R1;ℓ)を取った場合は違う頂点が出てくるので,

k-GC行列を頂点に持つツリーのバリエーションはGCT(k, ℓ)以外にもまだあるのではと思われ
るかもしれない. しかし実際はそうではなく, GCT(k, ℓ)で全てである. 実際, (P1;ℓ, Q1;ℓ, R1;ℓ)

の右の子は (P1;k+ℓ+1, Q1;k+ℓ+1, R1;k+ℓ+1)の左の子に一致し, さらに左の子全体の集合

{(P1;ℓ, P1;ℓQ1;ℓ − Sk, Q1;ℓ) | ℓ ∈ Z}

は (1, k+2, 1)に対応するすべての k-GCトリプルを与えるのである. したがって, k-GCトリ
プルを頂点に持つツリーを考えたい場合は, 最初の頂点として (P1;ℓ, Q1;ℓ, R1;ℓ)の左の子だけ
を考えれば十分であることがわかる.

k-GMツリーには, b > max{a, c}を満たすような k-GMトリプル (a, b, c)を任意にとったと
きに, このトリプルがツリーのどこか 1箇所に現れるという性質 (定理 3.2)があったが, k-GC

ツリーにも同じような性質がある.

命題 4.8 ([5, Corollary 3.15]). 任意の q12 > max{p12, r12} を満たすような k-GC トリプ
ル (P,Q,R)に対して, ある一意的な ℓ ∈ Zとある一意的な頂点 v ∈ GCT(k, ℓ)が存在して,

v = (P,Q,R)を満たす.

次に, 逆 k-GMツリーのコーン行列バージョンである逆 k-GCツリーを導入する.

定義 4.9 (逆 k-GCツリー). 次のルールで帰納的に定まる二分木GCT†(k, ℓ)を考える.

• 最初の頂点は (P1;ℓ, Q1;ℓ, R1;ℓ)

• 各 (P,Q,R)は以下のような 2つの子を持つ.

(P,Q,R)(
P,R, P−1(R+ Sk)

) (
(P + Sk)R

−1, P,R
)ooo

oo OOO
OO
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こちらの最初の頂点は (P1;ℓ, Q1;ℓ, R1;ℓ)で与えていて, このツリーの世代ルールはGCT(k, ℓ)
の世代ルールを下から上に辿る変換に一致している. このツリーについて, やはり次の定理が
成り立つ.

定理 4.10 ([4, Corollary 4.13]). 逆 k-GCツリーGCT†(k, ℓ)について, 次が成り立つ.

(1) 全ての頂点は k-GCトリプルである.

(2) (P,Q,R)とその 2つの子 (P,R, P−1(R+Sk)), ((P+Sk)R
−1, P,R)の各行列をその (1, 2)

成分で置き換えると,

(p12, q12, r12)

(
p212 + kp12r12 + r212

q12
, p12, r12

)(
p12, r12,

p212 + kp12r12 + r212
q12

) OOO
OOO

OO

ooo
ooo

oo

となり, これは逆 k-GMツリーの世代ルールに一致する.

次の系も k-GCツリーの場合と同様に成り立つ.

系 4.11. 任意の ℓ ∈ Zに対して, 逆 k-GCツリーGCT†(k, ℓ)の頂点に含まれる各行列をその
(1, 2)成分に置き換える操作は, GCT†(k, ℓ)と逆 k-GMツリーMT†(k)の間の標準的なツリー
同型を与える. 特に, 任意の k-GMトリプル (a, b, c)であって b ≤ max{a, c}となるようなも
のに対して, (a, b, c)をそれぞれの (1, 2)成分にもつような k-GCトリプルが存在する.

さらに, 次の命題も成り立つ.

命題 4.12 ([4, Corollary 4.14]). 任意の q12 ≤ max{p12, r12}を満たすような k-GCトリプ
ル (P,Q,R)に対して, ある一意的な ℓ ∈ Zとある一意的な頂点 v ∈ GCT†(k, ℓ)が存在して,

v = (P,Q,R)を満たす.

以上から, MT(k)やMT†(k)はより情報量が多いツリーであるGCT(k, ℓ)やGCT†(k, ℓ)の
一部として実現できることがわかる.

この節の最後に, 本家本元の k-GMツリー/逆 k-GMツリーが持たない (すなわち, (1, 2)成
分に制限した時に失われてしまう)性質を紹介しておくことにする.

定理 4.13 ([5, Corollary 3.16], [4, Corollary 5.32]). 任意に k ∈ Z≥0と ℓ ∈ Zをとる. このと
き, GCT(k, ℓ)の各頂点の第 2成分は全て異なる k-GC行列である. また, GCT†(k, ℓ)の各頂
点の第 2成分は全て異なる k-GC行列である.

定理 4.13の類似の主張は k-GMツリーや逆 k-GMツリーでは明らかに成り立たない. 実際,

第 2成分だけを抜き取ると, k-GMツリーも逆 k-GMツリーもちょうどツリーの中央を挟んで
鏡写しの関係になっていることがわかる. k-GMツリーはツリーの右半分または左半分のみを
考えれば第 2成分は重複していないように見えるが, これが本当に成り立つかどうかは今のと
ころ未解決である (マルコフ数, k-GM数の一意性予想).

ちなみにこの節の内容は k = 0の場合, すなわち古典的なマルコフ数の場合については 1955

年にHarvey Cohnが導入・証明している [2]. このケースではSkは零行列であるから (P,Q,R)

が 0-GCトリプル (コーントリプル)であるときはQ = PRという良い形をした条件になって
おり, これはクリストッフェル語などの組み合わせ論的なツールと非常に相性がいいことが知
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られている. 一方で k ̸= 0の場合 Sk は零行列ではなく, このとき Qは PR − Sk というあま
り良くない形をしており, k = 0の理論を素直に適用できない場合が多々ある. そこで次の節
では, kの値によって世代ルールが変化しない, もう一つの SL(2,Z)行列化を導入することに
する.

4.2 マルコフモノドロミー行列

ここでは, 一般化コーン行列とは別の SL(2,Z)行列化を導入する.

定義 4.14 (kマルコフモノドロミー行列). k ∈ Z≥0とする. 2 × 2行列 X =

[
x11 x12

x21 x22

]
は,

次の条件を全て満たすとき kマルコフモノドロミー行列 (あるいは単に k-MM行列)という:

(i) X ∈ SL(2,Z),

(ii) x12は k-GM数,

(iii) tr(X) = −k.

こちらも特定の 3つを集めたものを k-MMトリプルとする.

定義 4.15 (k-マルコフモノドロミートリプル). k ∈ Z≥0とする. 2× 2行列の 3つ組 (X,Y, Z)

は, 次の条件を全て満たすとき kマルコフモノドロミートリプル (あるいは単に k-MMトリ
プル)という:

(i) X,Y, Z は k-MM行列,

(ii) (x12, y12, z12)は k-GMトリプル,

(iii) XY Z = Tkを満たす. ただし Tk =

[
−1 0

3k + 3 −1

]
である.

定義が k-GC行列や k-GCトリプルとよく似ているものの, (iii)の条件が異なっている. し
かし, 実はこの定義でも k-GCトリプルと同じような性質が成り立つのである. まずは (1, 2)

成分が (1, 1, 1)であるような k-MMトリプルを決定する.

命題 4.16 ([4]). k ∈ Z≥0 とする. (x12, y12, z12) = (1, 1, 1)であるような k-MMトリプル
(X,Y, Z)は, 次で与えられるもので全てである:

X = X1;ℓ :=

[
ℓ 1

−ℓ2 − kℓ− 1 −k − ℓ

]
,

Y = Y1;ℓ :=

[
−k + ℓ− 1 1

−ℓ2 + kℓ+ 2ℓ− k − 2 −ℓ+ 1

]
,

Z = Z1;ℓ :=

[
−2k + ℓ− 2 1

−2k2 − ℓ2 + 3kℓ− 6k + 4ℓ− 5 k − ℓ+ 2

]
.

ただし, ℓは任意の整数とする.

一般化コーン行列と同様, X の (1, 1)成分を任意に指定するとそこから全ての値が定まる.

さらに, 次のツリーを考える.
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定義 4.17 (k-MMツリー). 次のルールで帰納的に定まる二分木MMT(k, ℓ)を考える.

• 最初の頂点は (Xℓ, Yℓ, Zℓ) := (X1;ℓ, Y1;ℓZ1;ℓY
−1
1;ℓ , Y1;ℓ)

• 各 (X,Y, Z)は以下のような 2つの子を持つ.

(X,Y, Z)(
X,Y ZY −1, Y

) (
Y, Y −1XY,Z

)ooo
oo OOO

OO

k-GCトリプルとのときとよく似てるものの, こちらは kの値によらず世代ルールが一定で
ある (k-GCツリーの世代ルールには行列 Sk を引くステップがあり, この Sk の成分は kに依
存している). そして, 次の定理が成り立つ.

定理 4.18 ([4, Corollary 5.8]). k-MMツリーMMT(k, ℓ)について, 次が成り立つ.

(1) 全ての頂点は k-MMトリプルである.

(2) (X,Y, Z)とその 2つの子
(
X,Y ZY −1, Y

)
,
(
Y, Y −1XY,Z

)
の各行列をその (1, 2)成分で

置き換えると,

(x12, y12, z12)

(
x12,

y212 + ky12z12 + z212
x12

, z12

)(
x12,

x212 + kx12y12 + y212
z12

, y12

) OOO
OOO

OO

ooo
ooo

oo

となり, これは k-GMツリーの世代ルールに一致する.

系 4.19. 任意の ℓ ∈ Zに対して, k-MMツリーMMT(k, ℓ)の頂点に含まれる各行列をその
(1, 2)成分に置き換える操作は, MMT(k, ℓ)と k-GMツリーMT(k)の間の標準的なツリー同
型を与える. 特に, 任意の k-GMトリプル (a, b, c)であって b > max{a, c}となるようなもの
に対して, (a, b, c)をそれぞれの (1, 2)成分にもつような k-MMトリプルが存在する.

k = 0, ℓ = 0の例は以下の通り.

([
0 1
−1 0

]
,

[
−1 2
−1 1

]
,

[
−1 1
−2 1

])
([

0 1
−1 0

]
,

[
−2 5
−1 2

]
,

[
−1 2
−1 1

])

([
−1 2
−1 1

]
,

[
−3 5
−2 3

]
,

[
−1 1
−2 1

])

([
−2 5
−1 2

]
,

[
−12 29
−5 12

]
,

[
−1 2
−1 1

])
([

0 1
−1 0

]
,

[
−5 13
−2 5

]
,

[
−2 5
−1 2

])

([
−3 5
−2 3

]
,

[
−8 13
−5 8

]
,

[
−1 1
−2 1

])
([

−1 2
−1 1

]
,

[
−17 29
−10 17

]
,

[
−3 5
−2 3

])

PPP
PPP

PP

nnnnnnnn

ccccccc

[[[[[[[

ccccccc

[[[[[[[
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k = 1, ℓ = 0のときは次のようになる.

([
0 1
−1 −1

]
,

[
−2 3
−1 1

]
,

[
−2 1
−3 1

])
([

0 1
−1 −1

]
,

[
−4 13
−1 3

]
,

[
−2 3
−1 1

])

([
−2 3
−1 1

]
,

[
−10 13
−7 9

]
,

[
−2 1
−3 1

])

([
0 1
−1 −1

]
,

[
−14 61
−3 13

]
,

[
−4 13
−1 3

])
([

−4 13
−1 3

]
,

[
−68 217
−21 67

]
,

[
−2 3
−1 1

])
([

−2 3
−1 1

]
,

[
−150 217
−103 149

]
,

[
−10 13
−7 9

])
([

−10 13
−7 9

]
,

[
−48 61
−37 47

]
,

[
−2 1
−3 1

])

LLL
LLL

L

rrrrrrr

[[[[[[

cccccc

[[[[[

cccccc

次の命題も k-GCの場合と同様に成り立つ.

命題 4.20 ([4, Proposition 5.9]). 任意の y12 > max{x12, z12}を満たすような k-MMトリプ
ル (X,Y, Z)に対して, ある一意的な ℓ ∈ Zとある一意的な頂点 v ∈ MMT(k, ℓ)が存在して,

v = (X,Y, Z)を満たす.

逆バージョンも k-GCの場合と同様に存在し, その性質も全てパラレルである.

定義 4.21 (逆 k-MMツリー). 次のルールで帰納的に定まる二分木MMT†(k, ℓ)を考える.

• 最初の頂点は (X1;ℓ, Y1;ℓ, Z1;ℓ)

• 各 (X,Y, Z)は以下のような 2つの子を持つ.

(X,Y, Z)(
X,Z,Z−1Y Z

) (
XYX−1, X, Z

)ooo
oo OOO

OO

定理 4.22 ([4, Corollary 5.16]). 逆 k-MMツリーMMT†(k, ℓ)について, 次が成り立つ.

(1) 全ての頂点は k-MMトリプルである.

(2) (X,Y, Z)とその 2つの子
(
X,Z,Z−1Y Z

)
,
(
XYX−1, X, Z

)
の各行列をその (1, 2)成分

で置き換えると,

(x12, y12, z12)

(
x12, z12,

x212 + kx12z12 + z212
y12

) (
x212 + kx12z12 + z212

y12
, x12, z12

)ooo
ooo

oo

OOO
OOO

OO

となり, これは逆 k-GMツリーの世代ルールに一致する.

系 4.23. 任意の ℓ ∈ Zに対して, k-MMツリーMMT†(k, ℓ)の頂点に含まれる各行列をその
(1, 2)成分に置き換える操作は, MMT†(k, ℓ)と k-GMツリーMT†(k)の間の標準的なツリー同
型を与える. 特に, 任意の k-GMトリプル (a, b, c)であって b ≤ max{a, c}となるようなもの
に対して, (a, b, c)をそれぞれの (1, 2)成分にもつような k-MMトリプルが存在する.
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命題 4.24 ([4, Proposition 5.17]). 任意の y12 ≤ max{x12, z12}を満たすような k-MMトリプ
ル (X,Y, Z)に対して, ある一意的な ℓ ∈ Zとある一意的な頂点 v ∈ MMT†(k, ℓ)が存在して,

v = (X,Y, Z)を満たす.

以上のように, MT(k)やMT†(k)はMMT(k, ℓ)やMMT†(k, ℓ)でも増強化できることがわ
かる.

k-GCの方で成り立っていた第 2成分の一意性も成立する.

定理 4.25 ([4, Corollaries 5.10, 5.34]). 任意に k ∈ Z≥0と ℓ ∈ Zをとる. このとき, MMT(k, ℓ)
の各頂点の第 2成分は全て異なる k-MM行列である. また, MMT†(k, ℓ)の各頂点の第 2成分
は全て異なる k-MM行列である.

5 k-GC行列と k-MM行列の関係性

前節で k-GM数の 2種類の SL(2,Z)行列化である一般化コーン行列とマルコフモノドロ
ミー行列を導入して, これらが非常によく似た性質を持つことを紹介した. ここまで類似して
いるからには, やはりこの 2つの行列の間には何か良い関係性があるのではないかと考えるの
が自然である. この節ではそれを紹介していくことにする. [4]では, 2種類の関係性を発見し
ている.

5.1 2つのツリー同型Ψ,Φ

2× 2行列上の次の写像 ψ : M(2,Z) →M(2,Z)を考える (行列は 2× 2の整数成分行列であ
ればよく, k-GC行列や k-MM行列である必要はない):

ψ :

[
m11 m12

m21 m22

]
7→

[
−m11 +m12k − k m12

m21 − (k + 3)m11 + k(2k + 3)(m12 − 1) −m22 + (2k + 3)m12 − k

]
.

この写像は全単射写像である. 実際, 逆写像が次の形で与えられる:

ψ−1 :

[
m11 m12

m21 m22

]
7→

[
−m11 +m12k − k m12

m21 − (k + 3)m11 − k2(m12 − 1) −m22 + (2k + 3)m12 − k

]
.

この写像について, 次の定理が成り立つ.

定理 5.1 ([4, Proposition 5.3]). ψは k-MM行列全体から k-GC行列全体への全単射を与える.

さらに, Ψ: M(2,Z)3 →M(2,Z)3をΨ(X,Y, Z) = (ψ(X), ψ(Y ), ψ(Z))で定義すると, 次の
定理が成り立つ.

定理 5.2 ([4, Theorem 5.6]). 次の性質が成り立つ.

(1) Ψは k-MMトリプル全体から k-GCトリプル全体への全単射を与える.

(2) さらに, Ψは標準的なツリー同型MMT(k, ℓ) ≃ GCT(k,−ℓ), MMT†(k, ℓ) ≃ GCT†(k,−ℓ)
を誘導する.
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(2)はMMT(k, ℓ)の世代ルールと GCT(k,−ℓ)の世代ルールが Ψで保たれることを意味す
る. MMT†(k, ℓ)とGCT†(k,−ℓ)も同様. すなわち, 図式

(X,Y, Z) �
Ψ //

_

��

(P,Q,R)
_

��
(X,Y ZY −1, Y ) �

Ψ
// (P, PQ− Sk, Q)

(X,Y, Z) �
Ψ //

_

��

(P,Q,R)
_

��
(Y, Y −1XY,Z) �

Ψ
// (Q,QR− Sk, R)

が可換であるということを主張している. ただし, ℓは符号が反転して−ℓになっていることに
注意されたい.

論文 [4] で発見された 2 種類のうちもう 1 種類を, 次で導入する. 次で与えられる写像
Φ: GL(2,Z)3 → GL(2,Z)3を考える:

Φ(X,Y, Z) = (−(Y Z)−1,−(XZ)−1,−(XY )−1).

この写像はΨと違い, 定義から直ちにその逆写像を特定することは難しい (そもそも全単射写
像かどうかもよくわからない). しかし, 実は次の定理が成立する.

定理 5.3 ([4, Corollary 5.26]). 次の性質が成り立つ.

(1) Φは k-MMトリプル全体から k-GCトリプル全体への全単射を与える.

(2) さらに, Φは標準的なツリー同型MMT(k, ℓ) ≃ GCT†(k, ℓ), MMT†(k, ℓ) ≃ GCT(k, ℓ)を
誘導する.

(2)は, MMT(k, ℓ)の世代ルールとGCT†(k,−ℓ)の世代ルールがΦで保たれることを意味し
ている. MMT†(k, ℓ)とGCT(k,−ℓ)も然り. すなわち, 図式

(X,Y, Z) �
Φ //

_

��

(P,Q,R)
_

��
(X,Y ZY −1, Y ) �

Φ
// (P,R, P−1(R+ Sk))

(X,Y, Z) �
Φ //

_

��

(P,Q,R)
_

��
(Y, Y −1XY,Z) �

Φ
// ((P + Sk)R

−1, P,R)

が可換であるということを主張している.

Ψとの違いは, 標準的なツリー同型が順方向のツリーから逆方向のツリーへのものであると
いう点, そして ℓが保存されるという点である. こちらはΨと違って, 行列同士の 1対 1の対
応があるわけではない.

5.2 写像Φにまつわる背景

この節では写像Φにまつわる背景について説明する. これは, k-GC行列の定義における, 一
見すると不思議な条件である (iii)と深く関わっている.

少し唐突に思えるが, 次の方程式を考える:

x2 + y2 + z2 + (2k + k2)(x+ y + z) + 2k3 + 3k2 = xyz.

この方程式は第 2k一般化マルコフ方程式 (第 2k-GM方程式)と呼ぶ. 第 2という名前がつい
ている理由は次の命題にある.

19



命題 5.4 ([6, Proposition 2.4]). 次が成り立つ.

(1) (a, b, c)が k-GM方程式の実数解/有理数解であることと, ((3 + 3k)a − k, (3 + 3k)b −
k, (3 + 3k)c− k)が第 2k-GM方程式の実数解/有理数解であることは同値である.

(2) 特に (a, b, c)が k-GMトリプルであるとき, ((3 + 3k)a− k, (3 + 3k)b− k, (3 + 3k)c− k)

が第 2k-GM方程式の正整数解である.

主張 (2)について, k = 0のときは逆が成り立つことが知らいるが, 一般の kでは成り立たな
い. 例えば k = 4のとき, (9, 9, 22)は第 2k-GM方程式の正整数解だが, これに対応する k-GM

方程式の解は
(
13

15
,
13

15
,
26

15

)
で, 整数組ではないので明らかにこれは k-GMトリプルではない.

第 2k-GM方程式の正整数解で, 対応する k-GM方程式の解が k-GMトリプルであるようなも
のを誘導解と呼ぶ.

さて, この命題と k-GC行列の定義の

(iii) tr(P ) = (3 + 3k)p12 − k

を比較すると, (1, 2)成分の値とトレースの値の間の関係性が k-GMトリプルとそれに対応す
る誘導解の関係になっていることがわかる. したがって, k-GCトリプルの定義のうちの

(ii) (p12, q12, r12)は k-GMトリプル

は次のように書き換えることができる.

(ii)’ (tr(P ), tr(Q), tr(R))は第 2k-GM方程式の誘導解である.

したがって, k-GCトリプル (P,Q,R)に対して次の等式が成立していることがわかる:

tr(P )2 + tr(Q)2 + tr(R)2 + (2k + k2)(tr(P ) + tr(Q) + tr(R)) + 2k3 + 3k2

= tr(P )tr(Q)tr(R).

一方で, 全く別の文脈において, 次のような SL(2,C)の元の間の恒等式が知られていた.

命題 5.5 ([7, 10]). 任意の (X,Y, Z) ∈ SL(2,C)3に対して, x := −tr(Y Z), y := −tr(ZX), z :=

−tr(XY ), a := −tr(X), b := −tr(Y ), c := −tr(Z), d := −tr(XY Z)とすると,

x2 + y2 + z2 + (ad+ bc)x+ (bd+ ca)y + (cd+ ab)z + a2 + b2 + c2 + d2 + abcd− 4 = xyz

が成り立つ.

ここで, この恒等式と k-GCトリプルが満たす方程式を比較すると, 次のような条件を満た
す (X,Y, Z)があるのではないか？という疑問が浮かぶ.

(1) tr(P ) = −tr(Y Z), tr(Q) = −tr(ZX), tr(R) = −tr(XY ),

(2) tr(X) = tr(Y ) = tr(Z) = −k,

(3) tr(XY Z) = −2.

実際, この条件を SL(2,C)恒等式に代入すると, k-GC行列のトレースに関する方程式を得る.

実は, この条件を満たす行列 (X,Y, Z)というデザインのもとで定義されたのが k-MM行列と
k-MMトリプルである. k-MM行列の定義のうち
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(iii) tr(X) = −k

が上記の (2), k-MMトリプルの定義の条件

(iii) XY Z =

[
−1 0

3k + 3 −1

]

が (3) と噛み合うものであることがわかる. さらに P = (−Y Z)−1, Q = (−XZ)−1, R =

(−XY )−1 とすることで上記の条件 (1)(2)(3) を全て満たすようにできるが, (X,Y, Z) から
(P,Q,R)への, この対応が写像Φである. 論文 [4]では (P,Q,R)を k-MMトリプル (X,Y, Z)

を使って P = (−Y Z)−1, Q = (−XZ)−1, R = (−XY )−1と表す対応, すなわち Φ(の制限)の
逆写像のことをマルコフモノドロミー分解と呼んでいる. Φ−1が逆写像になることは, このマ
ルコフモノドロミー分解が常に存在し, かつ一意的であることを意味する.

5.3 ΨとΦの関係性

この節の最後に, 今まで与えた標準的なツリー同型Ψと Φの関係性について言及しておく
ことにする. 異なるツリーの間の同型を与えているので, 明らかにこの 2つの写像は同じもの
ではない. しかし, これらを合成すると興味深い観察を得ることができる.

定理 5.6 ([4, Theorems 5.31, 5.33]). (1) 写像 Φ ◦Ψ−1に対して, 次の図式は可換である.

GCT(k, ℓ) GCT†(k,−ℓ)

MT(k) MT†(k),

GCT(k, ℓ)

MT(k, ℓ)

Φ◦Ψ−1
//

�� µ //
��

Φ◦Ψ−1
//

µ //
��

(2) 写像Ψ−1 ◦ Φに対して, 次の図式は可換である.

MMT(k, ℓ) MMT†(k,−ℓ)

MT(k) MT†(k),

MMT(k, ℓ)

MT(k, ℓ)

Ψ−1◦Φ //

�� µ //
��

Ψ−1◦Φ //

µ //
��

ただし, µは命題 3.6で用いたものと同じ記号であり, 上の図式中で上から下への写像は行
列をその (1, 2)成分でき置き換える操作から定まる標準的なツリー同型であるとする.

この定理は, Φ ◦Ψ−1やΨ−1 ◦Φが 3節で導入した µを増強化したものであるということを
意味している. ここからさらに, 次の系たちを得る.

系 5.7. (Φ◦Ψ−1)2は k-GCトリプル全体からなる集合上の恒等式写像である. 同様に, (Ψ−1 ◦
Φ)2は k-MMトリプル全体からなる集合上の恒等式写像である.

系 5.8. Φ−1 = Ψ−1 ◦ Φ ◦Ψ−1が成立する. 特に, (P,Q,R)のマルコフモノドロミー分解は与
えられた (P,Q,R)の値を使ったアルゴリズムで計算できる.
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一見因数分解のような計算の困難さを持っているように見えるマルコフモノドロミー分解
であるが, Ψ−1とΦは対応が明示的な写像なので, 実はこれらを組み合わせて計算ができるこ
とがわかる.

注 5.9. 写像Ψの幾何学的あるいは代数的文脈における良い解釈は, 現在のところ見つかって
いない.

6 既約分数から k-GM数を構成するアルゴリズム

ここでは, 正の既約分数から k-GM数を計算するアルゴリズムを紹介する.

6.1 ファレイツリーと k-GM数の分数ラベリング

まず, k-GM数, k-GC行列を既約分数でラベリングすることを考える. まず, ファレイツ
リーと呼ばれる既約分数のツリーを導入する.

定義 6.1 (ファレイツリー). 次のルールで帰納的に定まる二分木 FTを考える.

• 最初の頂点は
(
0

1
,
1

1
,
1

0

)
,

• 各頂点
(
a

b
,
c

d
,
e

f

)
は以下のような 2つの子を持つ.

(
a

b
,
c

d
,
e

f

)
(
a

b
,
a+ c

b+ d
,
c

d

) (
c

d
,
c+ e

d+ f
,
e

f

)jjjjj TTTT

このツリーの最初の 15個の頂点は次のようになる.

(
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1
,
1

1
,
1

0

)
(
0

1
,
1

2
,
1

1

)

(
1

1
,
2

1
,
1

0

)

(
0

1
,
1

3
,
1

2

)
(
1

2
,
2

3
,
1

1

)
(
1

1
,
3

2
,
2

1

)
(
2

1
,
3

1
,
1

0

)

(
0

1
,
1

4
,
1

3

)
· · ·

(
1

3
,
2

5
,
1

2

)
· · ·

(
1

2
,
3

5
,
2

3

)
· · ·

(
2

3
,
3

4
,
1

1

)
· · ·

(
1

1
,
4

3
,
3

2

)
· · ·

(
3

2
,
5

3
,
2

1

)
· · ·

(
2

1
,
5

2
,
3

1

)
· · ·

(
3

1
,
4

1
,
1

0

)
· · ·
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このツリーについて, 次の定理が成り立つ.
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定理 6.2. 全ての正の既約分数に対して, その分数を第 2成分にもつ FTの頂点が一意的に存
在する.

定理 6.2の証明は, 例えば [1]の 3.2節を参照せよ. このファレイツリーは, 既約分数を効率
よく全列挙することができるツリーであるといえる. また, 世代ルールを見ると k-GMツリー
や k-GCツリー, k-MMツリーなどと同じで, 新しい値が第 2成分に入り, もともと第 2成分
だった値が右か左にずれていることがわかる. ここから, このツリーの成分と k-GMツリーや
k-GCツリーの成分を使って対応を作れる. これをもう少し見ていく.

MT(k)の頂点の各成分たちに, ファレイツリー FTの既約分数を使ってラベリングしてい
くことを考える. 例えば, MT(k)の最初の頂点は (1, k + 2, 1)なので, ここに FTの最初の頂

点
(
0

1
,
1

1
,
1

0

)
をつかってラベル付けする. k-GM数 1には既約分数 0/1と 1/0, k + 2には既

約分数 1/1, となる. ここで, ラベルと k-GM数は 1対 1の関係ではないことに注意されたい.

続いて, 各々の世代ルールを使って生まれてくる新しい k-GM数と新しい既約分数を順番に
対応させていく. MT(k)において最初の頂点の左の子は (1, 2k2 + 6k + 5, k + 2)であり, FT

の最初の頂点の左の子は
(
0

1
,
1

2
,
1

1

)
なので, 新しく出てきた 2k2 + 6k + 5に既約分数

1

2
をラ

ベリングする (既出の第 1成分, 第 3成分の k-GM数と既約分数の対応はすでにラベリング
したものになっている). この操作を続けていくことで, 任意の k-GM数に既約分数がラベリ
ングされる. 既約分数 tがラベリングされている k-GM数をmk,tと書くことにする. 例えば
mk,0/1 = 1,mk,1/1 = k + 2,mk,1/2 = 2k2 + 6k + 5である.

また, これと同じことをGCT(k, ℓ)でも行う. GCT(k, ℓ)の最初の頂点 (P,Q,R)はそれぞれ
P = P1;ℓ, Q = P1;ℓQ1;ℓ − Sk, R = Q1;ℓだったので, この 3つに分数 0/1, 1/1, 1/0をラベル付
けし, 以下世代ルールに従ってGCT(k, ℓ)に現れる全ての k-GC行列に既約分数を対応させて
いく. 既約分数 tがラベリングされているGCT(k, ℓ)の k-GC行列を Ct(k, ℓ)で表すことにす
る. kと ℓを一つ固定すると, これらの対応は k-GM数の場合とは異なり定理 4.13により (全)

単射である. さらに k-MM行列にも全く同様にして分数ラベリングを行う. MMT(k, ℓ)に対
して FTを使ってラベリングしたものを考えた時, tに対応する k-MM行列をMt(k, ℓ)で表す.

ここで, 定理 4.25から kと ℓを固定したとき t 7→Mt(k, ℓ)は単射である.

さて, この節では以下の問題を考える.

問題 6.3. Ct(k,−k), Mt(k, 0)の各成分を kと tの情報から計算せよ.

Ct(k, ℓ)の ℓとして−kを, Mt(k, ℓ)の ℓとして 0をとってきているのは, 天下り的ではある
がそう設定することによって行列の成分としてある意味で「良い」値が出現するからである.

また, 系 4.6や系 4.19から, Ct(k,−k)の (1, 2)成分やMt(k, 0)の (1, 2)成分はmk,tなので, こ
こから対応する k-GM数を計算することもできる.

さて, ここからは問題 6.3を解決するためのアルゴリズムを例を交えつつ説明する. 非負整
数 kと正の既約分数 t > 0をとり, 固定する. まず, 傾きが tの線分 Ltを x軸と y軸を固定し
た平面R2上にとる. ここで, この線分 Ltの端点はどちらも整数格子点上にあって, Ltはそれ
以外の整数格子点を通らないようなものとする. 整数格子点を頂点に持つ長さ 1の正方形で
あって Ltが通るものを全て取り出し, その全ての正方形の左上から右下にかけて対角線を引
く. ここまでで, 例えば t = 2/5のときは下図のような図形が描けている.
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図 1: t = 2/5のプレ蛇グラフ

この図形のことを, tのプレ蛇グラフという. 次に, このプレ蛇グラフの各パーツに次のルー
ルで符号 {+,−}を配置する. まず, 線分 Ltに左下から右上方向への向きを定めておく.

(1) プレ蛇グラフを分割する各直角三角形に対して.

[1] 次の条件を満たす直角三角形に−を配置する (図 2を参照).

1. 線分 Ltが左下の端点を共有している直角三角形.

2. Ltの進行方向の向かって左側が四角形に分割されるような直角三角形.

図 2: −を配置する三角形

[2] 次の条件を満たす直角三角形に+を配置する (図 3を参照).

1. 線分 Ltが右上の端点を共有している直角三角形.

2. Ltの進行方向の向かって右側が四角形に分割されるような直角三角形.

図 3: +を配置する三角形

(2) プレ蛇グラフの内部を通る垂直線, 水平線, 斜線について.

[1] Lt上か, Ltの進行方向の向かって左側に中点が存在する垂直線, 水平線, 斜線に−
を配置する (図 4を参照).

図 4: −を配置する線分

[2] Ltの進行方向の向かって右側に中点が存在する垂直線, 水平線, 斜線に+を配置す
る (図 5を参照).

図 5: +を配置する線分
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以上のルールに従って t = 2/5のプレ蛇グラフに符号を配置すると次のような図を得る.

図 6: 符号つきプレ蛇グラフ

この符号を, 線分 Lが左下から右上に向かって通る順番に並べる. ただし, 直角三角形上の
符号は 1回カウント, 線分上の符号は k回重複カウントする (k = 0のときはカウントしない).

たとえば, t = 2/5の例では

• k = 0のとき:−,−,+,−,+,+,−,−,+,−,+,+

• k = 1のとき:−,−,−,−,+,+,−,+,+,+,+,−,−,−,−,−,+,−,−,+,+,+,+

である. さらにこの符号の列をみて, 同じ符号が続いている数を順番に並べ, それを使って
正則連分数を構成する. t = 2/5の例では k = 0のとき [2, 1, 1, 2, 2, 1, 1, 2], k = 1のとき
[4, 2, 1, 4, 5, 1, 2, 4], k = 2のとき [6, 3, 1, 6, 8, 1, 3, 6], k = 3のとき [8, 4, 1, 8, 11, 1, 4, 8] となる.

ただし,

[a1, . . . , am] := a1 +
1

a2 +
1

. . . +

. . .

am−1 +
1

am

である. この手順で得られる連分数を F+(k, t)と書くことにする. 連分数 [a1, . . . , am]を既約
分数に直した時の分子をm(a1, . . . , am)と表すことにすると, この連分数を使って次のように
Ct(k,−k)とMt(k, 0)が記述される.

定理 6.4 ([4, Theorem 7.10]). F+(k, t) = [a1, . . . , am]とする. このとき,

Mt(k, 0) =

[
−m(a1, . . . , am−1) m(a1, . . . , am)
−m(a2, . . . , am−1) m(a2, . . . , am)

]
,

Ct(k,−k) =

[
m(a2, . . . , am) m(a1, . . . , am)

(3k + 3)m(a2, . . . , am)−m(a2, . . . , am−1) (3k + 3)m(a1, . . . , am)−m(a1, . . . , am−1)

]
が成立する. 特に, mk,t = m(a1, . . . , am)である.

実際に F+(k, 2/5) を計算してみると k = 0 のとき F+(0, 2/5) = [2, 1, 1, 2, 2, 1, 1, 2] =

194/75, k = 1のとき [4, 2, 1, 4, 5, 1, 2, 4] = 4683/1075, k = 2のとき [6, 3, 1, 6, 8, 1, 3, 6] =

37636/6013, k = 3のとき [8, 4, 1, 8, 11, 1, 4, 8] = 176405/21501で分子の値が k-GM数になっ
ているのが確認できる.

F+(k, t)分子は k-GM数であることがわかったが, 分母はどのような意味を持つ数だろうか.

それを説明するために, 特性数と呼ばれる数を導入する.
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定義 6.5 (特性数). (r, t, s) ∈ FTとする. このとき,

mk,rx ≡ mk,s mod mk,t

を満たす 0 < x < mk,tが一意的に存在する. この xを uk,tとかき, (k, t)の特性数という.

上記の定義は「xが一意的である」という非自明な主張を含んでいることに注意されたい
(この事実はmk,r,mk,t,mk,sが常に互いに素であることから従う). また, uk,tは定義から tだ
けでなく r, sにも依存しているように見えるが, (r, t, s)は tが決まれば一意的に決まってしま
うので実際は (kと)tのみに依存する.

実は次の定理により, Ct(k,−k)の (1, 1)成分の定理 6.4とは異なる表示が与えられる.

命題 6.6 ([5, Lemma 4.5]). Ct(k,−k)の (1, 1)成分は特性数 uk,tである.

これにより, 特性数 uk,tは F+(k, t) = (a1, . . . , am)としたときm(a2, . . . , am)で与えられる
値であることもわかる. さらに, m(a2, . . . , am)は F+(k, t)の分母であることがわかっており,

ここから次の定理が従う.

定理 6.7 ([4, Theorem 7.25]). F+(k, t) =
mk,t

uk,t
が成り立つ.

注 6.8. 本稿ではプレ蛇グラフのみを導入し, プレ蛇グラフから与えられる蛇グラフの導入を
省略した. 実は, mk,t は連分数 F+(k, t)の分子で与えられると同時に蛇グラフにおける完全
マッチングの個数でもあり, 論文 [4]ではこれを利用してこの節の諸定理を証明している.
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