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概 要

多重ゼータ値とは, Riemannゼータ関数の整数点における特殊値を多重級数へ拡張し
たものであり, その無理数性や超越性の解決は, 重要な課題の 1つである. また, いくつか
のインデックスに対する多重ゼータ値の母関数は, 超幾何関数の 1での特殊値を用いて表
すことができる. この母関数表示は, 多重ゼータ値の明示公式を導出する際に非常に重要
な役割を果たす場合が知られている. 本稿では, 多重ゼータ値の定義級数から自然に導入
される調和積を用いることにより, Gauss超幾何関数の特殊値の複数個の積が, 1つの一般
化された超幾何関数と等価であることを与える. また, その式を多重ゼータ値の母関数と
みなすことにより, 特定のインデックスに対する多重ゼータ値の明示公式を与える.

1 多重ゼータ値の明示公式と母関数, 超幾何関数

インデックス k = (k1, . . . , kr) ∈ Z>1 × Zr−1
>0 に対して, 多重ゼータ値 (Multiple zeta values,

以下MZV)とは多重級数

ζ(k) = ζ(k1, . . . , kr) :=
∑

m1>···>mr>0

1

mk1
1 · · ·mkr

r

によって定義される実数である. ただし, 空インデックス ∅に対しては, ζ(∅) := 1とする. こ
こで, dep(k) := rはMZVの深さ (depth), wt(k) := k1 + · · ·+ krはMZVの重さ (weight)と
呼ばれる重要な量である. 深さが 1のMZVは, Riemannゼータ関数の正の整数点での値であ
る. 特に重さが偶数のときは, 次の等式が成り立つ.

定理 1.1 (Euler, see [1]). 任意の自然数 k ≥ 1に対して, 以下の等式が成り立つ:

ζ(2k) = −1

2

B2k

(2k)!
(2π

√
−1)2k ∈ Qπ2k.

ただし, Bnは n番目のBernoulli数であり, 以下の母関数によって定義される:

∞∑
n=0

Bn
tn

n!
=

tet

et − 1
.

例を挙げると以下のようになる:

ζ(2) =
π2

6
, ζ(4) =

π4

90
, ζ(6) =

π6

945
, ζ(8) =

π8

9450
, · · · .

本稿では, 定理 1.1のように, MZVを円周率 πと定数 (特に有理数)の組み合わせで表した式
をMZVの明示公式と呼ぶことにする. この他にも, 深さが 2以上のMZVに関する明示公式
として, 次が知られている.
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命題 1.2 (known, see [1]). 自然数 n ≥ 0, k > 0に対して, 以下の等式が成り立つ:

ζ({2k}n) = C(k)
n

(2π
√
−1)2nk

(2nk)!
∈ Qπ2nk. (1.1)

ただし, C
(k)
n は漸化式

C
(k)
0 = 1, C(k)

n =
1

2n

n∑
m=1

(−1)m
(
2nk

2mk

)
B2mkC

(k)
n−m (n > 0)

によって帰納的に定義される有理数であり, {a1, . . . , ar}nは数列 a1, . . . , ar を n回繰り返し
たものの省略である.

命題 1.2は, 定理 1.1とMZVの定義級数から自然に導入される積構造 (調和積)を組み合わ
せることにより示される. ここで, 調和積とは自然数 p, q, r > 1に対して成り立つ, 以下の等
式を一般化したものである (定義は 2節で与える):

ζ(p)ζ(q, r) =

(∑
l>0

1

lp

)( ∑
m>n>0

1

mqnr

)

=

( ∑
l>m>n>0

+
∑

m>l>n>0

+
∑

m>n>l>0

+
∑

l=m>n>0

+
∑

m>l=n>0

)
1

lpmqnr

= ζ(p, q, r) + ζ(q, p, r) + ζ(q, r, p) + ζ(p+ q, r) + ζ(q, p+ r).

一方, MZVの母関数を考えると, 超幾何関数

p+1Fp

(
α0, α1, . . . αp

β1, . . . βp

∣∣∣∣∣ z
)

:=
∞∑
n=0

(α0)n(α1)n . . . (αp)n
(β1)n . . . (βp)n(1)n

zn

がしばしば現れる. 以下の 2つの結果を例として挙げる.

命題 1.3 (known, see [2]). 自然数 k > 1に対して, −1の原始 k乗根を ωk := exp(π
√
−1
k )とお

く. このとき, 次の等式が成り立つ:

∞∑
n=0

ζ({k}n)Xkn = kFk−1

(
ωkX, ω3

kX, . . . ω2k−1
k X

1, . . . , 1

∣∣∣∣∣ 1
)
.

定理 1.4 (Borwein-Bradley-Broadhurst-Lisoněk [2], MZV ver.). 以下の等式が成り立つ:

∞∑
n=0

ζ({3, 1}n)X4n = 2F1

(
ω4

X√
2
, ω5

4
X√
2

1

∣∣∣∣∣ 1
)

2F1

(
ω3
4

X√
2
, ω7

4
X√
2

1

∣∣∣∣∣ 1
)
.

また, 各項の係数を比較することにより, 以下の等式を得る:

ζ({3, 1}n) = 2π4n

(4n+ 2)!
∈ Qπ4n.

さらに, よく知られた関係式 ζ({4}n) = 4nζ({3, 1}n)を用いると, 以下の結果が従う.

系 1.5.

4F3

(
ω4X, ω3

4X, ω5
4X, ω7

4X

1, 1, 1

∣∣∣∣∣ 1
)

= 2F1

(
ω4X, ω5

4X

1

∣∣∣∣∣ 1
)

2F1

(
ω3
4X, ω7

4X

1

∣∣∣∣∣ 1
)
.

本稿では, MZVの調和積の代数的な性質に注目し, 系 1.5の右辺の積の個数を適切に増や
し, 一般化した式を与えることを目標とする. また, 主結果からの直接の帰結として, MZVの
明示公式をいくつか与える.
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2 調和積とHoffman代数

本節では, MZVを代数的に扱う枠組みである Hoffman代数を導入し, いくつかの性質を述
べる.

2つの変数 x, yに対して, zk := xk−1y (k ∈ N)とおく. このとき, 有理数係数の 2変数非可
換多項式環 H1,H0を次のように定義する:

H1 := Q⟨zk|k ∈ N⟩ ⊃ H0 := Q⊕ xH1.

このとき,インデックスk = (k1, k2, . . . , kr) ∈ Z>1 × Zr−1
>0 に対して, H0の単項式zk1zk2 . . . zkr

と ζ(k)を対応させる規則をQ-線型に拡張したQ-線形写像

Z : H0 → R

を evaluation mapと呼ぶ. この evaluation mapによって, MZVをH0と同一視して扱うこと
ができる. いま, H1上の積 * (調和積)を単項式 w,w1, w2 ∈ H1に対する漸化式

w*1 = 1*w = w,

zkw1*zlw2 = zk
(
w1*zlw2

)
+ zl

(
zkw1*w2

)
(k, l ∈ N)

を Q-双線型に拡張して定義する. 特に, evaluation mapは調和積を保つことに注意する (see

[1]). すなわち,

Z(w*w
′) = Z(w)Z(w′) (w,w′ ∈ H0)

が成り立つ. また, H1上の別の積 X̃ (インデックスシャッフル)を単項式 w,w1, w2 ∈ H1に対
する漸化式

1 X̃w = w X̃ 1 = w,

zkw1 X̃ zlw2 = zk(w1 X̃ zlw2) + zl(zkw1 X̃w2)

をQ-双線型に拡張して定義する.

例 2.1. 自然数 p, q, r > 0に対して, 次の等式が成り立つ:

zp*zqzr = zpzqzr + zqzpzr + zqzrzp + zp+qzr + zqzp+r,

zp X̃ zqzr = zpzqzr + zqzpzr + zqzrzp.

さらに, u1, u2, . . . , um をm個の変数とする. このとき, H1 上のm変数形式的べき級数環
A := H1[[u1, . . . , um]]の元 wに対して,

1

1− w
=

∞∑
n=0

wn (2.1)

とおく. このとき, 以下の補題が従う.

補題 2.2. 任意の自然数 k, l > 0と 1 ≤ i, j ≤ mに対して, 以下の等式が A上で成り立つ:

1

1− uizk *
1

1− ujzl
=

1

1− uizk − ujzl − uiujzk+l
.
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3 調和積とインデックスシャッフルの関係式とその母関数

自然数 k > 0に対して, Aの元
m

*
j=1

1

1− ujzk
:=

1

1− u1zk *
1

1− u2zk *
. . . *

1

1− umzk

を補題 2.2と式 (2.1)によって, 二通りに展開することにより以下の定理を得る.

定理 3.1 (Kadono, 2024+). 任意の自然数 k,m, n > 0に対して, 以下の等式が A上で成り
立つ: ∑

a1, ..., am∈N0
a1+···+am=n

m

*
j=1

u
aj
j z

aj
k =

∑
b1, ..., bm∈N0

b1+2b2+···+mbm=n

m

X̃
j=1

σj(u1, . . . , um)bjz
bj
jk.

ただし, σj(u1, . . . , um) (j = 1, 2, . . . ,m)は j次のm変数基本対称式である:

σj(u1, . . . , um) :=
∑

1≤i1<···<ij≤m

ui1 · · ·uij .

ここで, 各 j = 1, 2, . . . ,mに対して uj = ω2j−1
m とすると, 定理 3.1から以下の等式を得る:

znkm = (−1)mn
∑

a1, ..., am∈N0
a1+···+am=mn

m

*
j=1

ω
(2j−1)aj
m z

aj
k .

さらに k > 1であれば, 両辺に evaluation map Z を作用させることにより, MZVに関する関
係式

ζ({km}n) = (−1)mn
∑

a1, ..., am∈N0
a1+···+am=mn

m∏
j=1

ω
(2j−1)aj
m ζ({k}aj ) (3.1)

を得る. 一般に, 右辺の母関数は無限積を用いて表すことができる. 特に k = 2とき, 以下の等
式が成り立つ.

系 3.2. 任意の自然数m > 0に対して, 以下の等式が成り立つ:

2mF2m−1

(
ω2mX, ω3

2mX, . . . , ω4m−1
2m X

1, . . . , 1

∣∣∣∣∣ 1
)

=

m−1∏
j=0

2F1

(
ω2j+1
2m X, −ω2j+1

2m X

1

∣∣∣∣∣ 1
)

=

m−1∏
j=0

sin
(
πω2j+1

2m X
)

πω2j+1
2m X

.

系 3.2の証明は,最右辺の sin関数の無限積表示を用いて級数に展開し, Xの各係数を式 (3.1)

の右辺へ帰着させることによる. また, sin関数の積和公式を用いると, 同じ偶数の繰り返しイ
ンデックスに対するMZVの明示公式を得る. 例えば, 任意の自然数 n ≥ 0に対して,

ζ({6}n) = 3
26n+1

(6n+ 3)!
π6n, (3.2)

ζ({8}n) = π8n

(8n+ 4)!

2n+1∑
k=0

(
4n+ 2

2k

)
24(2n+1)−k
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が成り立つ. 特に, 式 (3.2)と式 (1.1)を比較すると, Bernoulli数に関する以下の等式を得る:

2n =
n∑

p=1

(
6n+ 3

6p

)
B6p.
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