
Ramanujanと関係する指数型不定方程式

寺井 伸浩 (大分大学)

概 要
本稿は第 15回福岡数論研究集会に於いて著者が「Ramanujanと関係する指数型不定

方程式」という題目で講演した報告である. 講演中で詳しく述べられなかった証明の詳細
や定理・補題・例を纏め, Ramanujanと関係する不定方程式・予想・数について, 指数型
不定方程式の観点で深く解説する.

1 序論

整数論, 特に不定方程式論において, Ramanujanを冠した方程式や数は, 次がよく知られて
いる:

• Ramanujan-Nagell方程式: x2 + 7 = 2n

• Brocard-Ramanujan方程式: x2 + 1 = n!

• Ramanujanのタクシー数: 1729

本稿では, これら 3つの話題について, 知られている定理, 関係する予想・一般化を著者の結
果・予想を中心に幅広く紹介する.

2 Ramanujan-Nagell方程式 x2 + 7 = 2n

インドの天才数学者Ramanujanが 1913年に予想し, Nagellが 1948年に次の定理を証明し
た. その証明は虚 2次体 Q(

√
−7)の性質を用いるものであった. 他に, 2次線形数列, 楕円曲

線, 超幾何級数等を用いるいろいろな証明がある.

定理 2.1 (Ramanujan-Nagell). 指数型不定方程式

x2 + 7 = 2n

は, 正の整数解 (n, x) = (3, 1), (4, 3), (5, 5), (7, 11), (15, 181)だけをもつ.

定理 2.1の一般化として, 次の 2つの定理はよく知られている.

定理 2.2 (Tanahashi [Ta], Toyoizumi [To]). 指数型不定方程式

x2 + 7m = 2n

は, 正の整数解 (x,m, n) = (1, 1, 3), (3, 1, 4), (5, 1, 5), (11, 1, 7), (181, 1, 15), (13, 3, 9)だけ
をもつ.

定理 2.3 (Bugeaud-Mignotte-Siksek [BMS], 2006). 指数型不定方程式

x2 + 7 = yn, n ≥ 3

は, 正の整数解 (x, y, n) = (1, 2, 3), (3, 2, 4), (5, 2, 5), (11, 2, 7), (181, 2, 15)だけをもつ.
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2.1 Jeśmanowicz予想

予想 2.1 (Jeśmanowicz [J], 1956). a, b, cを a2 + b2 = c2を満たす固定された互いに素な正の
整数とする. このとき, 指数型不定方程式

ax + by = cz

は, ただ一つの正の整数解 (x, y, z) = (2, 2, 2)をもつ.

ピタゴラス数のパラメーター表示により, 指数型不定方程式

(m2 − n2)x + (2mn)y = (m2 + n2)z (2.1)

を考えればよい. ここで, m,nはm > n, m ̸≡ n (mod 2)である互いに素な正の整数とする.

次の場合に予想 2.1が成り立つことが示されている.

• n = 1 (Lu [Lu], 1959), m− n = 1 (Demjanenko [De], 1965)

• a ≡ ±1 (mod b), c ≡ 1 (mod b) (Miyazaki [M1], 2013)

• n = 2 (Terai [Te2], 2014), n ≡ 2 (mod 4) and n < 100 (Miyazaki-Terai [MT], 2015)

最小のピタゴラス数である (a, b, c) = (3, 4, 5)に対し予想 2.1が成り立つことを示した, 次の
Sierpińskiの結果の証明を与える. 証明はとても初等的であるが, まず x, z が偶数であること
を示し, よく知られた指数型不定方程式に帰着させる点は, 一般の場合にも応用できる.

定理 2.4 (Sierpiński [S], 1956). 指数型不定方程式

3x + 4y = 5z

は, ただ一つの正の整数解 (x, y, z) = (2, 2, 2)をもつ.

Proof. 方程式をmodulo 4で考えると (−1)x ≡ 1 (mod 4)である. よって xは偶数である. ま
た, 方程式をmodulo 3で考えると 1 ≡ (−1)z (mod 3)である. よって zは偶数である. いま,

x = 2X, z = 2Z とおくと, 方程式は

22y = (5Z + 3X)(5Z − 3X)

となる. 右辺の 2つの因数の最大公約数は 2であるので,5Z + 3X = 22y−1

5Z − 3X = 2

を得る. これら 2式を引くと 22y−2 − 1 = 3X となる. y ≥ 3のとき modulo 8で考えると
−1 ≡ 3x (mod 8)であるが, これは不可能！したがって, y = 2, x = 2, z = 2を得る.
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2.2 一般化されたRamanujan-Nagell方程式 x2 + bm = cn (bは奇数)

一般化されたRamanujan-Nagell方程式 x2 + bm = cnにおいて, bが奇数と偶数の場合で分
けて考察する. この節で bが奇数, 次の節で bが偶数である場合をそれぞれ扱う.

予想 2.2 (Terai [Te1], 1993). a, b, cを a2 + b2 = c2を満たす固定された互いに素な正の整数
とする. ただし bを奇数とする. このとき, 指数型不定方程式

x2 + bm = cn

は, ただ一つの正の整数解 (x,m, n) = (2, 2, 2)をもつ.

ピタゴラス数が (a, b, c) = (4, 3, 5)のとき予想 2.2が成り立つことを確かめる.

定理 2.5 (Terai [Te1], 1993). 指数型不定方程式

x2 + 3m = 5n

は, ただ一つの正の整数解 (x,m, n) = (4, 2, 2)をもつ.

Proof. 次の補題を用いて示す.

補題 2.1 (Störmer-Ljunggren). 不定方程式

X2 + 1 = 2Y n, n ≥ 3

は, 正の整数解 (X,Y, n) = (1, 1, n), (239, 13, 4)だけをもつ.

方程式をmodulo 3で考えると 1 ≡ (−1)n (mod 3)である. よって nは偶数である. いま,

n = 2N とおくと, 方程式は
3m = (5N + x)(5N − x)

となる. 右辺の 2つの因数は互いに素なので,

5N + x = 3m, 5N − x = 1

が従う. これら 2式を加えると
3m + 1 = 2 · 5N

となる. mは偶数がmodulo 8で分かるので, 補題 2.1より (x,m, n) = (4, 2, 2)を得る.

同様にして次の定理を示すことができる:

定理 2.6 (Terai [Te1], 1993). 指数型不定方程式

x2 + 5m = 13n, x2 + 7m = 25n, x2 + 9m = 41n, x2 + 11m = 61n

は, それぞれただ一つの正の整数解

(x,m, n) = (12, 2, 2), (24, 2, 2), (40, 2, 2), (60, 2, 2)

をもつ.
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2.3 一般化されたRamanujan-Nagell方程式 x2 + bm = cn (bは偶数)

一方, bが偶数のときの, 一般化された Ramanujan-Nagell方程式 x2 + bm = cnに関する次
の予想はとても興味深い:

予想 2.3 (Terai-Fujita [TF], 2022). u, vを互いに素な u ̸≡ v (mod 2), u > vである正の整数
とする.

(1) 3u2 − 8uv + 3v2 ̸= −1ならば, 不定方程式

x2 + (2uv)m = (u2 + v2)n (2.2)

は, 正の整数解
(x,m, n) = (u− v, 1, 1), (u2 − v2, 2, 2)

だけをもつ. ただし, (u, v) = (244, 231)の場合を除く:

x2 + 112728m = 112897n; (x,m, n) = (13, 1, 1), (6175, 2, 2), (2540161, 3, 3).

(2) 3u2 − 8uv + 3v2 = −1ならば, 不定方程式 (2.2)は正の整数解

(x,m, n) = (u− v, 1, 1), (u2 − v2, 2, 2), ((u− v)(2u2 + 2v2 + 1), 1, 3)

だけをもつ.

Magmaにより, 上の予想 2.3が 1 ≤ v < u ≤ 105, m ≤ 11, n ≤ 11の範囲で成り立つことを
確かめた. u = 2, v = 1のとき, 予想 2.3が成り立つことを示す.

定理 2.7 (Yuan-Hu [YH], 2005)). 指数型不定方程式

x2 + 4m = 5n

は, 正の整数解 (x,m, n) = (1, 1, 1), (3, 2, 2), (11, 1, 3)だけをもつ.

Proof. Yuan-Hu [YH]の方法とは違い, 楕円曲線 (整数論計算ソフトMagma)を用いて示す.

補題 2.2 (楕円曲線の整数点). (1) 楕円曲線 E1 : Y 2 = X3 − 4 上の整数点は, (X,Y ) =

(2,±2), (5,±11) だけである.

(2) 楕円曲線 E2 : Y 2 = X3 − 4 · 52上の整数点は, (X,Y ) = (5,±5), (10,±30), (34,±198)だ
けである.

(3) 楕円曲線E3 : Y
2 = X3 − 4 · 54上の整数点は, (X,Y ) = (50,±350)だけである.

(i) m = 1のとき, 方程式は x2 + 4 = 5nとなる. n = 3N + r (r = 0, 1, 2)とおくと

r = 0のとき, E1 : Y
2 = X3 − 4 (X = 5N , Y = x),

r = 1のとき, E2 : Y
2 = X3 − 4 · 52 (X = 5N+1, Y = 5x),

r = 2のとき, E3 : Y
2 = X3 − 4 · 54 (X = 5N+2, Y = 52x).

補題 2.2より, 正の整数解 (x,m, n) = (1, 1, 1), (11, 1, 3)だけを得る.

(ii) m ≥ 2のとき, 方程式をmodulo 8で考えると 1 ≡ 5n (mod 8)である. よって nは偶数
である. いま, n = 2N とおくと, 方程式は

22m = (5N + x)(5N − x)
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となる. 右辺の 2つの因数の最大公約数は 2なので,

5N + x = 22m−1, 5N − x = 2

が従う. これら 2式を加えると
22m−2 + 1 = 5N

となる.

m = 2のとき, N = 1, よって (x,m, n) = (3, 2, 2)を得る.

m ≥ 3のとき, N は偶数がmodulo 8で分かるので, 上記の議論の因数分解により, 解なし
を容易に示せる.

u = 3, v = 2のとき, 予想 2.3が成り立つことを示す.

定理 2.8 (Terai-Fujita [TF], 2022). 指数型不定方程式

x2 + 12m = 13n

は, 正の整数解 (x,m, n) = (1, 1, 1), (5, 2, 2)だけをもつ.

Proof. 楕円曲線 (整数論計算ソフトMagma)と Zsigmondyの結果を用いて示す.

補題 2.3 (楕円曲線の整数点). (1) 楕円曲線E1 : Y
2 = X3 − 12上の整数点 (X,Y )はなし.

(2) 楕円曲線E2 : Y
2 = X3 − 12 · 132上の整数点は, (X,Y ) = (13,±13)だけである.

(3) 楕円曲線E3 : Y
2 = X3 − 12 · 134上の整数点 (X,Y )はなし.

補題 2.4 (Zsigmondy [Z]). a, bを互いに素で a > bである正の整数とし, 数列 {an}を an =

an − bnで定義する. このとき, n > 1ならば, a1a2 · · · an−1を割らない anの素因数が存在す
る. ただし, 次の 2つの場合は除く: (I) n = 2, a+ bは 2の冪, (II) (a, b, n) = (2, 1, 6).

(i) m = 1のとき, 方程式は x2 + 12 = 13nとなる. n = 3N + r (r = 0, 1, 2)とおくと

r = 0のとき, E1 : Y
2 = X3 − 12 (X = 13N , Y = x),

r = 1のとき, E2 : Y
2 = X3 − 12 · 132 (X = 13N+1, Y = 13x),

r = 2のとき, E3 : Y
2 = X3 − 12 · 134 (X = 13N+2, Y = 132x).

補題 2.3より, 正の整数解 (x,m, n) = (1, 1, 1)だけを得る.

(ii) m ≥ 2のとき, 方程式をmodulo 8で考えると 1 ≡ 5n (mod 8)である. よって nは偶数
である. いま, n = 2N とおくと, 方程式は

22m3m = (13N + x)(13N − x)

となる. 右辺の 2つの因数の最大公約数は 2なので,13N ± x = 22m−13m

13N ∓ x = 2

または 13N ± x = 2 · 3m

13N ∓ x = 22m−1
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を得る. これら 2式をそれぞれ加えると

22m−23m + 1 = 13N (2.3)

または
22m−2 + 3m = 13N (2.4)

となる.

まず, 方程式 (2.3)を考える. 数列 {aN}を次のようにおく:

aN = 13N − 1 = 22m−23m. (2.5)

N = 1のとき, (2.3)は解をもたない. a1 = 12 = 22 ·3なので, N ≥ 2のとき{aN}はZsigmondy

の補題 2.4より (2.5)を満たす解N,mをもたない.

次に, 方程式 (2.4)を考える. m = 1, 2のとき, (2.4)は明らかに (m,N) = (2, 1)だけを解に
もつ. このとき, n = 2, x = 5を得る. m ≥ 3のとき, (2.4)より

3m ≡ 5N (mod 8)

となる. これは, mとN は偶数であることを示す. よって, m = 2m1, N = N1とおく. この
とき, ピタゴラス数のパラメーター表示より

2m−1 = 2UV

3m1 = U2 − V 2

13N1 = U2 + V 2

(2.6)

が従う. ここで, U, V は U > V , 反対の偶奇性, 互いに素な整数である. (2.6)の最初の 2式
より

U = 2m−2, V = 1, U − V = 1

を得る. 上式を満たすm,U, V の値はm = 3, U = 2, V = 1だけである. このとき, (2.6)の最
後の式より

13N1 = 22 + 12

となるが, これは不可能である.

Pell方程式や BHVの深い結果 ([BHV])を用いて, 次を示すことができる.

定理 2.9 (Fujita-Le-Terai [FLT], 2022). pを奇素数, tを正の整数とする. このとき, 予想 2.3

は (u, v) ∈ {(2pt, 1), (pt, 2)}に対し正しい.

3 Brocard-Ramanujan方程式 x2 + 1 = n!

3.1 Brocard-Ramanujan予想の一般化

階乗に関しては, 次の予想は有名であるが, 未解決である (cf. [BG], [DU], [KF]).

予想 3.1 (Brocard-Ramanujan [Ra], 1913). 不定方程式

n! + 1 = x2

は, 正の整数解 (n, x) = (4, 5), (5, 11), (7, 71)だけをもつ.
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注意. n!− 1 = x2 ⇐⇒ (n, x) = (2, 1) を示すのは超簡単である.

Dabrovski [Da]は, もっと一般的な不定方程式

n! +A = m2 (3.1)

を考察した. ここでAは平方数でない正の整数である. ABC予想を仮定すれば, (3.1)の正の
整数解 n,mは高々有限個がであることが示される. 小さいAの値に関しては次の解が知られ
ている.

A 知られている正の整数解 (n,m)

1 (4, 5), (5, 11), (7, 71)

2 (2, 2)

3 (1, 2), (3, 3)

4 —

5 —

6 —

7 (2, 3)

8 (1, 3)

9 (6, 27)

10 (3, 4)

Brocard-Ramanujan予想の一般化として次を提起する:

予想 3.2 (一般化された Brocard-Ramanujan予想). (1) 不定方程式

n! + nk = x2

は, 正の整数解 (k, n, x) = (1, 2, 2), (1, 3, 3), (3, 9, 603)だけをもつ.

(2) 不定方程式
|n!− nk| = x2

は, 正の整数解 (k, n, x) = (4, 6, 24), (5, 6, 84)だけをもつ.

予想 3.2を一般の場合に示すのは難しいが, nが素数の場合は初等的に示すことができる.

定理 3.1. nが素数ならば, 予想 3.2は (1), (2)共に正しい.

Proof. n = p (p :素数)とする.

(1) x = pX とおき, 方程式の両辺を pで割ると

(p− 1)! + pk−1 = pX2

となる. 明らかに, p = 2のとき k = 1, X = 1, x = 2を得る. 以後, p > 2としてよい.

(i) k > 1のとき, Wilsonの定理より−1 ≡ 0 (mod p), 矛盾！
(ii) k = 1のとき,

(p− 1)! + 1 = pX2 (3.2)

となる.

p = 3ならば, 3 = 2! + 1 = 3X2, よってX = 1, x = 3を得る.
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p > 3ならば,

(
m

p

)
= −1となる奇数m (1 < m < p)を取れる. 何故ならば, p > 3と (3.2)

より p ≡ 1 (mod 4)であるので, mが偶数ならば, m0 = p−m : (奇数)を取ればよい. よって,

(3.2)より

1 =
( p

m

)
=

(
m

p

)
= −1

となり矛盾！
(2) n!− nk = ±x2より, x = pX とおくと,

(p− 1)!− pk−1 = ±pX2

となる. 明らかに, p > 2としてよい.

(i) k > 1のとき, Wilsonの定理より−1 ≡ 0 (mod p), 矛盾！
(ii) k = 1のとき, −1− 1 ≡ 0 (mod p), 矛盾！

3.2 Wilson商との関係

この節では, Wilson商を定義し, これに関する指数型不定方程式の予想や知られている結果
を述べる.

定義 3.1. pを奇素数とする. そのとき, 商

Wp =
(p− 1)! + 1

p

は pのWilson商と呼ばれる.

Wilsonの定理より, Wpは整数である. Wilson商が平方数, p倍の平方数になるかの予想は
次である:

予想 3.3 (平方数となるWilson商). (1) Wp = x2 ⇐⇒ (p, x) = (3, 1).

(2) Wp = px2 ⇐⇒ (p− 1)! + 1 = (px)2 ⇐⇒ (p, x) = (5, 1).

注意. 上記予想 3.3において, (1)は定理 3.1より正しいが, (2)は難しいようである. これは
Brocard-Ramanujan予想 (予想 3.1)の n = p − 1の場合に当たる. Wp ≡ 0 (mod p) (ここで
3 ≤ p < 1010)を満たす pの値は p = 5, 13, 563だけである.

l乗 (l ≥ 2)に関する次の予想は難しい.

予想 3.4 (冪となるWilson商). (1) Wp = xl ⇐⇒ (p, l) = (3, 2).

(2) Wp = pxl ⇐⇒ (p, l) = (5, 2).

4 Ramanujanのタクシー数1729

4.1 1729の面白い 4つの性質

Ramanujanのタクシー数 1729は, 次のようなとても興味深い性質を持つ:

(1) 正の 2つの立方数の和として2通りに表せる最小の正の整数 1729 = 123+13 = 103+93.
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「正の 2つの立方数の和」が「正の 2つの平方数の和」「(正負の) 2つの立方
数の和」ならば, 最小数はそれぞれ次である:

65 = 82 + 12 = 72 + 42 (= 5 · 13),
91 = 63 + (−5)3 = 43 + 33 (= 7 · 13).

(2) 3番目のカーマイケル数

1番目は 561 = 3 ·11 ·17, 2番目は 1105 = 5 ·13 ·17, 3番目は 1729 = 7 ·13 ·19.

(3) a2 + ab+ b2の形で4通りに表せる最小の正の整数 (ここで a, bは正の整数)

1729 = a2 + ab+ b2, ここで (a, b) = (3, 40), (8, 37), (15, 32), (23, 25).

(4) a2 − ab+ b2の形で8通りに表せる最小の正の整数

a2 + ab+ b2 = a2 − a(a+ b) + (a+ b)2 = (a+ b)2 − (a+ b)b+ b2と表せるの
で (3)の 2倍の 8通りある.

1729の番外編 (Wikipedia)

各位の数字の総和と, その総和の数の数字の並び順を逆にした数との積が元の
数に一致するという性質を持つ最大の正の整数. (by藤原正彦)

上記の性質を持つ正の整数は次の 4つである (cf. The On-Line Encyclopedia

of Integer Sequences (OEIS) (A110921); オンライン整数列大辞典):

1729 = 19 · 91, 1 + 7 + 2 + 9 = 19 :ハーシャッド数,

1458 = 18 · 81, 1 + 4 + 5 + 8 = 18,

81 = 9 · 9, 8 + 1 = 9,

1 = 1 · 1.

カーマイケル数に関する日本語の本は次を参照せよ:

「発見・予想を積み重ねる ― それが整数論」(オーム社 安福 悠 (著))

4.2 指数型不定方程式 10x + 9y = 12z + 1と (4x + 1)(12y + 1) = 8z + 1

定理 4.1. 指数型不定方程式
10x + 9y = 12z + 1

は, ただ一つの正の整数解 (x, y, z) = (3, 3, 3)をもつ.

注意. (1) (Eulerの恒等式) (9m3 + 1)3 + (9m4)3 = (9m4 + 3m)3 + 13.

(2) (一橋大学入試問題, 2009) x3 + 1 = y3 + 103 =⇒ (x, y) = (12, 9).

Proof. z ≤ 3のとき, 明らかに (計算機により)方程式の解は (x, y, z) = (3, 3, 3)だけである.

よって, z ≥ 4としてよい.

x ≤ 3のとき, 10x − 1 = 12z − 9yと変形できるので, 解なしは容易に分かる. よって, x ≥ 4

としてよい. また, (−1)y − 1 ≡ 2z (mod 5)より, yは奇数である. 方程式をmodulo 16で考
えると 9y ≡ 1 (mod 16)である. 92 = 81 ≡ 1 (mod 16)かつ yは奇数より 9 ≡ 1 (mod 16)と
なり矛盾！
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定理 4.2. 指数型不定方程式

(4x + 1)(12y + 1) = 8z + 1

は, ただ一つの正の整数解 (x, y, z) = (1, 1, 2)をもつ.

注意. 65 = 5 · 13 = 82 + 1を解とする不定方程式 (4x + 1)(12y + 1) = 8z + 1を下記のように
解くのは容易であるが, 1729 = 7 · 13 · 19 = 123 + 1を解とする不定方程式

(6x + 1)(12y + 1)(18z + 1) = 12w + 1

を解くのは容易ではない (cf. 定理 4.4).

Proof. 方程式の左辺を展開し整理すると,

4x · 12y + 4x + 12y = 23z. (4.1)

(i) x = yのとき, (4.1)は
22x(12x + 1 + 3x) = 23z

となる. x = 1のとき, 26 = 23z より z = 2を得る.

x ≥ 2のとき, 12x + 1 + 3x ≡ 2, 4 (mod 8)より容易に矛盾に至る.

(ii) x > yのとき, (4.1)は

22y(4x · 3y + 4x−y + 3y) = 23z

となる. よって 4x · 3y + 4x−y + 3y > 1は奇数より矛盾！
(iii) y > xのとき, (4.1)は

22x(12y + 1 + 4y−x3y) = 23z

となる. よって 12y + 1 + 4y−x3y > 1は奇数より矛盾！

4.3 カーマイケル数

合成数 C がカーマイケル数かどうかを判定する方法は次である:

定理 4.3 (コルセルトの判定法). Cはカーマイケル数である⇐⇒ C = p1p2 · · · pkかつ (pi−1) |
(C − 1). ただし i = 1, 2, . . . , kで, p1, p2, . . . , pk (k ≥ 3)は相異なる奇素数である.

今後, k個の素因数をもつカーマイケル数を Ckと表す.

予想 4.1 (C3 − 1 が冪). C3 − 1が冪, つまり, C3 = an + 1となるC3, a, n (> 1)の値は次の 2

つだけである:

1729 = 7 · 13 · 19 = 123 + 1, 46657 = 13 · 37 · 97 = 66 + 1.

注意. 底 aが与えられたとき, Baker理論より C3, nは高々有限個存在する.
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4.4 C3 = an + 1

定理 4.4. a, nを 1より大きい正の整数とする.

(1) aが奇数ならば, C3 = an + 1は解 a, nを持たない.

(2) C3 = 2tn + 1は解 a, nを持たない.

(3) C3 = 6n + 1 ⇐⇒ 46657 = 13 · 37 · 97 = 66 + 1.

(4) C3 = 12n + 1 ⇐⇒ 1729 = 7 · 13 · 19 = 123 + 1.

Proof. 証明の概略を述べる.

(4) C3 の素因数を pi (i = 1, 2, 3)とすると, コルセルトの判定法より, C3 − 1 = 12n =

22n3n ≡ 0 (mod pi − 1)となる. よって pi − 1 = 2αi3βi (αi ≥ 1, βi ≥ 0)を得る.

(i) nが奇数のとき,

C3 = 12n + 1 ≡ 0 (mod 13)

となる. “カーマイケル数 C3の決定アルゴリズム”より, 13を素因数にもつ C3をすべて決定
できる:

C3 = 1105 = 5 · 13 · 17, C3 − 1 = 24 · 3 · 23;
C3 = 1729 = 7 · 13 · 19, C3 − 1 = 26 · 33;
C3 = 2821 = 7 · 13 · 31, C3 − 1 = 22 · 3 · 5 · 47;
C3 = 29341 = 13 · 37 · 61, C3 − 1 = 22 · 32 · 5 · 163;
C3 = 46657 = 13 · 37 · 97, C3 − 1 = 26 · 36;
C3 = 115921 = 13 · 37 · 241, C3 − 1 = 24 · 32 · 5 · 7 · 23;
C3 = 314821 = 13 · 61 · 397, C3 − 1 = 22 · 33 · 5 · 11 · 53;
C3 = 53081 = 13 · 97 · 421, C3 − 1 = 26 · 3 · 5 · 7 · 79.

上記で C3 − 1 = 22n3nとなっているものは C3 = 1729のみ！
(ii) n = 2k (kは奇数)のとき,

C3 = 122k + 1 ≡ 0 (mod 122 + 1 = 5 · 29)

となる. しかし, p− 1 = 29− 1 = 22 · 7, 矛盾！
(iii) n ≡ 0 (mod 4)のとき, C3 = 12n + 1は次に帰着される:

(2α13β1 + 1)(2α23β2 + 1)(2α33β3 + 1) = 22n3n + 1.

ここで, αi ≥ 3, βi ≥ 0である. ここから先は少し面倒なので, 詳細は略す！
(3) (4)と同様に示すことができる.

(2) (4)と同様にして, C3 = 2tn + 1は次に帰着される:

(2α1 + 1)(2α2 + 1)(2α3 + 1) = 2tn + 1.

ここで, αi ≡ tn ≡ 0 (mod 4) である. よって, Fermat の小定理 x4 ≡ 1 (mod 5) より,

(1 + 1)(1 + 1)(1 + 1) ≡ 1 + 1 (mod 5), 矛盾！
(1) コルセルトの判定法より明らかである.
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4.5 Eisenstein数に関する指数型不定方程式

{a, b, 1729}は
a2 + ab+ b2 = 17292

を満たす Eisenstein数である. ここで

(a, b) = (96, 1679), (209, 1615), (249, 1591), (299, 1560), (361, 1520), (455, 1456),

(504, 1421), (651, 1309), (656, 1305), (741, 1235), (799, 1185), (845, 1144),

(931, 1064) (a < b)

である. 一般に, Eisenstein数 {a, b, c}に関する指数型不定方程式の予想が知られている. こ
の予想はピタゴラス数に関する Jeśmanowicz予想の類似である (cf. Miyazaki [M2]).

予想 4.2 ([Te2], [TT]). {a, b, c}を Eisenstein数, つまり a2 + ab+ b2 = c2を満たす正の整数
とする. このとき, 指数型不定方程式

a2x + axby + b2y = cz

は, ただ一つの正の整数解 (x, y, z) = (1, 1, 2)をもつ.

注意. ピタゴラス数と Eisenstein数は, 余弦定理より次のような図形的特徴をもつ.
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ピタゴラス数 {a, b, c} : a2 + b2 = c2 Eisenstein数 {a, b, c} : a2 + ab+ b2 = c2

Eisenstein数はピタゴラス数と類似の媒介変数表示をもつ.

補題 4.1 (Eisenstein数の媒介変数表示). 原始 Eisenstein numbers{a, b, c}は次のように媒介
変数表示される. ただし, gcd(a, b) = 1, a− b ≡ 1 (mod 3)である.

a = u2 − v2, b = v(2u+ v), c = u2 + uv + v2.

ここで, u, vは (u, v) = 1, u > v, u ̸≡ v (mod 3)を満たす正の整数である.

Eisenstein数 a, b, cがある特別な場合に, 予想 4.2が正しいことを確かめた.

定理 4.5 ([TT]). a, b, c,mを次を満たす正の整数とする:

a = m2 − 1, b = 2m+ 1, c = m2 +m+ 1, ここで bは冪,

または
a = 2m+ 1, b = 3m2 + 2m, c = 3m2 + 3m+ 1, ここで aは冪.

このとき, 予想 4.2は正しい.
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