
イデアル類群及び岩澤加群の大きさ・複雑さについて

栗原 将人 (慶應義塾大学)

この原稿で扱うのは, 代数体の “古典的な”イデアル類群や岩澤加群である. すなわち, 扱い
やすく修正した Selmer 群のようなものではなく, イデアル類群は 0でない分数イデアル全体
を 0でない主イデアル全体で割ったもの (どこかの素点を捨てたりはしない full class group),

岩澤加群は, 代数体の円分 Zp拡大上の Sの外不分岐な最大の abel pro-p拡大の Galois 群, と
いった昔から岩澤理論の対象であった加群を考える.

1 Galois加群としてのイデアル類群

代数体のイデアル類群の大きさをゼータ関数の値と結びつけて理解することを目標とする.

この方向の最も一般的な定理は, 代数体の類数公式であるが, Galois群の作用もこめたイデア
ル類群の様子を知りたいと考えると, 類数公式だけでは解決しない. もう少し具体的に書くと,

K/kを代数体のGalois拡大とするとき, K のイデアル類群 CK をGal(K/k)の作用をこめて
理解したいのである.

一般のGalois拡大K/kに対しても理論を構成することができるが (たとえばStark元, Rubin-

Stark元と呼ばれるような元の系列を用いて理論ができる [2] Conjecture 7.3, 解説論文 [13]参
照), ここでは最も簡潔に記述ができるCM拡大と呼ばれる拡大のマイナス成分を考える. K/k

がCM拡大であるとは, kが総実代数体でKがCM体 (総実代数体の総虚な 2次拡大)のとき
である (K/kが 2次拡大であると仮定しているわけではないので注意する). 以下ではさらに
K/kは abel拡大であるとする. 最も古典的な例は, Remark 2.2 (3)で考える円分拡大Q(µp)/Q
である.

CK は有限 abel群であり, 各素数成分にCK =
⊕

p:素数CK ⊗ Zpのように分解される. そこ
で, すべての素数 pに対して, CK の p成分CK ⊗Zpがわかればよい. 以下では, 素数 pを固定
して, CK の p成分をAK と書くことにする. これから考えるのは, AK = CK ⊗Zpである. 以
下では, p > 2とする. ただし, 定理 5.1と第 6節では, pは任意の素数で, p = 2でもよい.

2 CM拡大で拡大次数が pと素なとき

K/kを有限次 abel拡大であり, 上のようにCM拡大であるとする. Gal(K/k)をこの節では
∆と書くことにし (∆ = Gal(K/k)),

p ∤ #∆ = [K : k]

と仮定する. ([K : k]は偶数だから, この仮定から pは奇素数である.)

p進体の代数閉包Qpに値を持つ∆の指標 χ : ∆ → Q×
p 全体を ∆̂と書き, χ ∈ ∆̂に対して,

Oχ = Zp[Imageχ]とおき σ ∈ ∆が χ(σ)倍で作用する Zp[∆]加群とみなす. さらに, ∆̂に同値
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関係 χ1 ∼ χ2を ∃σ ∈ Gal(Qp/Qp) s.t. σχ1 = χ2と定義すると,

Zp[∆] =
⊕

χ∈∆̂/∼

Oχ (1)

が成り立つ. したがって, 任意の Zp[∆]加群M に対して,

Mχ =M ⊗Zp[∆] Oχ

と定義すると,

M ≃
⊕

χ∈∆̂/∼

Mχ (2)

となる. よって, Galois加群M を知るためには, すべての χ ∈ ∆̂に対して, Mχがわかればよ
い. 特にGalois群の作用もこめたイデアル類群AK を知るためには, AχK がわかればよい.

1の原始 p乗根がK に属するとき, 1の p乗根全体 µpへの Galois群の作用と Teichmüller

liftから決まる写像を ω : ∆ → Aut(µp) = (Z/pZ)× → Z×
p → C×

p と書き, Teichmüller 指標と
呼ぶ.

∆には複素共役 ρが属しているが, χ(ρ) = 1のとき χは偶指標, χ(ρ) = −1のとき χは奇
指標であると言う. L(s, χ)を χの L関数とする. 奇指標 χに対しては, L(0, χ) ̸= 0であり,

L(0, χ) ∈ Q(Imageχ)×である. また, χ ̸= ωであればL(0, χ) ∈ Oχである (つまり分母に pの
冪は現れない). AK の “大きさ”に関して, 次の定理が成立する.

定理 2.1 (Dasgupta–Kakde [4] (2023)). χを奇指標で, χ ̸= ωとするとき,

#AχK = #(Oχ/(L(0, χ
−1))) (3)

となる. また,

#AωK = #(Oω/(#µp∞(K)L(0, ω−1))) (4)

が成り立つ. ここに, µp∞(K)はK に属する 1の p冪根全体がなす群である.

Remark 2.2. (1) Dasguptaと Kakdeが [4]で研究した対象は, 射類群 ATK であるが, T を
うまく取ることにより, 定理 2.1の式 (3), (4)は得られるので ([2] §1参照), 上にはDasgupta

Kakdeの名前を入れておいた. この定理を岩澤理論を用いて証明しようとすると, p進 L関数
が s = 0に自明零点を持つときが大変難しく, いくつかの条件の下には証明されていたが (た
とえば k = Qのときには証明されていた; また成立する条件についてはたとえば [2] Theorem

1.16などを参照), 完全な証明は, 最近のDasgupta Kakdeの論文 [4]の結果を用いて初めて可
能になったのである (定理 3.1も参照).

(2) L(0, χ−1)は χだけで決まる量なので, 定理 2.1の式は AχK はK によらず χだけで決まる
ことを表している. このことは norm argumentを用いて簡単に証明できる. しかしながら, χ

の位数が pで割れるときには, このことは成り立たないことに注意しておく.

(3) Galois作用で分解したイデアル類群の位数に関する最も古典的な例は, pを奇素数, µpを 1

の p乗根全体がなす群として, k = Q, K = Q(µp)のときである. このとき, 定理 2.1の式 (3)

は 3 ≤ i ≤ p− 2をみたす奇数 iに対してAω
i

Q(µp)
= #Zp/(L(0, ω−i))となるが, これはMazur

Wilesの定理である. このときは非自明零点はなく,上の等式は岩澤主予想から直ちに導かれる.

このMazur Wilesの定理は, Bernoulli数についての性質 p | Bp−i ⇐⇒ p | L(0, ω−i) = B1,ω−i

を考慮すると, 古典的なHerbrand Ribetの定理

p | Bp−i ⇐⇒ Aω
i

Q(µp)
̸= 0

の精密化となっていることに注意しておく.
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3 一般のCM拡大のイデアル類群

[K : k]が pと素という条件をはずすと, つまり [K : k]が pで割れる場合を考えると, 状況は
とたんに複雑になる. まず, Gal(K/k)の指標による成分を考えても, §2の最初で述べた (2)の
ような同型は存在しないから, Gal(K/k)のすべての指標 χに対してAχK がわかっても, AK の
情報は復元されない. また, Remark 2.2 (2)に述べたように, AχK はK によるので, L(0, χ−1)

だけでは決まらない. 実際, L(0, χ−1)は χの核に対応する体Kχ (χがGal(Kχ/k) ↪→ Q×
p な

る単射を導くようなKχ)のイデアル類群の情報しか持たない. Kχ/kは巡回拡大であり, これ
では巡回拡大の情報しかわからない. これから述べていくように, Gal(K/k)が巡回群と異な
る一般のK に対しては, そのイデアル類群はずっと複雑なものになる.

加群の大きさを表すのに Fitting idealというものを使う. このイデアルは大きさ以上の情
報も持っているが, そのことについてはここでは述べないことにする.

Rを可換Noether環, M を有限生成R加群として, Rm
A−→ Rn →M → 0というR加群の

完全系列があるとき, n行m列の行列Aを上のRm → Rnの行列表示として, Aの n× n小行
列式全体で生成されるRのイデアルを FittR(M)と書き, (initial) Fitting idealと呼ぶ (なお,

m < nのときは (0)と考える). このイデアルは上の完全系列の取り方によらない.

特に, Rが単項イデアル整域で, すべての極大イデアルの剰余体が有限体のとき (たとえば,

R = ZあるいはRが剰余体有限体の離散付値環のとき), 有限生成ねじれR加群M に対して,

#M = #(R/FittR(M))

となる. このように Fitting idealは大きさを表している. 上の式から, たとえば定理 2.1の式
(3)は FittOχ(A

χ
K) = (L(0, χ−1))と書ける.

K/kを有限次 abelな CM拡大とする. G = Gal(K/k)を

G = Gal(K/k) = ∆×Gp (#∆は pと素, Gpは p群)

と分解する. ∆の位数は pと素なので, §2の分解 (1)を用いて

Zp[Gal(K/k)] = Zp[∆][Gp] =
⊕

χ∈∆̂/∼

Oχ[Gp]

と分解すると, AK は
AK ≃

⊕
χ∈∆̂/∼

AχK

と分解する. ここに, AχK = AK ⊗Zp[∆] Oχ であり, AχK は Oχ[Gp]加群である. つまり, χを
G = Gal(K/k)の指標と取るのではなく, ∆の指標と取り, AK を分解するのである.

最初に述べたように, pは奇素数とする. ρ ∈ Gal(K/k)を複素共役として, A±
K = {x ∈ AK |

ρ(x) = ±x}とおくと, (ρの位数が pと素であることから) AK = A+
K ⊕ A−

K と分解する. K+

をKの中の最大総実部分体とすると, AK = AK+であり, AK+を理解するためには, L関数の
値以上の代数的対象 (Rubin-Stark元)が必要になる. そこでここでは, A−

K のみを考える. A−
K

は
A−
K ≃

⊕
χ∈∆̂/∼
χ(ρ)=−1

AχK
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と分解する. かくして, 奇指標 χに対して, Oχ[Gp]加群としてのAχKの様子がわかれば, A−
Kの

Galois加群としての様子が完全にわかる (§2で述べたように, χが奇指標であるとは, χ(ρ) = −1

ということである).

Sram(K/k)をK/kで分岐する有限素点全体の集合とする. v ∈ Sram(K/k)に対して, Iv ⊂
G = Gal(K/k)を惰性群, NIv =

∑
σ∈Iv σ ∈ Z[G], Frobv ∈ Gを vのFrobenius置換∈ G/Ivの

Gへの持ち上げ, Gの指標 ψに対して, eψ = (#G)−1
∑

σ∈G ψ(σ)σ
−1 とおく. G = Gal(K/k)

の指標 ψの L関数の値を用いて,

Uv = NIvZ[G] + (1− NIv

#Iv
Frob−1

v )Z[G] ⊂ Q[G],

Ω =
∑
ψ∈Ĝ

L(0, ψ−1)eψ ∈ Q[G]

とおき (Uv は Frobenius置換の持ち上げの取り方によらない),

Θ(K/k) = (
∏

v∈Sram(K/k)

Uv)Ω ⊂ Q[G]

と定義する (Sinnott-Kuriharaイデアルと呼ばれる).

χを∆の奇指標で, χ ̸= ωとすると, Θ(K/k)の χ成分Θ(K/k)χ ⊂ Qp(Imageχ)[Gp]は

Θ(K/k)χ ⊂ Oχ[Gp]

をみたし, Oχ[Gp]のイデアルとなることが示せる (cf. [14] Proposition 3.1).

さてここで, AχKのOχ[Gp]加群としてのFitting idealがわかれば, AχKの “大きさ”がわかる
ことになるが, FittOχ[Gp](A

χ
K)は少し難しく, 結果も複雑になる (最近, この方面で熱田・片岡

の結果 [1]がある). そこで, AχK の Pontryagin双対を取った (AχK)∨を考える. また, σ 7→ σ−1

が誘導するOχ[Gp]の involutionを#と書く. このとき, 次が証明された.

定理 3.1 (Dasgupta–Kakde [4] (2023)). χを奇指標, χ ̸= ωとする. このとき,

FittOχ[Gp]((A
χ
K)∨) = Θ(K/k)χ,#

が成立する.

この定理と同様の定理が,射類群ATKに対しても成立し,それがDasgupta Kakde [4]の主定理
である. 射類群版の定理からは,強Brumer Stark予想, Brumer Stark予想が導かれ, Dasgupta

KakdeはこうしてBrumer Stark予想を証明したのである. なお, 上で述べたDasgupta Kakde

の主定理は, 筆者の予想であった ([14] Conjecture 3.2).

定理 2.1の χ ̸= ωの場合の式 (3)は, 定理 3.1の特別な場合である.

さて, 定理 3.1により, ∆の奇指標 χで, χ ̸= ω に対しては, AχK の “大きさ”がわかった.

そこで, A−
K の “大きさ”を完全に知るためには, あとは χ = ω に対して, AωK の “大きさ”

がわかればよいが, 少なくとも現在の筆者には, 一般のK/kに対して, FittOω [Gp]((A
ω
K)∨)や

FittOω [Gp](A
ω
K)がどうなるのかはわからない.

また, Dasgupta Kakdeの数々の結果はすばらしいが, ω成分はまったく違う性質を持つ対
象であって, 彼らの定理を適用してわかる対象ではない.

そこで, 次の節では, この問題を (少しやさしい問題に変えて)岩澤加群に対して考えること
にする.
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4 円分Zp拡大と岩澤加群
岩澤理論は, 個々の代数体のイデアル類群を扱っているより, Zp拡大上の岩澤加群を扱う方

が, 統一的で一般的な理論ができるという岩澤健吉先生の発見に始まるわけだから, 上記の問
題をイデアル類群ではなく, 岩澤加群に対して考えるというのは, 自然な考えである.

今までと同じように, K/kを有限次 abelなCM拡大であるとして, K∞/K, k∞/kを円分Zp
拡大とする. 考えたいのは,

AK∞ = lim−→AKn

である (ここにKnはK∞/K の [Kn : K] = pnなる中間体である).

∆を §3の通りにGal(K/k)の pと素な成分として, Gal(K∞/k) = ∆× Γ, Γは pro-p群, と
書くことにする. Γ ≃ Zp×(有限 abel p群)であることに注意する.

AK = A+
K ⊕A−

K を考えたときと同様に, 複素共役の作用で分解するとAK∞ = A+
K∞

⊕A−
K∞

となる. A−
K∞
が知りたい対象である. AK∞ への∆の作用を用いて,

A−
K∞

≃
⊕

χ∈∆̂/∼
χ(ρ)=−1

AχK∞

と分解する. ∆ の奇指標 χ に対して AχK∞
は離散的な Oχ[[Γ]] 加群である. そこで, その

Pontryagin双対 (AχK∞
)∨はコンパクトな Oχ[[Γ]]加群となり, 有限生成ねじれ Oχ[[Γ]]加群で

あることが知られている. この加群の Fitting ideal FittOχ[[Γ]]((A
χ
K∞

)∨)が知りたい.

Fitting idealを記述するために Stickelberger elementを導入する. K/kを任意の有限次 abel

拡大とするとき,

θK/k =
∑

σ∈Gal(K/k)

ζ(0, σ)σ−1 ∈ Q[Gal(K/k)]

をStickelberger elementと呼ぶ. ここに, ζ(s, σ) = Σ
(
K/k
a

)=σ
Na−sは部分zeta関数で, ζ(0, σ) ∈

Qである.

まず, χ ̸= ω の場合を考える. (θKn/k)n≫0 は射影系をなし, χ ̸= ω のとき, θKn/k の χ成
分 θχKn/k

は Oχ[Γ(Kn/k)]に属す (Deligne Ribet [5]及び Pierrette Cassou-Noguès [3]). こ
こに, Γ(Kn/k)は Gal(Kn/k)の p成分である (Gal(Kn/k) = ∆ × Γ(Kn/k)). そこで射影系
(θχKn/k

)n≫0を θχK∞/kと書くと, これはOχ[[Γ]]の元となる. これが p進 L関数である (Γの任
意の位数有限の指標 ψに対し, (χψ)−1ωの p進 L関数を与える). Sram(K∞/k)でK∞/kで分
岐する kのすべての素点全体の集合, Spで kの pの上の素点と無限素点全体からできる集合
を表すことにする.

定理 4.1 (Kurihara [14] Theorem 4.4). χを奇指標で, χ ̸= ωとする. このとき,

FittOχ[[Γ]]((A
χ
K∞

)∨) = ((
∏

v∈Sram(K∞/k)\Sp

(1,
NIv

1− Frob−1
v

))θχK∞/k)
#

が成立する.

上の表示で, v ̸∈ Spであるから, vのK∞/kでの惰性群 Ivは有限群である. また, 1−Frob−1
v

はOχ[[Γ]]の非零因子であることに注意する (ここに無限次拡大K∞を考えるメリットがある).

よって, (1− Frob−1
v )−1はOχ[[Γ]]の全商環の中で考えることができるが, 右辺はOχ[[Γ]]に含

まれることが示せる.
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このように, この場合は p進 L関数を用いて Fitting idealが記述され, 岩澤主予想の精密
化が得られる. ([14] Theorem 4.4では µ = 0が仮定されているが, Dasgupta Kakdeによる定
理 3.1を用いれば, この仮定ははずすことができる.)

しかしながら, この原稿の話の流れから行くと, 本当に知りたいのは, χ = ωのときである.

χ = ωを扱うには, µp ⊂ K×, ∆ = Gal(k(µp)/k)としても一般性を失わない. そこで,そのよ
うに仮定する. 体K∞の∆不変部分を F∞と書く. F∞は総実代数体であり, Gal(F∞/k) = Γ

である. F∞の pの外不分岐な最大 abel pro-p拡大をMF∞,Sp/F∞とし, Gal(MF∞,Sp/F∞) =

XF∞,Sp と書く.

Kummer双対性 (cf. [10] §7)により, 次の同型が得られる:

(AωK∞)∨(1) ≃ XF∞,Sp . (5)

ここに, (1)は Tate twistである. この同型により, FittZp[[Γ]]((A
ω
K∞

)∨)を知るには, 総実代数
体上の岩澤加群XF∞,SpのFitting ideal FittZp[[Γ]](XF∞,Sp)を計算できればよいことがわかる.

5 総実代数体上の岩澤加群

前節でCM体のイデアル類群の問題が, 総実代数体上の岩澤加群の話に帰着されたので, こ
の節からは, CM体のことは忘れて, 総実代数体上の話をしていくことにする.

前節で, F∞/k は総実代数体の pro-p abel 拡大で, k の円分 Zp 拡大 k∞ を中間体に持ち,

[F∞ : k∞] < ∞となるものであった. そこで, この節では, F∞/kはこれらの条件をみたす総
実代数体の拡大であるとして, 話を始める.

F∞/kが上の条件をみたすとき, 有限次 abel拡大 F/kで, F∞/F が円分 Zp拡大であり,

F ∩ k∞ = k

となるものが存在する. そこで, このような F を取り, Gal(F/k) = Γ0と書くことにすると,

Γ = Gal(F∞/k) ≃ Γ0 ×Gal(k∞/k) ≃ Γ0 × Zp

となっている.

前節同様に Spを kの無限素点と p上の素点全体からなる集合, Sram(F/k)を F/kで分岐す
る素点全体の集合とする. また, Sを kの素点の有限集合で, S ⊃ Sram(F/k) ∪ Spをみたすも
のとする. F∞/F で分岐するのは pの上の素点しかないから, Sは F∞/kで分岐する kの素点
をすべて含むことになる.

ΛF∞ = Zp[[Γ]]とおく. Gal(F∞/F )の生成元 γ を 1 + T に対応させることにより, 群環
Zp[Γ0]上の冪級数環との同型 ΛF∞ ≃ Zp[Γ0][[T ]]が作れることに注意しておく.

任意の σ ∈ Γを 1に送ることによって得られる augmentation map ΛF∞ = Zp[[Γ]] → Zpの
kernelを IΓと書く.

指標 ψに対して, LS(s, ψ)を Sに属する有限素点の Euler積を除いてできる L関数とする.

ΛF∞ の全商環をQ(ΛF∞)と書く. Deligne Ribetの p進 L関数 gF∞/k,S ∈ Q(ΛF∞)は次の式で
特徴づけられる元である:

κnψ(gF∞/k,S) = LS(1− n, ψω−n),

ここに κ : Γ → Z×
p は円分指標, ψは Γの位数有限の指標, nは正の整数, κnψ : Q(ΛF∞) → Cp

は κnψによって誘導される環準同型写像である. gF∞/k,S は §4の Stickelberger elementから
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構成される. また, gF∞/k,S は Serreの意味で, Γの pseudo-measureとなっている ([15]). よっ
て, IΓgF∞/k,S ⊂ ΛF∞ が成り立つ.

また, aΓ0 を Γ0の群論的構造から決まる ΛF∞ のあるイデアルとする. Γ0 = Z/pn1 ⊕ · · · ⊕
Z/pns , 0 < n1 ≤ · · · ≤ nsとするときに, aΓ0 は n1, . . . , nsを用いて具体的に書けるイデアル
であるが, その具体的表示については煩雑となるので, [9] §1.2を見て頂きたい. ここでは, m

を ΛF∞ の極大イデアルとするとき,

aΓ0 ⊂ m
s(s−1)

2

となること, 及び Γ0 = (Z/pm)⊕sのときは,

aΓ0 = (pm, IΓ)
s(s−1)

2

となることだけ述べておく. 特に, s ≥ 2のとき aΓ0 ⊊ (1) = ΛF∞ である. Γ0の生成元の数を
上のように sとするとき, sについての 2次式の冪が出ていることに注意する.

定理 5.1 (Greither–Kurihara [7] Theorem 3.3, [8] Theorem 4.1). Sを上のように F∞/kで分
岐する素点と無限素点を含む kの素点の有限集合とするとき,

FittΛF∞ (XF∞,S) = aΓ0IΓgF∞/k,S

が成り立つ.

Remark 5.2. (1) 上記の論文 [7], [8]では µ = 0の仮定があるが, Dasgupta Kakdeの定理を
用いて, この仮定ははずすことができる. また, perfect complexの議論を詳細に行うことによ
り, この定理は p = 2の場合も証明できる.

(2)昔は, FittΛF∞ (XF∞,S) = IΓgF∞/k,Sという予測もあったのだが,定理 5.1により, s ≥ 2のと
き, この予測は誤りであることがわかる. sが大きくなると, 定理 5.1により, FittΛF∞ (XF∞,S)

は IΓgF∞/k,S よりずいぶん小さくなることがわかる. 特に, s ≥ 2 のとき, IΓgF∞/k,S は
FittΛF∞ (XF∞,S)に入らない.

(3)定理 5.1と §4最後の同型 (5)により, §4のK/kが pの外不分岐のときは, (AωK∞
)∨のFitting

idealもわかることになる.

F/kが pの外不分岐なときは, XF∞,Sp の Fitting idealは定理 5.1によってわかる. しかし,

F/kが pと素な素点でも分岐しているときは, FittΛF∞ (XF∞,Sp)の状況は大きく異なる.

S′をF/kで分岐するpと素な有限素点の集合とする. S′ ̸= ∅と仮定する. S = Sram(F/k)∪Sp
とする. S′ = S \Spである. このとき, p進L関数 gF∞/k,Sを修正した integralな元 hF∞/k,Sp

∈
ΛF∞ で, 次の性質で特徴づけられるものが存在する ([6] Theorem 1.5):

κnψ(hF∞/k,Sp
) = LS(1− n, ψω−n)

∏
v∈S′

1− ψ(v)N(v)n

1− ψ(v)N(v)n−1
,

ここに κ : Γ → Z×
p , ψ, nは gF∞/k,S を定義したときと同じでものである. hF∞/k,Sp

はいわゆ
る T -modificationとは異なることに注意する.

v ∈ S′に対して, vの Γ = Gal(F∞/k)での分解群を Γvと書く. Γvは Γの指数有限部分群で
ある. augmentation map Zp[Γ/Γv] → Zpを用いて, ΛF∞ 加群 Z0を

Z0 = Ker(
⊕
v∈S′

Zp[Γ/Γv] −→ Zp)
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と定義する (S′ ̸= ∅と仮定していることに注意する).

次にZ0の 1次片岡 shift Fitt
[1]
ΛF∞

(Z0)を取る. これは, P を射影次元が 1以下のねじれΛF∞

加群, 0 → N → P → Z0 → 0を ΛF∞ 加群の完全系列とするとき,

Fitt
[1]
ΛF∞

(Z0) = FittΛF∞ (P )−1 FittΛF∞ (N)

と定義される分数イデアルである. この分数イデアルは, 完全系列 0 → N → P → Z0 → 0の
取り方によらない ([11] Theorem 2.6). もっと一般の加群Mに対するn次片岡 shift Fitt

[n]
R (M)

については, [11]を参照してほしい. Fitt
[1]
ΛF∞

(Z0)は Z0という簡単な加群から決まる量であ
り, 分解群 Γv の様子だけで決まることに注意しておく.

S′ ̸= ∅のときは, 次が成り立つ.

定理 5.3 (Greither Kataoka Kurihara [6] Theorem 0.1). F/kで pと素な素イデアルが分岐
するとする. このとき,

FittΛF∞ (XF∞,Sp) = Fitt
[1]
ΛF∞

(Z0)hF∞/k,Sp

が成立する.

定理 5.1, 定理 5.3により, XF∞,Sp 及び §4の (AωK∞
)∨ の Fitting idealが計算されたことに

なる.

6 岩澤加群の生成元と関係式

この節では, pは任意の素数であり, p = 2も許すことにする.

定理 5.1の状況を考えよう. すなわち, Sは F∞/kで分岐する素点と無限素点をすべて含む
kの素点の有限集合として, XF∞,Sを考える. FittΛF∞ (XF∞,S)が定理 5.1のような複雑な姿を
しているということは, XF∞,S の複雑さを表している.

その複雑さを理解するために, XF∞,S の ΛF∞ 加群としての最小生成元の数と関係式の数が
どのくらいなのかという問題を考える.

R加群M に対して, genR(M)で, M の R加群としての生成元の数の最小値を表すことに
する. また, rR(M)で関係式の数の最小値を表すことにする. genΛF∞

(XF∞,S), rΛF∞ (XF∞,S)

について考えたい.

Mk,S/kを S の外不分岐な最大 abel pro-p拡大とする. F∞/kは, 仮定により, S の外不分
岐な abel pro-p拡大だから, F∞ ⊂ Mk,S である. Leopoldt予想が正しければGal(Mk,S/F∞)

は有限となるが, Gal(Mk,S/F∞)が有限生成Zp加群であることは (Leopoldt予想なしでも)わ
かる.

任意の abel群Gに対し, Gの p-rankとは, dimFp G/G
pのことである. s, tをそれぞれ Γ0,

Gal(Mk,S/F∞)の p-rankとする. 今の場合,

s = genZp
(Γ0), t = genZp

(Gal(Mk,S/F∞))

と言っても同じである.

genΛF∞
(XF∞,S), rΛF∞ (XF∞,S)について,片岡武典氏との共同研究で,最近,次の結果を得た.

72



定理 6.1 (Kataoka Kurihara [12]). s, tをそれぞれ Γ0, Gal(Mk,S/F∞)の p-rankとする. こ
のとき,

max{s(s+ 1)

2
, t} ≤ genΛF∞

(XF∞,S) ≤
s(s+ 1)

2
+ t

が成立する. また,

rΛF∞ (XF∞,S) =
s(s+ 1)(s+ 2)

6
+ genΛF∞

(XF∞,S)

である.

以上のように, sを動かすとき, genΛF∞
(XF∞,S)は sの 2次式のオーダー, rΛF∞ (XF∞,S)は

sの 3次式のオーダーで大きくなることが示された.

このように, XF∞,S は Γ0 = Gal(F/k)の p-rank sが大きいとき, 生成元の数も関係式の数
も多く, 想像されていたより, 複雑な加群となっている. なおこの情報は, XF∞,S の λ不変量,

µ不変量には反映されない情報である.
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