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1 分岐条件付き逆ガロア問題

K を代数体とする. K の実素点の個数 r1と複素素点の個数 r2の組 (r1, r2)を代数体K の
符号とよぶ.

符号つき逆ガロア問題 ([14]). 与えられた有限置換群Gと, Gの対合の共役類Cに対して, 代
数体Kであって, そのQ上のガロア閉包のガロア群がGと同型で, かつ複素共役の像がCに
一致するようなものは存在するか？

複素共役の含まれる共役類が定まれば, その代表元が固定する埋め込みの個数としてK の
符号が決まることに注意する.

この問題は理論的な興味だけではなく, 次のような数論的に意義がある. 例えば, CMアー
ベル多様体の構成には CM体 (複素共役の共役類が中心に含まれる体)の構成が必要である.

また, Kahre-Wintenberger の定理が成立する体を構成したければ, CMでない虚の体の構成
が必要である ([11, Theorem 3.8]など).

符号つき逆ガロア問題は一般には未解決であり, 系統的なアプローチも知られていない.

KlünersとMalleの代数体の database http://galoisdb.math.upb.de/home では次数 23ま
での群の符号つきガロア実現のデータがあるが, その中でも, いくつかの群についてはまだ未
解決になっている.

以下, Gと同型なガロア群をもつ有理数体の拡大体をG拡大とよぶ1.

上の問題について次が知られている.

命題 1.1 (Serre). 任意の有限群Gに対して, Q上のG拡大が存在するならば, 任意の有限群
Gは総実なG拡大として実現できる.

一方で有限素点を含めた分岐に関して次の問題が知られている.

最少分岐問題. 有限群 Gに対して d(G)で Gの生成元の最少個数をあらわすとき, ちょうど
d(G)個の素点が分岐するような tamely ramified G拡大が存在するか？

補註 1.2. • tamely ramifiedなG拡大では, 無限素点を含めると少なくとも d(G)個の素
点が分岐することが知られている.

• Gが p群ならば d(G) = dimFp G/(G
p[G,G])である.

これに関して次の結果がある.

定理 1.3 (Kisilevsky and Sonn [13]). セミアーベル p群Gに対して最少分岐問題は肯定的に
解ける.

1本稿で考察するガロア拡大は有理数体上のものに限る.
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ここで, セミアーベル群は次のように定義される.

定義 1.4 (Thompson [19]). S A を次の条件をみたす有限群の同型類の最小の族とする.

(i) 1 ∈ S A

(ii) G ∈ S A ならばGの任意の準同型像もS A に含まれる.

(iii) Aがアーベル群で C ∈ S A ならばA⋊ C ∈ S A .

このときS A の元に同型な群をセミアーベル群とよぶ.

定義から, すべてのアーベル群はセミアーベル群である. またセミアーベル群が可解群であ
ることもわかる. またセミアーベル群に対して, 構成的逆ガロア問題が様々な形で解決されて
いる. (Thompson [19], Stoll [18], Dentzer [2]).

次の補題はセミアーベル群の特徴づけを与える.

補題 1.5 (Stoll [18, Theorem 1]). 群Gが semiabelianであることと, Gがいくつかの巡回群
の wreath積の準同型像になることは同値である.

この補題により次の定義ができる.

定義 1.6. セミアーベル群Gに対して, wreath 長wl(G)を, 非自明巡回群C1, . . . , Cr が存在
し, Gが C1 ≀ (C2 ≀ · · · ≀ Cr)の準同型像となるような最少の個数 rで定義する.

補註 1.7. 一般にセミアーベル群Gに対して, 不等式

d(G) ≤ wl(G)

が成り立ち, Gが冪零群のときは
d(G) = wl(G)

が成り立つ.

定理 1.8 (Kisilevsky, Neftin and Sonn [12, Theorem 4.1]). セミアーベル群 G に対して,

tamely ramified G拡大では高々wl(G)個の素数が分岐する. 特に d(G) = wl(G)が成立する
セミアーベル群Gに対して最少分岐問題は肯定的に解ける.

p群は冪零群であるから補註 1.7から, d(G) = wl(G)が成り立つので, 定理 1.8は定理 1.3を
含んでいる.

以上で見てきたようにセミアーベル群は数論的に重要なガロア群の族を構成しているよう
に思われる. しかしながら, その定義は帰納的であり, 正体が掴みにくい. また補題 1.5も与え
られた群がセミアーベル群であることを示すのには使いにくい. セミアーベル群の登場初期の
頃を除いて, 群論の分野での研究はないに等しい. この状況を打開するために, 本研究ではセ
ミアーベル群の intrinsic characterizationを目標とした.
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2 セミアーベル群

2.1 セミアーベル群の基本的な性質

先に述べたように,

補題 2.1. アーベル群はセミアーベル群.

逆はもちろん正しくない. 例えばD4
∼= C2 ⋊ C4はセミアーベル群である. また,

補題 2.2. セミアーベル群は可解群である.

これも逆は正しくない. 例としては位数 24の群 SL(2, 3)がある.

次にいくつか知られている事実を述べる.

補題 2.3 (Thompson [19]). クラス 2の冪零群 ([G,G] ≤ Z(G)が成り立つ冪零群)はセミアー
ベル群.

これも逆は正しくない. 位数 2n+1 (n ≥ 2)の 2面体群D2n はセミアーベル群で, 冪零クラ
スは nである.

補題 2.4 (Thompson [19]). 任意の p-Sylow群が可換な可解群はセミアーベル群である. 特に
Gの位数が素数の 3乗で割れなければセミアーベル群.

位数 24のセミアーベル群でこの条件をみたさないものがある.

次の判定法は帰納的ではあるが使いやすい.

補題 2.5 (Dentzer [2, Theorem 2.3]). 非自明な有限群Gがセミアーベル群であるための必要
十分条件はGの可換正規部分群Aとセミアーベル真部分群Hが存在して, G = AHが成り立
つことである.

補註 2.6. 補題 2.5でA ∩H = 1ならば, H は補群 (complement)になりGはAとH の半直
積になる. A ∩H ̸= 1のとき, H を supplementとよんでいる群論の文献がある.

次の Stollの結果は適用範囲は限られるが, 帰納的ではない数少ない判定法である.

補題 2.7 (Stoll [18, Corollary 1 (b)]). 有限群Gが巡回群のアーベル拡大ならば, セミアーベ
ル群.

2.2 セミアーベル群と群の同質類

論文 [10]での一つ目の定理は次のものである.

定理 2.8. 2つの有限群G,H が同質であるとする. このときGがセミアーベル群であること
とH がセミアーベル群であることは同値である.

有限群の同質性 (isoclinism)の定義は次で与えられる.

定義 2.9 (Hall [4]). GとH が同質 (isoclinic)であるとは, 同型 φ : G/Z(G) −→ H/Z(G)が
あって, φが

[φ(g1Z(G)), φ(g2Z(G))] = ψ([g1Z(G), g2Z(G)])

をみたす同型 ψ : [G,G] −→ [H,H]を導くことである.
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大雑把に言えば, 2つの群の「非可換度」の違いが中心の大きさの違いくらいしかないとき
に同質というわけである. 例えば全てのアーベル群は一つの同質類をなす.

1つの同質類には stem群とよばれる Z(G) ≤ [G,G]をみたす群が位数の一番小さな群とし
て含まれる. 例えば位数 8の 2面体群D4の同質類の stem群はD4とQ8である.

したがって, stem群がセミアーベル群であることを確かめれば, それと同質な群は全てセミ
アーベル群であることが定理 2.8からわかる.

補註 2.10. Hall以来, 同質類の不変量は数多く知られている. いくつかあげると,

• G/Z(G)の位数

• [G,G]の位数

• Gが可解群ならば, その導来長

• Gが冪零群ならば, その冪零クラス

• Gの複素線形既約表現の表現次数の集合

などなど. 同質類の中には数論的な特徴づけがわかっているものもある (例えば [9]).

2.3 セミアーベル群とmonomial群

論文 [10]では次の十分条件を証明した.

定理 2.11. 有限冪零群Gが次の 2条件をみたせば, (少しの例外を除いて)セミアーベル群で
ある.

(P1) 任意の素数 p ≥ 3に対して, Gの p-Sylow部分群はmodular.

(P2) Gの 2-Sylow部分群はGは quaternion-free.

「少しの例外」は次節で述べる C型のWilkens群のことである.

modular群と quaternion-free群の定義を述べる.

定義 2.12. • p群Gがmodularであるとは, その部分群のなす束がモジュラー則をみた
すことである. 同値な定義として, 「Gの任意の部分群N,H に対してNH = HN が成
り立つ」が知られている.

• 2群Gが quaternion-freeであるとは, Gの任意の部分群の準同型像がQ8と同型にな
らないことである.

定理 2.11の発見の背景について説明する. まずGがmonomial群であるとは, Gの任意の
(複素線形)既約表現がGの部分群の 1次元表現から誘導されることであったことを思い出し
ておく.

セミアーベル群の性質を調べ始めたころ, 計算機実験を通して, セミアーベル群とmonomial

群が非常に近いクラスではないかという感覚を得た. 一方でmonomial群については次の命題
が証明されている.

命題 2.13 (Dornhoff [3, Theorem 2.6]). 有限可解群Gが次の 2条件をみたせば, monomial群
である.

60



(P1) 任意の素数 p ≥ 3に対して, Gの p-Sylow部分群はmodular.

(P2) Gの 2-Sylow部分群は quaternion-free.

当初, この命題のmonomial群をセミアーベル群に変えた命題を証明しようと考えた. 結局
のところは弱い定理 2.11の形になってしまった. その理由は次節に簡単に述べる.

次の予想は確からしく思われる.

予想. Gがセミアーベル群ならばmonomial.

この予想が成り立たない例を私は知らない. ただし逆は成り立たないことはわかっている.

Gが超可解ならばmonomialであるが, 位数 192の超可解群で, セミアーベル群でない群が存
在する.

2.4 定理 2.11の証明の概略

最後に定理 2.11の証明の概略を述べる. Gをmodular p群とする. このような群の構造は
岩澤 [7]以来, 詳しく調べられていて, 「GはG/N が巡回群になるような正規アーベル部分群
N をもつ」または「G はすべての部分群が正規であるような群に同型である」. 前者なら直
ちに G がセミアーベル群であることがわかる. 後者の場合はDedekindにより, そのような群
はQ8と基本アーベル 2群の直積であることが証明されていて, これはセミアーベル群である.

Gを 2群とする. Gが modular群であるときはすでに示したので, Gが mon-modularな
quaternion-free群とする. このような群はWilkens [21]と Janko [1, Section 9]により分類さ
れていて, その構造は A型, B型, C型にわかれる. A型, B型の場合には, 「GはG/N が巡
回群になるような正規アーベル部分群N をもつ」ことがわかってセミアーベル群であること
が従う.

C型の群はおおよそ次のような群Gである. k ≥ 3として,

M2k+1 = ⟨a, b | a2k = b2 = 1, ab = a1+2k−1⟩

とする. Gは極大基本可換正規部分群N をもち, 完全系列

1 // N // G //M2k+1
// 1

をみたす. この場合は長い計算により, 群が既約であることが示されセミアーベル群でないこ
とが導かれる. (群の既約性の定義は補註 3.1). 最小の C型の群の位数は 28である2.

Gを一般の冪零群とする. Gは p群の直積である. 仮定により各直積因子はセミアーベル群
なのでGもセミアーベル群になる.

monomial群Gに対して, 命題 2.13において, 仮定が「冪零」でなく「可解」ですんだのは,

Gが超可解ならばmonomialという定理が成り立っていて, 超可解性は部分群にも引き継がれ
て, そこで帰納法がうまく働くことによる. (この部分の議論については [20, Theorem I.2.10]

がわかりやすい).

セミアーベル群に対しても, 部分群に閉じているような性質をもつ群の族がセミアーベル群
であることが示されれば, 定理 2.11での仮定を弱められるものと考えられる.

一般の可解群については補題 2.4の一般化にあたる次が示せる.

系 2.14. 有限可解群Gの Fitting部分群が可換群ならばGはセミアーベル群.

ここでGの Fitting部分群 F (G)はGの最大正規冪零部分群として定義される.
2講演では間違ったことを話してしまいました.
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3 まとめ

可換群 //
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冪零群 // 超可解群

��

可解群 monomial 群oo

冪零クラス 2の群 //

??��������������������������

セミアーベル群

OO

?

99rrrrrrrrr

��

p-Sylow 群 が
modular (∀p ≥ 3)
かつ 2-Sylow群は
quaternion-free
な冪零群

//
例外あり
ks

任意の p-Sylow 群
が modular (∀p ≥
3)かつ 2-Sylow群
は quaternion-free
な可解群

ffLLLLLLLLLLLL

可約な群
任意の p-Sylow 群
がmodularな可解
群

OO

任意の p-Sylow 群
が可換な可解群

OO

��
Fitting部分群が可
換な可解群

^fEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE

EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE

補註 3.1. • 二重矢印が論文 [10]で新しく示されたところである. また波線矢印は予想で
ある.

• 枠で囲ったものは同質類で変わらない性質である.

• 有限群 G が既約であるとは, G の可換正規部分群がすべて, G の Frattini 部分群 (=

Gの極大部分群の共通部分)に含まれることである. この群の既約性はあまり一般的
な用語ではないが [17] で定義され, [2] で使われている. また代数体のデータベース
http://galoisdb.math.upb.de/homeでも使われている. (例えば 8T12の項をみよ).
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