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1 序

本研究の動機は以下の問題である.

問題. 有理数体上の楕円曲線に付随するMordell–Weil rankや Tate–Shafarevich群の位数な
どの数論的不変量が, 2次捻りによりどのように変化するか.

Birch and Swinnerton-Dyer (BSD)予想により, 代数体K上の楕円曲線EのMordell–Weil

rankはEのHasse–Weil L関数L(E/K, s)の s = 1における零点の位数と等しくなることが期
待されている. さらに, 強いBSD予想では L関数の中心値が L(E/K, 1) ̸= 0を満たすときに,

その値が Tate–Shafarevich群の位数や局所玉河数と結びつくことが予想されている. 本稿で
は, K = Qのときを扱う. 2次拡大Q(

√
m)/Q (dは平方因子をもたない整数)に付随するEの

2次捻りをE(m)とする. 一般には L(E(m)/Q, 1)は超越数であるため, その値の評価は非常に
難しい. そこで, E(m)/Qのmodelに付随する周期Ωで割った値L(alg)(E(m)/Q, 1) := L(E(m)/

Q, 1)/Ωが代数的数になることを用いて中心値を調べることができる. 以下の 2点を研究する
ことが上記の問題への有力なアプローチとなる:

(1) L(E(m)/Q, 1) ̸= 0となるようなmの条件.

(2) L(E(m)/Q, 1) ̸= 0であれば, 各素数 pに対する L(alg)(E(m)/Q, 1)の p進付値.

(1)については ords=1 L(E
(m)/Q, s)が 0, 1になるmの密度がそれぞれ 1/2ずつとなり, 2以

上となるmの密度は 0となることが密度予想により期待されている (cf. [4], [6, Conjecture

1.1]).

素数 pに対してL(alg)(E(m)/Q, 1)の p進付値を評価するという問題には多くの先行研究があ
る. まず虚数乗法をもつ楕円曲線に関する結果を述べる. C. Zhaoは mod 4で 1となるGauss

素数の積Dに対して, 素因子の数に関する帰納法を用いて ED2 : y2 = x3 −D2xの代数的部
分の 2進付値を Hecke L関数の言葉で評価した ([14], [15]). Zhaoの手法をもとに, 他の虚数
乗法をもつ捻りの族に対してもその Hecke L関数の代数的部分の 2進付値を評価する研究が
J. Coatesらにより行われている ([3], [5], [9]).

次に虚数乗法をもつとは限らない有理数体上の楕円曲線に関しての結果を述べる. 有理数体上
では, Wilesらにより示されたモジュラー性定理 ([1], [10])より, ある newform f ∈ S2(Γ0(N))

(N は楕円曲線のコンダクター)の L関数を調べればよい. mが奇数となるとき, 楕円曲線の

∗本稿は, 第 15回福岡数論研究集会における野本慶一郎氏 (株式会社光電製作所)と椎井亮太氏 (九州大学)と
の共同研究についての講演に基づく.
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2次捻り E(m) の L関数は導手がM となる原始的 2次 Dirichlet指標 χM に対して, L関数
L(f, χM , s) :=

∑
n

χM (n)an
ns と一致する. ただし, M は

M :=

|m| (m ≡ 1 mod 4),

4|m| (m ≡ 3 mod 4)

とする. 特に本研究では, L(f, χM , 1)の代数的部分の 2進付値を評価することを目的としてい
る. S. Zhaiはm ≡ 1 mod 4となる整数mに対して, いくつかの条件下で L(f, χM , 1)の代数
的部分の 2進付値を, モジュラー記号を用いて評価した [11]. その後 S. ZhaiはC. Li, L. Caiと
ともにその計算手法を改良し, より多くの 2次捻りに対して 2進付値の評価を行った ([2], [12],

[13]).

本研究では, Zhaiらの手法をさらに改良することで, より一般的な状況下で 2進付値の評価
を行うことに成功した. 以下, 主結果について述べるためにいくつかの記号を導入する.

Lf を f の周期格子 (§2で定義する)とする. このとき, ある Ω±
f ∈ Rが存在して

Lf = Ω+
f Z⊕ iΩ−

f Z または Lf = Ω+
f Z⊕

Ω+
f + iΩ−

f

2
Z

となることが知られている. また, M := 4nq1q2 · · · qn (n ∈ {0, 1}, qiたちは互いに異なる奇素
数)とし, χM を導手M の原始的 2次Dirichlet指標, χM の符号を sgn(χM ) := χM (−1)とす
る. 代数閉包Q2と埋め込みQ ↪→ Q2を固定し, v2を v2(2) = 1で正規化されたQ上の 2進付
値とする. 格子 Lf の形や nの値によって主張が煩雑になるので, ここでは主結果の概要を述
べる (詳細は §3で述べる).

定理 1.1 (A.–Nomoto–Shii). v := min
1≤i≤r

{v2(aqi − 2)} ≤ 2とすると

v2

L(f, χM , 1)

Ω
sgn(χM )
f

 ≥ v · r + εM,f .

ただし, εM,f はM , f に依存する整数である. さらに, {v2(aqi − 2)}1≤i≤rが全て等しいなどの
条件が満たされるときには, 上式の等号が成立する.

2 モジュラー記号と周期格子

f ∈ S2(Γ0(N))をFourier係数が全て有理数となる正規化された固有形式, Ef/Qを fに対応
する optimalな楕円曲線, ϕ : X0(N) → Ef をmodular parametrizationとする. Ef の global

minimal modelを一つ固定し, ωをNéron微分とする. このとき, ωに対するEf の周期格子は

LEf
=

Ω+
Ef

Z⊕ iΩ−
Ef

Z (∆Ef
> 0),

Ω+
Ef

Z⊕
Ω+

Ef
+iΩ−

Ef

2 Z (∆Ef
< 0)

という形をしている. ただし, ∆Ef
は固定されたmodelの判別式を表す.

定義 2.1 (周期格子). r ∈ P1(Q)を一つ固定する. このとき, f の周期格子 Lf を以下で定義
する:

Lf :=

{
2πi

∫ γ·r

r
f(z)dz

∣∣∣∣ γ ∈ Γ0(N)

}
.
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注意 2.2. 周期格子 Lf は rの取り方に依存しない.

f(q)dq/qはQ-線型空間 S2(Γ0(N))の基底であるから, ある定数 νEf
∈ Q×が存在して

νEf
f(q)

dq

q
= ϕ∗ω (1)

が成り立つ. 定数 νEf
はManin定数と呼ばれ, νEf

= 1となることが予想されている. 本稿で
は簡単のため, νEf

= 1と仮定する. このとき, 式 (1)より Lf = LEf
となるので, 結局

Lf =

Ω+
f Z⊕ iΩ−

f Z (∆Ef
> 0),

Ω+
f Z⊕ Ω+

f +iΩ−
f

2 Z (∆Ef
< 0)

という形をしていることがわかる. ただし, Ω±
f = Ω±

Ef
である. ∆Ef

> 0となるとき, Lf は
rectangularであるといい, そうでないときは Lf を non-rectangularという.

定義 2.3 (モジュラー記号). r ∈ P1(Q)に対して

⟨r⟩±f := πi

∫ r

i∞
f(z)dz ± πi

∫ −r

i∞
f(z)dz

と定める. 以降, 単に ⟨r⟩±f を ⟨r⟩±と書く.

定義から ⟨−r⟩± = ±⟨r⟩±であることや ⟨r⟩+が実数, ⟨r⟩−が純虚数であることがわかる. こ
こで

[r]+ :=
⟨r⟩+

Ω+
f

, [r]− :=
⟨r⟩−

iΩ−
f

とおく. このとき, [r]± ∈ Qとなることが知られている. 以下の定理により, L関数の中心値
はモジュラー記号とDirichlet指標の値の積の有限和で表されることが知られている.

定理 2.4 (Shimura–Manin, [7], [8, Theorem 5.6]). 導手がM である原始的 2次 Dirichlet指
標 χM に対して次が成り立つ.

L(f, χM , 1)

Ω
sgn(χM )
f

=
τ(χM )χM (−1)

M

∑
k∈(Z/MZ)×

χM (k)

[
k

M

]sgn(χM )

. (2)

ただし, τ(χM )はGauss和 τ(χM ) :=
∑M−1

k=0 χM (k)e
2πik
M を意味する.

定理 2.4から, 我々が取り組むべき問題は式 (2)の右辺の 2進付値を計算することに帰着さ
れる.

注意 2.5. 定理 2.4から, L(f, χM , 1)/Ω
sgn(χM )
f が代数的数であることがわかる.

3 主結果

本節では主結果である定理 1.1を正確に記述する.

固有形式 f は §2と同じものとし, その q展開を f(z) =
∑

n anq
nとする. 以降, δij と書いた

ら Kroneckerの deltaを表すものとする. また, M := 4nm := 4nq1q2 · · · qr (n ∈ {0, 1}, qiた
ちは互いに異なる奇素数), v := min

1≤i≤r
{v2(aqi − 2)} ≤ 2とする.
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3.1 Lf が rectangularな場合

本節では, Lf が rectangularとなるときを考える. まずは, n = 0の場合の結果を述べる.

定理 3.1 (A.–Nomoto–Shii). Lf を rectangular, n = 0とする.

任意の 1 ≤ i ≤ rに対して v2(aqi − 2) ≤ 2ならば

v2

L(f, χm, 1)

Ω
sgn(χm)
f

 ≥ v · r +min

{
δv,0, v2

(
L(f, 1)

Ω+
f

)}
. (3)

さらに, 任意の 1 ≤ i ≤ rに対して sgn(χqi) = 1ならば

v2

L(f, χm, 1)

Ω
sgn(χm)
f

 ≥ v · r +min

{
1 + δv,0, v2

(
L(f, 1)

Ω+
f

)}
. (4)

特に, 「v2(aq1 − 2) = · · · = v2(aqr − 2) = 0かつ v2(L(f, 1)/Ω
+
f ) = 1」または「v2(aq1 − 2) =

· · · = v2(aqr − 2) = 1かつ v2(L(f, 1)/Ω
+
f ) = 0」であれば式 (4)の等号が成立する.

注意 3.2. 上記定理の一つ目の式において, 等号成立する例を個別に見つけることはできるが
Fourier係数と L関数の中心値の代数的部分の 2進付値の情報だけでは記述できない.

次に n = 1の場合の結果を述べる.

定理 3.3 (A.–Nomoto–Shii). Lf を rectangular, n = 1とする. 任意の 1 ≤ i ≤ rに対して
v2(aqi − 2) ≤ 2となるならば, 以下が成立する:

v2

L(f, χM , 1)

Ω
sgn(χM )
f

 ≥ v · r − 1 + min

{
1, 1 + v2

(
L(f, 1)

Ω+
f

)
, v2

(
L(f, χ4, 1)

Ω−
f

)}
.

特に, v2(aq1 − 2) = · · · = v2(aqr − 2) = 1かつ v2(L(f, χ4, 1)/Ω
−
f ) = −1であれば上式の等号

が成立する.

さらに, 任意の 1 ≤ i ≤ rに対して sgn(χqi) = 1となるならば以下が成立する:

v2

L(f, χM , 1)

Ω
sgn(χM )
f

 ≥ v · r +min

{
1 + δv,0, v2

(
L(f, χ4, 1)

Ω−
f

)}
.

特に,「v2(aq1−2) = · · · = v2(aqr−2) = 0かつ v2(L(f, χ4, 1)/Ω
−
f ) = 0」または「v2(aq1−2) =

· · · = v2(aqr − 2) = 1かつ v2(L(f, χ4, 1)/Ω
−
f ) = −1」となるならば, 上式の等号が成立する.

3.2 Lf が non-rectangularな場合

本節では, Lf は non-rectangularであるとする.

まず, n = 0の場合の結果を述べる.
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定理 3.4 (A.–Nomoto–Shii). Lf を non-rectangular, n = 0とする. 任意の 1 ≤ i ≤ rに対し
て, v2(aqi − 2) ≤ 2ならば, 以下の式が成り立つ:

v2

L(f, χm, 1)

Ω
sgn(χm)
f

 ≥ v · r +min

{
δv,0, v2

(
L(f, 1)

Ω+
f

)}
.

さらに, 任意の 1 ≤ i ≤ rに対して sgn(χqi) = 1ならば, 以下の式が成り立つ:

v2

L(f, χm, 1)

Ω
sgn(χm)
f

 ≥ v · r +min

{
1 + δv,0, v2

(
L(f, 1)

Ω+
f

)}
.

特に, 「v2(aq1 − 2) = · · · = v2(aqr − 2) = 0かつ v2(L(f, 1)/Ω
+
f ) < 1」または「v2(aq1 − 2) =

· · · = v2(aqr − 2) = 1かつ v2(L(f, 1)/Ω
+
f ) < 0」であれば上式の等号が成立する.

次に n = 1のときの結果を述べる.

定理 3.5 (A.–Nomoto–Shii). Lf を non-rectangular, n = 1とする. 任意の 1 ≤ i ≤ rに対し
て, v2(aqi − 2) ≤ 2ならば, 以下の式が成り立つ:

v2

L(f, χM , 1)

Ω
sgn(χM )
f

 ≥ v · r +min

{
δv,0, v2

(
L(f, 1)

Ω+
f

)}
.

特に, v2(aq1 − 2) = · · · = v2(aqr − 2) = 0かつ

v2

(
L(f, χ4, 1)

Ω−
f

)
< min

{
0, v2

(
L(f, 1)

Ω+
f

)}
,

または v2(aq1 − 2) = · · · = v2(aqr − 2) = 1かつ

v2

(
L(f, χ4, 1)

Ω−
f

)
< −1 + min

{
0, v2

(
L(f, 1)

Ω+
f

)}
であれば, 上式において等号が成り立つ.

さらに, 任意の 1 ≤ i ≤ rに対して sgn(χqi) = 1ならば, 以下の式が成り立つ:

v2

L(f, χM , 1)

Ω
sgn(χM )
f

 ≥ v · r +min

{
1 + δv,0, v2

(
L(f, 1)

Ω+
f

)}
.

特に,「v2(aq1−2) = · · · = v2(aqr−2) = 0かつ v2(L(f, χ4, 1)/Ω
−
f ) < 0」または「v2(aq1−2) =

· · · = v2(aqr − 2) = 1かつ v2(L(f, χ4, 1)/Ω
−
f ) < −1」となるならば, 上式において等号が成立

する.

4 証明の概要

本節では, 定理 3.1-定理 3.5の証明の概要を述べる. ただし, いずれの場合も全く同様に証明
されるため, 本節後半では定理 3.1の証明を行う. 証明の基本的な流れは Zhai氏の論文 [11]で
構成され, その後 [12], [13], Cai–Li–Zhai[2]において改良されたものに則っている. 証明のポ
イントとしては, 以下が挙げられる:
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• M の素因数の数に関する帰納法 (Zhao’s method)を用いる.

• 今回の目的は, ∑
k∈(Z/MZ)×

χM (k)

[
k

M

]sgn(χM )

の 2進付値の計算であるが, M だけでなくM の因数全てに対して上記と同様の和

TD,M :=
∑

k∈(Z/MZ)×
χD(k)

[
k

M

]sgn(χD)

および TD,M たちの和
∑

D|M TD,M を考える. 以降, 簡単のため TM := TM,M と表す.

今回の共同研究により, M の素因数 qiが qi ≡ 3 mod 4となる場合やM が 4の倍数となる場
合へと証明を拡張している.

まず, 帰納法より以下の補題が示すことができる.

補題 4.1. M := 4nm := 4nq1q2 · · · qr (n ∈ {0, 1}, qiは互いに異なる奇素数)とする. このと
き, 各 k ∈ (Z/MZ)×に対して, 以下が成り立つ:

∑′

D

χD(k) =


r∏

i=1

(1 + χqi(k)) (n = 0),

χ4(k)

r∏
i=1

(1 + χqi(k)) (n = 1).

ただし,
∑′

D
は「n = 0ならばD = dはmの正の因数を全てわたり, n = 1ならばD = 4dは

mの正の因数全体をわたる」ことを意味する.

ここで, 初等的な計算により以下の等式がしたがう:

∑′

D

TD,M =
∑

k∈(Z/MZ)×

(∑′

D

χD(k)

)([
k

M

]+
+

[
k

M

]−)
.

また, 証明は省略するがモジュラー記号の 2進付値については以下が成り立つ.

補題 4.2. M := 4nm := 4nq1q2 · · · qr (n ∈ {0, 1}, qiは互いに異なる奇素数)をN と互いに素
な整数とする. また, kをM と互いに素な整数とする.

(i) Lf が rectangularならば

⟨k/M⟩+ − ⟨0⟩+ ∈ Ω+
f Z, ⟨k/M⟩− ∈ iΩ−

f Z

が成り立つ.

(ii) Lf が non-rectangularならば

2⟨k/M⟩+ − 2⟨0⟩+ ∈ Ω+
f Z, 2⟨k/M⟩− ∈ iΩ−

f Z

が成り立つ.

さらに, いずれの場合も以下が成り立つ:

v2

([
k

M

]+
+

[
k

M

]−)
≥ min

{
0, v2

(
L(f, 1)

Ω+
f

)}
.
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命題 4.3. M = 4nq1 · · · qr (n ∈ {0, 1}, qiは互いに異なる奇素数)はN と互いに素とする. こ
のとき

v2

(∑′

D

TD,M

)
≥ r +min

{
0, v2

(
L(f, 1)

Ω+
f

)}
. (5)

ただし, Dは n = 0のときはM の全ての正の因数を, n = 1のときはD ≡ 0 mod 4となるよ
うな正の因数Dをわたるものとする.

証明. 付値の性質と補題 4.1, 補題 4.2から

v2

(∑′

D

TD,M

)
≥ min

k∈(Z/MZ)×

{
v2

(∑′

D

χD(k)

)
+ v2

([
k

M

]+
+

[
k

M

]−)}

≥ min
k∈(Z/MZ)×

{
r∑

i=1

v2(1 + χqi(k)) + min

{
0, v2

(
L(f, 1)

Ω+
f

)}}

≥ r +min

{
0, v2

(
L(f, 1)

Ω+
f

)}
.

命題 4.4. M を命題 4.3と同様にとる. M の正の因数DとM/Dの素因数 q > 2に対して, 以
下の等式が成立する:

TD,M = (aq − 2χD(q))TD,M
q
.

証明の概要. まず, 集合 (Z/MZ)×は以下の集合{
kM

q
+ k′

∣∣∣∣∣ k ∈ (Z/qZ)×, k′ ∈
(
Z
/

M

q
Z
)×
}

と同一視できる. この同一視により

TD,M =
∑

k′∈(Z/(M/q)Z)×
χD(k

′)
∑

k∈(Z/qZ)×

[
k(M/q) + k′

M

]sgn(χD)

(6)

と表すことができる. ここで, モジュラー記号へのHecke作用素 Tq の作用

Tq[r]
± = [qr]± +

∑
k∈Z/qZ

[
k + r

q

]±
において, r = k′q/M を代入すると, 以下の等式が得られる:

∑
k∈Z/qZ

[
k(M/q) + k′

M

]sgn(χD)

= aq

[
k′q

M

]sgn(χD)

−
[
k′q2

M

]sgn(χD)

. (7)

さらに, 式 (7)を式 (6)に代入することにより主張を得る.

命題 4.4を繰り返し適用することで以下の系が得られる.
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系 4.5. M := 4nm := 4nq1q2 · · · qr (n ∈ {0, 1}, qiは互いに異なる奇素数)とする. このとき

TD,M = TD
∏
q|M

D

(aq − 2χD(q)).

系 4.5から特に以下がしたがう:

T1,m =

r∏
i=1

(aqi − 2) · L(f, 1)
Ω+
f

, T4,4m =

r∏
i=1

(aqi − 2χ4(q)) · τ(χ4)
L(f, χ4, 1)

Ω−
f

, (8)

Td,m =
∏
q|m

d

(aq − 2χd(q)) · τ(χd)
L(f, χd, 1)

Ω
sgn(χd)
f

(d ̸= 1,m).

命題 4.3と式 (8)を用いて定理 3.1の証明を行う.

定理 3.1の証明. 簡単のため v = 0のときを示す. 不等式 (5)より

v2

T1,m +
∑
d|m

d ̸=1,m

Td,m + Tm

 ≥ min

{
1, v2

(
L(f, 1)

Ω+
f

)}
.

また, 式 (8)より

v2(T1,m) =
r∑

i=1

v2(aqi − 2) + v2

(
L(f, 1)

Ω+
f

)
≥ v2

(
L(f, 1)

Ω+
f

)
.

主張を rに関する帰納法 (Zhao’s method)により証明する. まず r = 1のときを示す. この場
合, 不等式 (5)は

v2 (T1,m + Tm) ≥ min

{
1, v2

(
L(f, 1)

Ω+
f

)}
.

ここで, 式 (8)より

v2(T1,m) = v2

(
L(f, 1)

Ω+
f

)
≥ min

{
1, v2

(
L(f, 1)

Ω+
f

)}
であるから, 上式と合わせて

v2 (Tm) ≥ min

{
1, v2

(
L(f, 1)

Ω+
f

)}
でなければならない.

1, . . . , r − 1で主張が成り立つと仮定する. このとき式 (8)より, d | m (d ̸= 1,m)に対して

v2(Td,m) =
∑
q|m

d

v2(aq − 2χd(q)) + v2(Td)

=
∑
q|m

d

v2(aq − 2) + v2(Td)

≥ v2(Td)

≥ min

{
1, v2

(
L(f, 1)

Ω+
f

)}
.
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ただし, 最後の不等号は帰納法の仮定よりしたがう. よって以下の式を得る:

v2

 ∑
d|m

d̸=1,m

Td,m

 ≥ min

{
1, v2

(
L(f, 1)

Ω+
f

)}
.

あとは r = 1のときと同様の議論により定理 3.1の式 (3)の証明が完了する. 定理 3.1の式 (3)

以降の部分についても, これまでの議論を用いることで証明できる.

5 具体例

最後に, 主結果の具体例を挙げる.

f ∈ S2(Γ0(34))を正規化された固有形式

f = q + q2 − 2q3 + q4 − 2q6 − 4q7 + q8 + q9 +O(q11)

とする. このとき f に対応する optimalな楕円曲線は E/Q : y2 + xy = x3 − 3x+ 1で与えら
れる. また, Lf は rectangularであり, L(f, 1)/Ω+

f = 1/3が成り立つ. ここで, 集合Mを

M := {m = q1q2 · · · qr | qi :互いに異なる奇素数, χqi(−1) = 1, v2(aqi − 2) = 1 (1 ≤∀ i ≤ r)}

とおくと
M = {5, 29, 39, 61, 109, 145, 173, 181, 185, 197, . . .}

がわかる. さらに, 密度定理によりMは無限集合である. このとき, 定理 3.1より

v2

L(f, χm, 1)

Ω
sgn(χm)
f

 = 1 · r +min{1 + 0, 0} = r

が得られる. 特に, L(f, χm, 1) ̸= 0がしたがう.
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