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1 序論

本稿は近年注目を集めている「量子モジュラー形式」という新しい対象のサーベイ記事で
ある. 本稿の内容は第 14回福岡数論研究集会における筆者の講演「量子モジュラー形式につ
いて」に基づいている.

量子モジュラー形式は数論的対象でありながら, 不思議なことに 3次元トポロジーや場の量
子論, 頂点作用素代数といった様々な分野と関係する. また期待されている性質が様々あるが,

基本的なことですら未解明な部分が多々ある. そのような神秘的な対象である量子モジュラー
形式に興味を持つきっかけとなれば幸いである.

本稿の構成を述べる. 2節では量子モジュラー形式の概要を述べ, 3節では量子モジュラー形
式に対して知られている様々な q級数的性質を述べる. 最後に 4節では未解決問題を紹介する.

2 量子モジュラー形式とは

2.1 量子モジュラー形式の概略

整数論における最も重要な対象の一つにモジュラー形式がある. モジュラー形式は単に「対
称性の高い複素関数」として抽象的に定義されるが, 不思議なことに様々な数学の分野の, それ
も非常に深い部分に思いがけない形で具体例として現れる. 例を挙げると, 楕円曲線のモジュ
ラー性定理, モンスター群のムーンシャイン, 最密球充填, 格子暗号, 等スペクトル問題 (太鼓
の形を聴けるか？), Selbergゼータ関数, スペクトルグラフ理論, 虚数乗法論, 超特異楕円曲線,

虚二次体の類数, 多重ゼータ値, 合同数問題, 整数の分割など枚挙にいとまがない. モジュラー
形式を取り巻くこのような状況は Zagierによって “Modular forms are everywhere”「モジュ
ラー形式は万物に宿る1」)と評されるほどである.

かくも豊穣な対象であるモジュラー形式が 3次元トポロジーにおいても出現することが近
年判明した. その現れ方は一風変わっており, 単にモジュラー形式が現れるのではなく, ある
意味で「離散版モジュラー形式」とでも呼べるような対象として顕現する (本項最後の 2.1を
参照のこと). それこそが本稿の主題である「量子モジュラー形式」である.

量子モジュラー形式が関わるのは 3次元トポロジーのみに留まらず, 位相的場の理論や頂
点作用素代数とも関係する. また数論においては

モック

擬テータ関数や
フォルス

偽 テータ関数, Gauss和,

Dedekind和との関係が知られており, モジュラー形式と同様に様々な文脈で量子モジュラー
形式の具体例が出現することが分かっている.

その一方で, 量子モジュラー形式の定義や性質などの抽象論は現状ではまだ樹立されていな
い. このように具体例が先行し後追いで抽象論が整備されるというタイプの発展を遂げる理論

1この訳は筆者による.
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は数学においてたくさん存在するが, 特にモジュラー形式論において顕著に見られるように思
われる. 例えばWeierstrassの℘関数や Jacobiのテータ関数といった古典的な関数について,そ
のモジュラー形式としての側面が組織的に研究されたのは 1985年のEichler–Zagier [15]が最初
である. また近年爆発的に研究が推し進められている

モック

擬モジュラー形式の理論もそのようなタ
イプの発展を遂げている. 実際,

モック

擬モジュラー形式の研究は 1920年のRamanujanによる
モック

擬
テータ関数の発見に端を発するが, その抽象的な定式化には実に 80年以上の歳月を要している
(2002年のZwegersの学位論文 [43]で画期的な進展が得られ, ほぼ同時期にBruinier–Funke [8]

によって調和 Maass 形式が導入された後, 更にいくつかの重要な仕事を受けて Zagier [41]に
よって 2009年に定式化された).

モック

擬モジュラー形式の抽象論はまだ発展途上な部分も多く, 例
えば古典的なモジュラー形式に対して知られている幾何的・表現論的な取り扱いはまだ完成し
ていない. そのような

モック

擬モジュラー形式の研究状況を後追いしているのが現状の量子モジュ
ラー形式の研究状況である.

注意 2.1. 上で「離散版モジュラー形式」という表現を用いたが, これはモジュラー形式がモ
ジュラー変換則を満たす複素関数であるのに対して, 量子モジュラー形式はモジュラー変換則
を満たすQ上の写像であることを表す意図によるものであり, 量子力学で離散的な物理量が扱
われることとは無関係である. 確かに「量子モジュラー形式」という語には「量子力学と関係
するモジュラー形式の類似物」という意味が込められている. だがこれは「古典力学↔量子
力学」という対立における「連続的な物理量↔離散的な物理量」の類似として「モジュラー
形式↔量子モジュラー形式」という対応を考えているわけではない. また「q類似」(q → 1

による極限が古典的な状況を復元するように変数 qを加えること)を「量子化」と呼ぶことも
あるが, この意味で量子モジュラー形式が「モジュラー形式の量子化」となっているわけでも
ない.

「量子モジュラー形式」の「量子」はもっと間接的な由来である. すなわち, 数理物理学に
おける場の量子論の手法を用いて得られる量子不変量という 3次元トポロジーの対象があり,

その量子不変量が量子モジュラー形式の例として現れることに由来するのである. 結果的に量
子モジュラー形式は「離散版モジュラー形式」とでも呼べるような対象となっているが, これ
は偶然であると思われる.2

2.2 量子モジュラー形式の定義

量子モジュラー形式が発見される契機となったのは Lawrence–Zagier [34]による 3次元ト
ポロジーの研究である. 彼らはWittenの漸近展開予想という 3次元多様体に関する重要な予
想を非自明で最も簡単な場合に解決したのだが, その鍵となったのは量子不変量と呼ばれる重
要な不変量が

フォルス

偽 テータ関数と呼ばれる無限級数の有理数3 への極限値として表示されること
を発見したことにある. ここで

フォルス

偽 テータ関数とは定数N ∈ Z>0, a ∈ Zに対し変数 τ に関す
る無限級数として

θ̃N,a(τ) =

∞∑
n=−∞

sgn(n)qN(n+a)2 , q := e2π
√
−1τ

2奇妙な符合ではあるので何か意味を見出せるのかもと期待したくなるが, 実現は難しいように筆者は考えてい
る. なぜなら「量子モジュラー形式↔量子不変量↔場の量子論」の類似としてのモジュラー形式の対応物がト
ポロジーや数理物理に知られているわけではなく (そもそもモジュラー形式には量子化するまでもなく始めから q
が付いている), またそもそも量子不変量が何かしらの不変量の量子化になっているわけではないためである.

3ここで言う「有理数」とは, モジュラー形式論の用語で言えば「カスプ」のことである.
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のような表示式で定義されるものである. 通常のテータ関数は

θN,a(τ) =

∞∑
n=−∞

qN(n+a)2

と定義されるが, この無限和に符号の項を付け加えたものが
フォルス

偽 テータ関数とナイーブに呼ば
れている. 通常のテータ関数はモジュラー変換, すなわち変換 τ 7→ −1/τ に関する綺麗な変換
則を満たすが,

フォルス

偽 テータ関数のモジュラー変換には誤差項が現れる. この歪んだモジュラー
変換則において有理数への極限値を取ることで量子不変量が歪んだモジュラー変換則を満た
すことが分かり, その帰結としてWittenの漸近展開予想が解決されるのである.

以上の証明をまとめると, 結局のところ Lawrence–Zagierが示したのは量子不変量を写像
f : Q → Cとみなしたとき, それが歪んだモジュラー変換則を満たすということである. Za-

gier [42]はそのような写像 f : Q→ Cは量子不変量の他にも多々存在することを発見し, それ
を「量子モジュラー形式」と命名した. ただし Zagierは「量子モジュラー形式」の正確な定
義を与えることはせず, 代わりに少なくとも

ある整数 κに対し4, f(x+ 1)− f(x), f(x)− x−κf(−1/x)がRのある開集合上の
実解析的関数に延長される

という性質を満たしているべきであると Zagier [42]は述べている. 従って現状では「量子モ
ジュラー形式」は公理的に定義された対象ではなく, 数学的な現象を捉えるための用語である.

一方で近年の研究論文では簡便のために, 上の性質を持つ関数を量子モジュラー形式と定義す
る, と言い切ってしまうことが多いので注意が必要である.

上で述べた量子モジュラー形式が満たすべき性質においてポイントとなるのは「実解析的
関数に延長される」という部分である. 通常のモジュラー形式の定義では

f(x+ 1) = f(x), f(x) = x−κf(−1/x)

というずっと強い性質を仮定するが, もしこの誤差項無しのモジュラー変換則を f が満たすな
ら, ある定数 c ∈ Cが存在して任意の互いに素な整数 hと k > 0に対し f(h/k) = ckκと書ける
ことが分かり ([45, 観察 2.1]), 結局 f としては自明なものしか現れないことになる. 従って量
子モジュラー形式の場合にはモジュラー変換則に誤差項が生じるというのが肝要なのである.

2.3 量子モジュラー形式の例

現在知られている量子モジュラー形式の多くは次のような状況で現れる.

例 2.2. 上半平面 H := {τ ∈ C | Im(τ) > 0}上の写像 f : H → Cは f(x + 1) = f(x)を満た
し, またある整数 κに対し φ(τ) := f(τ) − τ−κf(−1/τ)が Rのある開集合上の実解析的関数
に延長され, 更に任意の有理数 x ∈ Qに対し極限値 f(x) := limτ→x f(τ)が収束すると仮定す
る. このとき写像 f : Q→ Cは定義から量子モジュラー形式である.

この例における写像 f : H → Cの例としては, 上述した
フォルス

偽 テータ関数や
モック

擬モジュラー形
式の他, 重さが 2か奇数のEisenstein級数, モジュラー形式のEichler積分などがある. それら
の有理数への極限値として種々の量子モジュラー形式の例が知られている. 例えば Zagier [42]

4ここで固定している整数 κはモジュラー形式論における「重さ」のことである. モジュラー形式論において
重さは通常 k という文字で表すが, 写像 f : Q → Cの変数として x = h/k を用いるため使用を避けた.
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は量子モジュラー形式の例として, Dedekind和, Ramanujanの関数 σ(q)5 の 1の冪根への極
限値, 固定された判別式を持つ二次形式のある種の和, Kontsevich級数, Poincaréホモロジー
球面のWitten–Reshetikhin–Turaev不変量, 色付き Jones多項式の六つを挙げている. これ
ら六つの例を一般化する研究も多数あり, 例えばDedekind和の量子モジュラー性は「相互則
(reciprocity)」とも呼ばれ, Bettin–Conrey [6]の余接和を始めとして様々な状況への一般化や
精密化がなされている ([2, 7, 5, 17, 18])6. Ramanujanの関数 σ(q)の量子モジュラー性に関
連する研究は [46, 1節]で解説されている. Kontsevich級数の量子モジュラー性の一般化は
3.2で述べる. Witten–Reshetikhin–Turaev不変量の量子モジュラー性に関する研究は [45, 4

節]にまとめてある. 色付き Jones多項式の量子モジュラー性については, 8の字結び目の場
合にGaloufalidis–Zaiger [20, Section 8]が証明を与えており, 更に彼らは一般の双曲結び目に
対して予想を定式化している (後述の 4.1参照). またトーラス結び目の場合には樋上 [27], 樋
上–Kirillov [29, 30], 樋上–Lovejoy [31]による研究がある.

以上から分かるように量子モジュラー形式の研究はその出自に起因して, 抽象論を樹立する
方向というよりはむしろ, 興味深い具体例を個々に調べることで様々な数学的対象が「量子モ
ジュラー性」という何か新しい性質を持つことを述べることに重点を置く方向で現在のとこ
ろ進展している.

3 量子モジュラー形式の q級数的現象

本節では, 古典的なモジュラー形式には見られない量子モジュラー形式特有の q級数的現象
を紹介する. これらの現象はいずれも特殊な場合に技巧的な計算によって観察されており理論
的な理解はなされていない. なおこのような研究状況は q級数の研究においてよく現れるよう
に思われる.

また, 本節で紹介する現象はいずれも 3次元トポロジーにおける量子不変量の研究に端を
発している. 筆者の感覚では, 量子モジュラー形式について深い仕事をするには 3次元トポロ
ジーからの動機が必要不可欠で, 純粋に数論的な動機のみで研究を行おうとすると適切な一般
化の方向性を見失ってしまうことがあるように感じられる. 例えば, 3.2で紹介する現象では
ある mod12のDirichlet指標が現れる. これは数論の立場からすると単にDirichlet指標であ
るという性質だけに着目してしまいそうになるが (筆者の場合), 背後に隠れている結び目や 3

次元多様体から現れているということが実はどうやら重要なようである. つまり 3次元トポロ
ジーの方が数論よりも繊細に物事を見ていると述べられるかもしれない. そのため, 本節で紹
介する量子モジュラー形式の現象を研究するためには 3次元トポロジーからの考察が非常に
重要であると筆者には思われる.

本節を通して Pochhammer記号 (a; q)n = (a)n := (1− a)(1− aq) · · · (1− aqn−1)と q二項
係数 [

n

m

]
:=


(q)n

(q)m(q)n−m
if 0 ≤ m ≤ n,

0 otherwise

を用いる.

5これは
モック

擬テータ関数ではないので注意が必要である. このことは松坂俊輝氏に教えて頂いた.
6これらの対象は正確には上述した意味での量子モジュラー形式にはならないが, そのモジュラー変換則に分

子や分母が変数として現れるという量子モジュラー形式を考察する上で大変示唆的な性質を持つので Zagier [42,
Example 0]において “prototype”と称されている.
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3.1 Mock v.s. False現象

Mock v.s. False 現象とは, 量子モジュラー形式 f : Q → C に対してある
モック

擬テータ関数
f0 : H→ Cとある

フォルス

偽 テータ関数 f∗
0 : H→ Cが存在して, 任意の有理数 xに対し

f(x) = lim
τ→x

f0(τ) = lim
τ→−x

f∗
0 (τ)

と表される現象のことである. このような現象は全ての量子モジュラー形式に対して確認され
ているわけではなく, ごく限られた例でのみ知られている. この現象が起こるのは

モック

擬テータ
関数 f0(τ)のEuler型表示式で q 7→ q−1としたときに

フォルス

偽 テータ関数 f∗
0 (τ)のEuler型表示式

に一致する状況の場合である.

Mock v.s. False現象を初めて発見したのも Lawrence–Zagier [34]である. 彼らは Poincaré

ホモロジー球面に関連したMock v.s. False 現象を観察している.

それを受けて樋上 [24]は多くの
モック

擬テータ関数に対しMock v.s. False 現象を確かめ, それら
のうちのいくつかはある種の 3次元多様体のWitten–Reshetikhin–Turaev不変量と対応する
ことを示している (対応の一覧は [24, pp. 527]にある). 樋上の得た等式を一つだけ紹介する.

定理 3.1 ([24, Proposition 1 and 2, Theorem 1]). Ramanujanの 5階のモックテータ関数

χ0(q) :=

∞∑
n=0

qn

(qn+1)n

に対し

χ∗
0(q) := 2− χ0(q

−1) = 2−
∞∑
n=0

(−1)nqn(3n−1)/2

(qn+1)n

とおくと

χ∗
0(q) =

∑
n≥0, n2≡1 mod 30

(−1)⌊n/30⌋q(n2−1)/120 =

∞∑
n=0

qn(qn)n

が成り立つ.

樋上 [24]はここに登場した
フォルス

偽 テータ関数 χ∗
0(q)が Poincaréホモロジー球面 Σ(2, 3, 5)の

Witten–Reshetikhin–Turaev不変量WRTN (Σ(2, 3, 5))(N ∈ Z>0)と関係することに注意して
いる. 実際, Lawrence–Zagierによって

ζN (ζN − 1)WRTN (Σ(2, 3, 5)) = 1− 1

2
lim

q→ζN
χ∗
0(q)

が示されている.

なお, 3.1は次項で紹介する “strange identity”ともみなせることに注意する.

Bringmann–Folsom–Rhoades [9]は普遍
モック

擬テータ関数という数論由来の無限級数に対する
Mock v.s. False 現象を与えている. 以下に抜粋して紹介する.

定理 3.2 (Bringmann–Folsom–Rhoades [9]). 複素数 q, wであって

|q| < 1, w /∈ {0, qn | n ∈ Z}

を満たすものに対し以下の等式が成立する.
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(1) ([9, Theorem 4.1 and 4.2]) 普遍
モック

擬テータ関数

g2(w; q) :=
∞∑
n=0

(−q)n
(w)n+1(w−1q)n+1

qn(n+1)/2

に対し

g2(w
−1; q−1) =

∞∑
n=0

(−1)n+1w2n+1qn
2

が成り立つ.

(2) ([9, Theorem 3.1 and 3.2]) 普遍
モック

擬テータ関数

g3(w; q) :=
∞∑
n=0

1

(w)n+1(w−1q)n+1
qn(n+1)

とDirichlet指標

χ12(n) :=

(
12

n

)
=

(−1)m n = 6m± 1,

0 otherwise

に対し

g3(w
−1; q−1) = −w − w2

∞∑
n=0

χ12(n)w
(n−1)/2q(n

2−1)/24

が成り立つ.

(3) ([9, Theorem 5.1 and 5.2]) 普遍
モック

擬テータ関数

K(w; q1/2) :=
∞∑
n=0

(q1/2)n
(wq)n+1(w−1q)n

(−1)nqn2/2

に対し

K(w; q−1) = (1− w)
∞∑
n=0

wnqn(n+1)/2 +
w(q; q2)∞

(wq2; q2)∞(w−1q2; q2)∞

∞∑
n=0

(n
3

)
(−w)n−1q(n

2−1)/3

が成り立つ.

3.2 Strange identities

3.2.1 Zagierによるオリジナルの主張

結び目に対してKashaev不変量という非常に重要な不変量が定義される. 例えば非自明で
最も簡単な結び目である三葉結び目に対し, そのKashaev不変量は

N−1∑
n=0

(q)n

∣∣∣∣∣
q=ζN

, N ∈ Z>0
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と表示されることが知られている. ただしここで ζN := e2π
√
−1/N とおいた. この値はKont-

sevich級数と呼ばれる奇妙な無限級数

F (q) :=
∞∑
n=0

(q)n

の q = ζN での値である (n ≥ N なら (q)n|q=ζN
= 0であることに注意). Kontsevich級数

F (q)は Cの任意の開集合上で収束しないという著しい性質を持つことが知られているが, 一
方で 1の冪根においては実質的に有限和となるため値が定まるのである. また F (q)は形式
冪級数としては Z[[q]]の元とみなすことはできないが, Z[[1 − q]]の元とみなすことはできる
((q)n ∈ (1− q)nZ[q]であるため). その展開

F (q) =
∞∑
n=0

ξn(1− q)n

に現れる係数 ξnは Stoimenow数と呼ばれ, Vassiliev不変量という結び目の重要な不変量の上
界を与えることが Stoimenow [39]によって示されている. そこで ξnの n→∞に関する漸近
挙動を調べることは結び目理論において重要な問題である. この問題は Zagier [40, Theorem

4]によって解決されたが, Zagierはその証明の中で非常に興味深い恒等式を発見した. それこ
そが彼によって名付けられた以下の “strange identity”である7.

定理 3.3 ([40, Theorem 2]). Dirichlet指標 χ12 : Z/12Z→ Cを

χ12(n) :=

(
12

n

)
=

(−1)m n = 6m± 1,

0 otherwise

で定めると

−1

2

∞∑
n=1

χ12(n)nq
(n2−1)/24 “=”

∞∑
n=0

(q)n

が成り立つ. ただしここで「“=”」は qが 1の冪根のときに両辺の値が一致することを表す (な
お実際には値だけでなく qの 1の冪根への極限の漸近展開も一致する).

この等式の奇妙なところは, 左辺がQ[[q]]の元でありながら右辺はそうではなく 1の冪根で
のみ値を取る無限級数であるという点である. 3.3は次の q級数に関する恒等式から従う.

定理 3.4 ([40, Theorem 2]). Q[[q]]の元としての等式

∞∑
n=1

χ12(n)nq
(n2−1)/24 = 2

∞∑
n=0

((q)∞ − (q)n) + (q)∞

(
1− 2

∞∑
n=1

qn

1− qn

)

が成り立つ.

この等式の右辺に現れる (q)∞は qの 1の冪根への極限を取ると消えるため, 系として 3.3が
得られるのである. ここでKontsevich級数は (q)nの無限和だったのでQ[[q]]の元にはならな
いが, 右辺第 1項は (q)∞ − (q)n ∈ qnQ[[q]]の元なので無限和がQ[[q]]内の元を定めることに
注意する.

7和訳するなら「Zagierの奇妙な等式」だろうか.
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Kontsevich級数のみならず, 3.4に現れる他の級数も興味深い. 右辺第 2項には重さ 2の
Eisenstein級数が現れており, また左辺の無限級数は「Dedekindエータ関数の 1/2階微分」と
呼ばれるものである. この呼称はDedekindエータ関数

η(τ) := q1/24(q)∞ =
∞∑
n=1

χ12(n)q
(n2−1)/24

(この等式は Eulerの五角数定理から従う)の k ∈ Z>0階微分
∞∑
n=1

χ12(n)

(
2π
√
−1n

2 − 1

24

)k

q(n
2−1)/24

において形式的に k = 1/2を代入することで左辺の無限級数がおおよそ復元できることに由
来する. また左辺は「単項テータ関数 (unary theta series)」とも呼ばれ, その極限値は三葉結
び目を−1手術することで得られる 3次元多様体である Poincaréホモロジー球面のWitten–

Reshetikhin–Turaev不変量となるため, 3次元トポロジーに由来する無限級数でもある.

3.4における左辺の無限級数の 1の冪根への極限に関する漸近展開はMellin変換による手
法 ([34, pp. 98, Proposition], [45, 命題 6.5])や Euler–Maclaurinの和公式による手法 ([11,

Equation (2.8)], [14, Lemma 2.2], [45, 補題 6.6])によって求めることができる. 特に q → 1

への極限に関する漸近展開は次のように無限級数の等式として記述される (F (q) ∈ Z[[1− q]]

だったので F (q−t) ∈ Q[[t]]であることに注意).

系 3.5 ([40, Equation (4) and Theorem 3]). Q[[t]]内での等式

q−1/24
∞∑
n=0

(q)n

∣∣∣∣∣
q=e−t

= −1

2

∞∑
n=0

L(−2n− 1, χ12)

n!

(
− t

24

)n

が成り立つ.

Strange identityを拡張する研究の論文においてはこの形で strange identityが記述される
ことも多い. 3.5において右辺が L関数の特殊値の母関数となっていることは数論屋としては
非常に興味深く思われるが, 一般に単項テータ関数の漸近展開にL関数の特殊値が現れること
は上で述べた漸近展開の手法から従うため, その部分はあまり深い数学的現象ではないように
筆者には思われる. この等式におけるポイントはむしろ 3次元トポロジーに由来するという部
分にあると思われる. そのため等式に現れる χ12を任意の Dirichlet指標に拡張しようとして
も中々うまくいかず, 3次元トポロジーを起点に拡張を試みる方針の方が成功しているように
思われる.

3.2.2 3次元トポロジー的観点による拡張

そのような方針の第一歩として, strange identityを様々な結び目の場合に拡張することが
考えられる. Kontsevich級数は三葉結び目の Kashaev不変量だったので, 他の結び目に対し
てもKashaev不変量を調べることで strange identityの拡張が得られることが期待される.

一般に量子不変量を計算するのは非常に困難であるため, 3次元トポロジーの研究において
は特別な結び目やそれを含む無限族に対して計算を試みるという方針がとられることが多いよ
うである. 三葉結び目を含む結び目の無限族としてはトーラス結び目 Tp,qが知られている (三
葉結び目はトーラス結び目 T(3,2)である)ので, この無限族に対して strange identityを拡張で
きるかというのは自然な問いであろう. 樋上 [23]はトーラス結び目T(2k+1,2)に対してKashaev

不変量を計算することにより, 以下の strange identity型の恒等式の予想群を得た.
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予想 3.6 ([23, Conjecture 3.10]). k ≥ 1に対し

F (2k+3,2)(q) :=
∑

n1≥0, n2≥···≥n2k≥0

(q)n1+n2

(q)n2−n3 · · · (q)n2k−1−n2k

(−1)n3+···+n2k

× q−n1n2+(n2
3+···n2

2k+n3+···+n2k)/2

=

∞∑
m1,...m2k=0

(q)m1+···+m2k

(q)m2 · · · (q)m2k−1

(−1)3m3+···+2km2k

× q−m1m2+
∑2k

i=3((i/2−1−m1)mi+(mi+···m2k)
2/2),

χ8k+12(n) :=

εε′ n ≡ 4k + 6 + (2k + 3)ε+ 2ε′ mod 8k + 12 for some ε, ε′ ∈ {±1},
0 otherwise

とおくと

F (2k+3,2)(e−t) = −1

2
et(2k+1)2/(2k+3)

∞∑
n=0

L(−2n− 1, χ8k+12)

n!

(
− t

8(2k + 3)

)n

が成り立つ.

この予想は筆者が調べた限りでは現在でも解かれていないようである.

また, 樋上 [27]はトーラス結び目のKashaev不変量に関連して以下の公式を得ている.

定理 3.7 ([27, Theorem 1]). 指標 χ
(0)
20 , χ

(1)
20 : Z/20Z→ Cを

χ
(0)
20 (n) :=


1 n ≡ ±3 mod 20,

−1 n ≡ ±7 mod 20,

0 otherwise,

χ
(1)
20 (n) :=


1 n ≡ ±1 mod 20,

−1 n ≡ ±9 mod 20,

0 otherwise

で定義すると

∞∑
n=0

(q)n

n∑
m=0

[
n

m

]
qm

2+m

∣∣∣∣∣
q=e−t

= −1

2
q−9/40

∞∑
n=0

L(−2n− 1, χ
(0)
20 )

n!

(
− t

40

)n

,

∞∑
n=0

(q)n−1

n∑
m=0

[
n

m

]
qm

2

∣∣∣∣∣
q=e−t

= −1

2
q−1/40

∞∑
n=0

L(−2n− 1, χ
(1)
20 )

n!

(
− t

40

)n

が成り立つ.

三葉結び目を含む結び目の無限族としてはツイスト結び目 Kp (p ∈ Z>0)というクラスも
知られている. 樋上 [28]はツイスト結び目の Kashaev不変量を考察することで次の strange

identity型の恒等式を証明している.

定理 3.8 ([28, Theorem 3.4]). 正整数 p ≥ 2に対し周期写像 χ12(6p−1) : Z/12(6p − 1)Z →
{0,±1}を

χ12(6p−1)(n) :=


−ε1ε2ε3

n ≡ 6(6p− 1) + 6ε1 + 2(6p− 1)ε2 + 3(6p− 1)ε3

mod 12(6p− 1) for some ε1, ε2, ε3 ∈ {±1},

0 otherwise
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とおくと∑
0≤n1≤···≤np

qnp(qnp+1)np+1

p−1∏
i=1

qni(ni+1)

[
ni+1

ni

]
“=”− 1

2

∞∑
n=0

χ12(6p−1)(n)q
(n2−(6p+5)2)/24(6p−1)

が成り立つ.

なお, この結果の p = 1の場合は 3.1に相当する.

3.8の樋上 [28]による証明はトポロジーの手法を用いる大変興味深いものである. 議論の出
発点はツイスト結び目Kpの−1手術によって得られる 3次元多様体が Brieskornホモロジー
球面 Σ(2, 3, 6p− 1)と呼ばれるものになることである. このことを用いると Σ(2, 3, 6p− 1)の
unified Witten–Reshetikhin–Turaev不変量をKpの射影図から計算することができる. ここで
unified Witten–Reshetikhin–Turaev不変量とは葉廣 [21, 22]によって 3次元多様体に対し定
義された変数 qを持つ量子不変量で, その 1の冪根における値がWitten–Reshetikhin–Turaev

不変量を復元する ([21, Theorem 4.4],[22, Theorem 1.2])という著しい性質を持っている. そ
のためΣ(2, 3, 6p− 1)のWitten–Reshetikhin–Turaev不変量の変数 qに関する表示式がKpか
ら得られる. この表示式こそが主張の左辺に現れる無限級数である. 一方で Σ(2, 3, 6p− 1)の
Witten–Reshetikhin–Turaev不変量はある

フォルス

偽 テータ関数の冪根への極限値として表される
ことが樋上 [25]によって示されているが, その

フォルス

偽 テータ関数こそが主張の右辺に現れる無限
級数である. 以上の議論から 3.8の等式が得られるのである.

以上の議論では葉廣の定理という飛び道具を使っており大変示唆的である. 一方でこの方法
では主張の「“=” 」という等式 (qが 1の冪根のときに両辺の値が一致することを表す)を 3.4

のように (q)∞を含む q級数の等式の形に持ち上げることはできないように思われる. そのよ
うなことが純粋な q級数の議論のみから示すことが出来るのかという問いは興味深い. もし出
来るのであれば葉廣の定理を用いない 3.8の別証明が与えられることになる.

3.2.3 数論的観点による拡張

次に strange identityを純粋に数論的観点から拡張した研究を紹介する.

一つ目の研究は Ramanujanによるものである. いわゆる “Ramanujan’s Lost Notebook”

に遺された以下の公式は Zagierの strange identityの変種とみなせる.

定理 3.9 ([1, Entry 7.3.1, 7.3.2, 7.3.3]).

∞∑
n=0

qn(n+1)/2

(−q)n
= 1 + q

∞∑
n=0

(q)n(−q)n = 2

∞∑
n=0

((−q)∞ − (−q)n) + (q)∞

(
1− 2

∞∑
n=1

qn

1− qn

)
.

この等式に 3次元トポロジーによる意味を付けられるのかは筆者には分からない.

Strange identityにL関数の特殊値の母関数が現れることに注目し,その変種を考察した研究
としてAndrews–Jiménez-Urroz–Ono [3], Lovejoy–Ono [33], Bringmann–Kane [10, Theorem

1.2]がある. [3]と [33]にはOno [38, Chapter 10]による解説もある.

Andrews–Jiménez-Urroz–Ono [3]が示した公式は次のものである.

定理 3.10 ([3, Theorem 4 and 5], [38, Theorem 10.23]). ζ(s)をRiemannゼータ関数とし

χ2(n) :=


1 n ≡ ±1 mod 8,

−1 n ≡ ±3 mod 8,

0 otherwise
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とおくと

∞∑
n=0

ζ(−2n− 1)

n!
(4n+1 − 1) (−t)n = −1

4

∞∑
n=0

(q)n
(−q)n

∣∣∣∣∣
q=e−t

,

∞∑
n=0

L(−2n− 1, χ2)

n!

(
− t

8

)n

= −2e−t/8
∞∑
n=0

(q)n

(−q1/2)n

∣∣∣∣∣
q=e−2t

が成り立つ.

Lovejoy–Ono [33]は部分テータ関数とフォルステータ関数に関する q級数の公式を示し, そ
の系として以下の公式を得た.

定理 3.11. (1) (Lovejoy–Ono [33, Example 1 and 2], [38, Example 10.20 and 10.21])

χ−4(n) :=

±1 n ≡ ±1 mod 4,

0 otherwise

とおくと

∞∑
n=0

L(−2n, χ−4)

n!
(−t)n =

∞∑
n=0

(q1/2)n

(−q1/2)n+1
qn/2+1/4

∣∣∣∣∣
q=e−4t

=

∞∑
n=0

(q)n(q
−1/2)n(q

1/2)n+1

(q)2n+1
(−1)nqn(n+1)/2+1/16

∣∣∣∣∣
q=e−16t

が成り立つ.

(2) (Lovejoy–Ono [33, Example 2], [38, Example 10.22])

χ5(n) :=

(
5

n

)
=


1 n ≡ ±1 mod 5,

−1 n ≡ ±2 mod 5,

0 otherwise

とおくと

∞∑
n=0

L(−2n− 1, χ5)

n!
(−t)n =

d

dz
Gχ5(z; q)

∣∣∣∣
z=1,q=e−t

が成り立つ. ただし

Gχ5(z; q
1/25) :=

∞∑
n=0

(
(z−5q2/5)n(z

5q3/5)n+1z
−1q1/25 − (z−5q4/5)n(z

5q1/5)n+1z
−2q4/25

)
× (q)n

(q)2n+1
(−1)nqn(n+1)/2

とおく.

また Bringmann–Kane [10]は実二次体の Dedekindゼータ関数の特殊値の母関数に関する
strange identityを与えている.
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定理 3.12 (Bringmann–Kane [10, Theorem 1.2]). 実二次体 Q(
√
2)の Dedekindゼータ関数

とHecke L関数

ζQ(
√
2)(s) :=

∑
I⊂Z[

√
2]

N(I)−s, LQ(
√
2)

(
s,

(
−4
N(·)

))
:=

∑
I⊂Z[

√
2]

(
−4
N(I)

)
N(I)−s

に対し

∞∑
n=1

ζQ(
√
2)(−n)
n!

(
− t

2

)n

=
∞∑
n=0

θ0,n(−q)
(−q;−q)n(−q;−q2)n+1

∣∣∣∣∣
q=e−t

,

∞∑
n=1

ζQ(
√
2)(−n)
n!

(
− t

2

)n

=

∞∑
n=0

θ0,n(−q)
(−q;−q)n(−q;−q2)n+1

∣∣∣∣∣
q=e−t

が成り立つ. ただしここで

θi,n(q) := (q)n

∞∑
j=−∞

[
2n+ 1

n− 2j

]
q(2j+i)2/2

とおいた.

4 量子モジュラー形式にまつわる未解決問題

本稿の冒頭でも強調したように量子モジュラー形式の研究状況はまだまだ発展途上である.

本節では本稿の締めくくりとして量子モジュラー形式にまつわる様々な未解決問題を述べる.

2節で述べたように量子モジュラー形式には 3次元トポロジーに由来する例が多くあった.

そこで次のナイーブな予想が考えられる.

予想 4.1 (量子モジュラー性予想 (ナイーブ版), Gukov, Garoufalidis–Zagier [20]).

量子不変量は何らかの量子モジュラー性を持つであろう.

なお実際にはGukovやGaroufalidis–Zagier [20]はホモロジカルブロックや色付き Jones多
項式といった具体的な量子不変量に対して明確に量子モジュラー性を予想している. それら予
想群に通底する哲学を筆者なりにまとめたのが 4.1である.

より明確に述べられている形の量子モジュラー性予想としては, Garoufalidis–Zagierによ
る “Refined Quantum Modularity Conjecture” ([20, pp. 33, Equation (56)]) や, Gukov–Pei–

Putrov–Vafaらによる次の予想がある.

予想 4.2. (1) (Gukov–Pei–Putrov–Vafa [19, Conjecture 2.1, Equation (A.28)]) 負定値鉛管
多様体に対し, そのホモロジカルブロックの 1の冪根への極限はWitten–Reshetikhin–Turaev

不変量で記述されるであろう.

(2) (Gukov–Pei–Putrov–Vafa [19], Bringmann–Mahlburg–Milas [14, Conjecture 1.4]) 次数 3

以上の頂点が r個の重み付き木から定まる負定値鉛管多様体に対し,そのWitten–Reshetikhin–

Turaev不変量は深さ rの量子モジュラー形式をなすであろう.

この予想は Seifertホモロジー球面に対しては Lawrence–Zagier [34], 樋上 [25, 26]によっ
て解決されており, 更に別証明が藤–岩木–村上–寺嶋 [16], Andersen–Mistegard [4], 松坂–寺
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嶋 [36]によって与えられている. より広いクラスの多様体に対しては未解決だが, Bringmann–

Mahlburg–Milas [14], 森–村上 [35], 村上 [37]による進展がある. 詳細は [45, 4節]を参照の
こと.

純粋に数論的な動機から量子モジュラー形式を追及する方向としては以下の問題が考えら
れる.

問題 4.3. (1)「量子モジュラー形式」の適切な定義を与え, それらがなすC上のベクトル空間
の有限次元性を証明せよ.

(2) 量子モジュラー形式のなすベクトル空間への全射があるような
モック

擬モジュラー形式や
フォルス

偽
モジュラー形式 ([13])のなすベクトル空間を構成し, それら二つのベクトル空間の同型を示す
ことによってMock v.s. False現象を拡張・定式化せよ.

(3)量子モジュラー形式のなすベクトル空間をC[[q]]やC[[1−q]]の部分空間として特徴付けよ.

(4) 量子モジュラー形式のなすベクトル空間を葉廣環

Ẑ[q] := lim←−
n

Z[q]/((q)n) =

{ ∞∑
n=0

an(q)(q)n

∣∣∣∣∣ an(q) ∈ Z[q]

}

の部分空間として特徴付けることによって strange identityを拡張・定式化せよ.

(5) 量子モジュラー形式に対して「Fourier係数」に相当する量を定義し, その p進的な振る舞
いについて研究せよ.

(6) 量子モジュラー形式へのHecke作用の研究としては Lee [32]があるが, これを拡張する形
で量子モジュラー形式への Hecke作用を定義し, Hecke固有形式の例を与えよ. また量子モ
ジュラー形式の L関数を定義し, その Euler積表示を与えよ.

(7) 量子モジュラー形式の幾何的解釈および保型表現論的解釈を与えよ.

(8) 量子モジュラー形式のモジュラー変換に現れる誤差項の理論的解釈を与えよ. またそれに
L関数の特殊値が現れる理由を解明せよ.

(9) Dedekind和やその拡張概念が満たす量子モジュラー性の理論的解釈を与えよ.

(10) Zagier [42]が与えた六つの量子モジュラー形式の例を一般化せよ.

(11) 多重 Eisenstein級数のモジュラー変換則を記述し, それによって多重ゼータ値の量子モ
ジュラー性を証明せよ.

(12) 深さ付き量子モジュラー形式や指標付き量子モジュラー形式 (Bringmann–Kaszian–Milas

[11]), ベクトル値深さ付き量子モジュラー形式 ([12])に対して上の問いを追及せよ.

(13)
フォルス

偽 不定値テータ関数や
モック

擬Maassテータ関数 ([44])などの様々なテータ関数の変種に対
してその量子モジュラー性を記述せよ.

これらの問題はひとえに「量子モジュラー形式とは一体何者なのか？」という問いに尽きて
いる. この神秘的な対象が一体どのような相貌を具えているのか, 心魅かれてやまない.
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