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1 導入

先行研究となる志村五郎の研究 [S]の内容と, その背景となる諸結果に関して復習する. Rie-

mannのゼータ関数

ζ(s) =
∞∑
n=1

n−s (1 < Re s)

に代表される L関数の解析的性質に関する研究は, Riemann以来数多くの数学者によってな
されてきた. 主な主題としては, 解析接続, 関数等式, 零点の分布などがある. 特に次に述べる
予想は, 多くの数学者を魅了してきた.

予想 1.1 (Riemann). Riemannのゼータ関数 ζ(s)の非自明な零点の実部はすべて 1/2である.

Riemann自身は素数定理の精密化への興味からこの予想に至り, 発表以後様々な数学者に
よって証明が試みられてきた. その中で, 現在有力な証明の方針として考えられているのは,

Hilbeltと Polyaによる次の主張である.

予想 1.2 (Hilbert-Polya). ζ(s)の零点は, あるHilbert空間上の自己共役作用素の固有値と対
応がある.

Hilbertと Polyaはそれぞれ独立にこのような主張をした (cf. [W] [O]). この予想は発表当
時はそれほど注視されてはいなかったようだが, 後の様々な研究により次第に注目されるよう
になっていった. 特に次に述べる Selbergの結果はHilbertと Polyaの予想の証明がRiemann

予想の証明に有効だと考えるには十分な結果のひとつである. Selbergは, Selbergのゼータ関
数と呼ばれるRiemann多様体に付随する幾何学的な量から定まるオイラー積によって定義さ
れる関数に関するリーマン予想を証明した. より正確にはリーマン予想と考えている多様体
のある作用素の固有値問題を関連付けることで Riemann予想を証明した. 以下, Riemann面
Γ\H2 (h2は複素上半平面, Γは第一種 Fucks群)の場合に主張を述べる. この場合, Selbergの
ゼータ関数 ζSel(s)は

ζSel(s) =
∏

l∈Prim(Γ)

∞∏
n=0

(1−N(l)−s−n)

で与えられる. ここで, Prim(Γ)は素測地線の共役類の集合, N(l)は lのノルム.

定理 1.1 (Selberg). s0を ζSel(s)の零点とすると, 双曲ラプラシアン L2 = y2( ∂2

∂x2 +
∂2

∂y2
)につ

いて, 固有値が s0(1−s0)のH2上二乗可積分なΓに関する保型関数が存在する. 逆に,Lに関し
て固有値が s0(1− s0)のH2上の二乗可積分な Γに関する保型関数が存在すれば, sは Selberg

のゼータ関数の零点である.
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志村五郎は, Selbergの結果について, リーマンのゼータ関数のようなディリクレ級数に対
して類似の結果を求めること, 特に保型性を持つ関数の空間でラプラシアンの固有値とディ
リクレ級数の零点を結び付けることを問題にした. 志村は, 二つの SL2(Z)に関する保型形式
f =

∑
anq

n,g =
∑

bnq
n (q = e2πiz)のRankin-Selberg型の L関数, つまり,∑

anbnn
−s

で定義される L関数について, 次のような主張を得た. 簡単のため f と gの重さが等しいと仮
定する.

定理 1.2 (Shimura). s(1− s)をラプラシアン L2の固有値, 実解析的アイゼンシュタイン級数
Esの極, 1/2のいずれでもないと仮定する. L(s) = (4π)−sΓ(s)

∑∞
n=1

anbn
ns に対して, 次の性

質を満たす関数 Fs : H2 → Cが存在する.

1. Fsは C∞級の SL2(Z)に関する保型関数.

2. [L2 − s(1− s)]Fs = p.

3. Fs(z) = L(s)y1−s/(2s− 1) +O(e−πy) as y → ∞.

4. Re (s) > 1/2または L(s) = 0ならば, Im [s(1− s)]⟨Fs, Fs⟩ = Im [⟨Fs, p⟩].

5. s = 1/2 + it (tは 0でない実数) に対して, 4tIm [⟨Fs, p⟩] = |L(s)|2 if s = 1/2 + it with

0 ̸= t ∈ R.

6. L(s0) = 0のとき, (1− 2s0)⟨Es̄0 , Fs0⟩ = dL(s0)/ds.

ただし, ここで ⟨·, ·⟩はH2の Peterson内積.

特に Re s ≥ 1/2となる L(s)の零点 s0 について, Im [⟨Fs0 , p⟩] = 0と Re (s0) = 1/2であ
ることが同値となる. つまり, Re (s0) > 1/2で Im [⟨Fs0 , p⟩] ̸= 0を示せれば, L(s)に関する
Riemann予想が証明できることになる. さらに志村は η(z)のべき乗に付随する対称 L関数を
考えることで, 上記の L(s)として, Riemannのゼータ関数を因子に持つような L関数が取れ
ることを指摘した. そして, 高次の群上の保型関数で L関数とこのような対応をする保型関数
の族が構成できるかを問題として提出した.

今回, 志村の結果を n次元実上半空間上の保型形式で志村の結果の類似を得たので, 次節で
紹介する.

2 主結果

主結果を説明するためにまず, 記号, 用語について準備する.

Hn = {(x1, · · · , xn−1, y) | y > 0}, dµ(z) =
dx1 · · · dxn−1dy

yn
,

Ln = −(∂2/∂x21 + · · ·+ ∂/∂x2n−1 + ∂/∂x2n−1) + (n− 2)y∂/∂y, λ(s) = s(k − 1− s).

Hnを n次元上半空間という. Hnには, 符号 (1, n− 1)の直交群の単位連結成分 SO0(1, n− 1)

が推移的に作用しており, dµ(z)は SO0(1, n − 1)の作用について不変な測度となる. z ∈ Hn

への γ ∈ SOo(1, n− 1)の作用を γzで表すことにする. Γを SO0(1, n− 1)の離散部分群で余
有限かつ余コンパクトでないもので, cuspの同値類の個数が 1であると仮定する. このとき,

Γに関する (Maassの)保型関数とは, 次の条件を満たす関数 f : Hn → Cをいう.
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1. (保型性) f(γz) = f(z).

2. (Ln − λ(s)) f(z) = 0.

3. (Fourier展開)

f(z) =
∑

0 ̸=ν∈L
aµy

n
2 Ks−n−1

2
(2π|ν|y)e2π⟨⟨v,x⟩⟩ +


a0y

s + b0y
n−1−s

(
s ̸= n− 1

2

)
,

a0y
n−1
2 + b0 log y

(
s =

n− 1

2

)
.

ここで a0, b0, aν ∈ C, Lは Γによって定まる Rn−1の格子, Ksは第 2種変形ベッセル関
数, z = (x1, · · · , xn−1, y)に対して, x = (x1, · · · , xn−1)と置いた.

a0 = b0 = 0のとき, cusp関数と呼ぶ. また, 1の性質のみを満たす関数も Γに関する保型関
数と呼ぶ.

Es(z) =
∑
Γ∞\Γ

y(γz)s

を Γのアイゼンシュタイン級数という. ここで Γ∞は Γの放物的部分群, y(z)は zの y成分を
表す.

f(z) =
∑

0̸=ν∈L
aµy

n
2 Ks−n−1

2
(2π|ν|y)e2π⟨⟨v,x⟩⟩,

g(z) =
∑

0̸=ν∈L
bµy

n
2 Ks−n−1

2
(2π|ν|y)e2π⟨⟨v,x⟩⟩

をそれぞれ固有値が λ(a1),λ(a2)の Γに関する cusp関数とする.

L(s) =

∫
Γ\Hn

f(z)g(z)Es(z)dµ(z) = Γa1,a2(s)
∑
ν∈L

aνbν |ν|s

と置く. ここで,

Γa1,a2(s) =
2s−2(2π)−s−1

Γ(1− s)
Γ(

n− s+ a1 + a2
2

)

× Γ(
1− s− a1 + a2

2
)Γ(

1− s+ a1 − a2
2

)Γ(
2− n− s− a1 − a2

2
).

以上のもとで, 主結果は次の定理である.

定理 2.1 (主結果). 複素数 sをパラメータとするHn上の関数で次の性質を満たすものが存在
する.

自然数mと λ(s)が Lnの固有値, アイゼンシュタイン級数 Es,
n−1
2 のいずれでもない複素

数 sに対して, 次の性質を満たすHn上の C∞級関数 f
⟨m⟩
s (z)が存在する.

(I-1) f
⟨m⟩
s0 が y → ∞のとき急減少であることと L(s)が s = s0でm位より位数の高い零点を
持つことは同値.

(I-2) [Ln − λ(s)]mf
⟨m⟩
s = 0.
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(I-3) L(s)が s = s0でm位の零点を持つとき,(
dλ

ds
(s0)

)m+1

⟨Es̄0 , f
⟨m⟩
s0 ⟩ = dmL

dsm
(s0).

さらに, m = 1の場合に次が成り立つ.

(I-4) Im [s(n− 1− s)]⟨f ⟨1⟩
s , f

⟨1⟩
s ⟩ = Im [⟨f ⟨1⟩

s , p⟩] if Re (s) > (n− 1)/2 or L(s) = 0.

(I-5) 4t Im [⟨f ⟨1⟩
s̄ , pn⟩] = |L(s)|2 if s = (n− 1)/2 + it with 0 ̸= t ∈ R.

(I-6) (n− 1− 2s0)⟨Es̄0 , f
⟨1⟩
s0 ⟩ = dL(s0)/ds if L(s0) = 0.

n = 2, m = 0のとき, 志村の結果の k1 = k2の場合となる.

3 証明のスケッチ

保型的グリーン関数と呼ばれる sでパラメトライズされたHn × Hn \ diag(Hn)上の関数
を使う. 保型的グリーン関数Gs(z, w) (z, w ∈ Hn, s ∈ C)の基本的な性質をいかに列挙する.

詳細は [MW], [GT]を参照.

1. Gs(z, w) = Gs(w, z).

2. Gs(z, w)は, 変数 zについて Γに関する保型関数.

3. Gsは, sについて全平面で有理型関数.

4. 滑らかな Γに関する保型関数 ϕ(z)について, Fs(z) = ⟨ϕ,Gs(z, · )⟩ が収束するなら, Fs

は Γに関する保型関数で次の微分方程式を満たす.

[L− s(n− 1− s)]Fs(z) = ϕ(z).

5. y(z) > y′ = y(w)のとき, Gsは次の Fourier展開を持つ.

Gs(z, w) =
∑
v∈L∗

gv(y, w, s)e
2πi⟨⟨x,v⟩⟩,

g0(y, w, s) = C∞ Es(w)y
n−1−s/(n− 1− 2s),

gv(y, w, s) = C∞y
n
2 Ks−n−1

2
(2π|v|y)

∑
γ∈Γ∞\Γ

hv(γw)hv(z) = y
n
2 Is−n−1

2
(2π|v|y)e−2πi⟨⟨x′,v⟩⟩.

ここで, Is(z)は第一種変形ベッセル関数, ⟨⟨·, ·⟩⟩は Rn−1の標準内積.

最後の主張に関しては, 引用文献にはないが n = 2の場合の [Z]の証明と同様にして証明する
ことができる.

今,

f ⟨1⟩
s (z) =

∫
p(w)Gs(z, w)dµ(w)

と置くと, Gs(z, w)の性質から (I-2)が従うことがわかる. カスプにおける漸近展開は, unfolding

の方法を用いて f
⟨1⟩
s (z)のフーリエ展開を求め, 各係数関数の増大度を調べることでわかる.

m > 1の場合のために次の補題を準備する.
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補題 3.1.
d

ds
[Ln − λ(s)] = [Ln − λ(s)]

d

ds
+

dλ

ds
(s).

この補題は直接計算で容易にわかる. 今,

f ⟨m⟩
s =

1

(m− 1)!

((
dλ

ds
(s)

)−1 d

ds

)m−1

f ⟨1⟩
s

と置く. mに関する帰納法により, (I-2)を示そう. m = 1の場合はすでに成り立っている.

m− 1の場合に成り立つとする. このとき, 補題を用いて

[L− λ(s)]f ⟨m⟩
s =

1

m− 1

(
dλ

ds
(s)−1 d

ds

)
[L− λ(s)]f ⟨m−1⟩

s +
1

m− 1
f ⟨m−1⟩
s

=
1

m− 1

(
dλ

ds
(s)−1 d

ds

)
f ⟨m−2⟩
s +

1

m− 1
f ⟨m−1⟩
s

=
m− 2

m− 1
f ⟨m−1⟩
s +

1

m− 1
f ⟨m−1⟩
s

= f ⟨m−1⟩
s .

よって, [L− λ(s)]mf
⟨m⟩
s = [L− λ(s)]m−1f

⟨m−1⟩
s = pとなり主張を得る.

次に, (I-1)の証明の方針について述べる. m = 1の場合は, [S]と同様の方法で f
⟨1⟩
s のFourier

展開の係数関数の増大度を評価することでわかる. m > 1の場合は f
⟨1⟩
s の Fourier展開を項別

微分して各項を比較すると

f ⟨m⟩
s =

1

(m− 1)!

((
dλ

ds
(s)

)−1 d

ds

)m−1

(L(s)yk−s) +O(e−ay)

を得る. これより, 1
(m−1)!

((
dλ
ds (s)

)−1 d
ds

)m−1
(L(s)yk−s) = 0となる sの条件を求めればよい.

ys−n+1
((

dλ
ds (s)

)−1 d
ds

)m−1
(L(s)yk−s)は (n− 1− s)−(2m−2−p−k) dkL

dsk
(s) (0 ≤ k + p ≤ m− 1)

の Z 係数の線形和を (log y)p の係数とする log y の多項式となること, 特に, p 次の係数で
dm−1−pL
dsm−1−p (s)の係数は 0ではないことがわかる. log yの次数が大きいものから順に係数が 0に
なる条件を見ていくことで主張の同値性を得る. (I-3)は (I-2)と Lnが Peterson内積について
自己共役作用素であることを用いて次の計算をすることでわかる.

(λ(s)− λ(s0))
m+1⟨f ⟨m⟩

s0 , Es⟩ = (λ(s)− λ(s0))
m⟨[Ln − λ(s0)]f

⟨m⟩
s0 , Es⟩

= (λ(s)− λ(s0))
m⟨f ⟨m−1⟩

s0 , Es⟩
= · · ·
= (λ(s)− λ(s0))⟨fs0 , Es⟩
= ⟨[Ln − λ(s0)]fs0 , Es⟩
= ⟨p,Es⟩
= L(s).

(I-4)は,

Im [s(n− 1− s)]⟨fs, fs⟩ =
1

2
(⟨fs,Lnfs − p⟩ − ⟨Lnfs − p, fs⟩) = Im ⟨fs, p⟩
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より従う. (I-5)の証明の方針を述べる. Γ\Hnの基本領域と {z ∈ Hn | y(z) < M} (M > 0)

の共通部分を DM と置く. このとき, 積分
∫
DM

Lnf
⟨1⟩
s f

⟨1⟩
s − f

⟨1⟩
s Lnf

⟨1⟩
s dµ(z)を考える. こ

れを Stokes の定理を用いて計算し M → ∞ とすると i(2t)−1|L(s)|2 が得られる. 一方で,∫
D Lnf

⟨1⟩
s f

⟨1⟩
s − f

⟨1⟩
s Lnf

⟨1⟩
s dµ(z)について, (I-2)の性質を使うことにより,

Im

∫
DM

(λ(s)f
⟨1⟩
s + p)f ⟨1⟩

s dµ(z)

になることがわかる. λ(s)と
∫
DM

f
⟨1⟩
s (z)f

⟨1⟩
s (z)dµ(z)は実数であることから, M → ∞のと

き, この値は iIm ⟨p, fs⟩となることがわかる. 両方の結果を比較して整理することで (I-5)が
得られる.

4 コメント

(A) 志村は, 虚二次体の Heckeの L関数についても類似の結果を得ている ([S]参照). 講演
のときに述べたように, 実 2次体のデデキントゼータに関して同様の結果を得ることができる.

また, モンスター群の位数を割る素数 pについて, 重さ 2の Γ0(p)のカスプ形式に付随する L

関数についても同様の保型関数の族を構成することができる.

(B) 今回 n次元の実上半空間の場合について論じたが, 原理的には階数 1の対称領域に関し
て同様のことができると思う. 理由は, この場合の保型グリーン関数が既に構成されており,

その性質もグリーン関数を使って構成した関数のカスプでの漸近挙動を除いて, n次元の実上
半空間の場合とほぼ同じだからである. 一般の場合に漸近挙動を調べるためには, グリーン関
数の Fourier展開を明示的に得ることが問題となる. この問題が解決できれば, 階数 1の対称
領域上の cusp関数についてのRankin-Selberg型の L関数に対して, 今回の主定理と同様の主
張を証明できると思う.
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