
素数次巡回拡大体の正規整基底 ∗

青木 美穂 (島根大学)

1 正規整基底とガウス周期

K/Qを有限次ガロア拡大とし, OK をK の整数環, n := [K : Q], G :=Gal(K/Q)とおく.

a ∈ K, x =
∑

σ∈G nσσ ∈ K[G]に対し, x.a :=
∑

σ∈G nσ σ(a)と定めると, K はK[G]加群で
ある. 同様にOK はOK [G]加群である.

定義 1.1. ある ξ (∈ OK)に対し, {σ(ξ) |σ ∈ G}がK の整基底 (OK の Z自由加群としての
基底)であるとき, {σ(ξ) |σ ∈ G}をK (またはK/Q)の正規整基底 (Normal Integral Basis,

NIB)1という. このとき, Z[G]加群としての同型OK ≃ Z[G], ξ 7→ 1Gが成り立つ. ξをK の
正規整基底の生成元という.

補題 1.2. 有限次ガロア拡大K/QがNIBをもつと仮定し, ξをその生成元とする. このとき,

{x ∈ OK |K のNIBの生成元 } = {u.ξ |u ∈ Z[G]×}

が成り立つ. また, u.ξ = v.ξ (u, v ∈ Z[G]×)ならば u = vが成り立つのでK のNIBの生成元
と Z[G]×の元は 1対 1に対応する.

素数位数巡回群Gに対し, Z[G]×の構造は次で与えられる.

補題 1.3. pを素数, Gを位数 pの巡回群とすると, 次の群の同型が成り立つ.

Z[G]× ≃

{u ∈ Z[ζp]× |u ≡ ±1 (mod (1− ζp))} (p ̸= 2),

{±1} × {±1} (p = 2).

例題 1.4. pを素数, G = ⟨σ⟩を位数 pの巡回群とする.2

(1) p = 2のとき, Z[G]× = {±1G,±σ}.
(2) p = 3のとき, Z[G]× = {±1G,±σ,±σ2}.
(3) p = 5のとき, Z[G]× = {±σℓ(1− σ2 − σ3)k | ℓ ∈ Z/5Z, k ∈ Z} (≃ Z/10Z× Z).

有理数体上のアーベル拡大体KがNIBをもつための必要十分条件は, K/Qが馴分岐拡大で
あることである.

∗本研究は橋本優さん (島根大学)との共同研究であり, JSPS科研費 JP21K03181の助成を受けています.
1一般の有限次ガロア拡大 L/K, G :=Gal(L/K)に対しても, OL が OK 自由加群であり, ある η (∈ OL)に対

し {σ(ξ) |σ ∈ G}が OL の OK 自由加群としての基底となるとき, {σ(ξ) |σ ∈ G}を L/K の正規整基底という.
2一般に p ≥ 5のとき Z[G]× は無限群である.
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定理 1.5 (Hilbert-Speiser). 有限次アーベル拡大K/Qに対し, 次の 3条件は同値である.3

(i) K/Qは馴分岐拡大.

(ii) K の導手は平方因子をもたない.

(iii) K/QはNIBをもつ.

特に導手 fの円分体Q(ζf)がNIBをもつための必要十分条件は fが平方因子をもたないこと
であり, このとき {σ(ζf) |σ ∈ G}は Q(ζf)の NIBである. ここで正の整数N に対し, ζN を 1

の原始N 乗根とする. 一般の有限次馴分岐アーベル拡大K/Qに対し, K の NIBの生成元は
以下のガウス周期で与えられる ([20, Proposition 4.31]).

定義 1.6. 導手 fの有限次アーベル拡大K/Qに対し,

η := TrQ(ζf)/K(ζf)

とそのガロア共役をK のガウス周期という.

例題 1.7. 2次体K = Q(
√
m) (m ( ̸= 1, 0)は平方因子を含まない整数)の導手は,

f =

|m| (m ≡ 1 (mod 4),

4|m| (m ≡ 2, 3 (mod 4)

であるので, K が NIBをもつための必要十分条件は, m ≡ 1 (mod 4)である. またこのと
き, µ(f)(1 +

√
m)/2, µ(f)(1 −

√
m)/2 (µはメビウス関数)はK のガウス周期であり, NIBは

{(1 +
√
m)/2, (1−

√
m)/2}と {−(1 +

√
m)/2,−(1−

√
m)/2}である (NIBの生成元は 4個).

本稿では, 有限次馴分岐アーベル拡大K/QのすべてのNIBを例題 1.7のように, 導手に依存
しない, Kの定義多項式の根 (K = Q(ρ)と表したときの ρの共役元)を用いて表すことについ
て考え, Shanksの 3次巡回拡大体, Lehmerの 5次巡回拡大体について得られた結果 ([13, 14])

について解説する.

2 Shanksの3次巡回拡大体

整数 nに対し定義される次の多項式を Shanksの多項式 ([23])という.

fSh
n (X) = X3 − nX2 − (n+ 3)X − 1

以下整数 nを固定し, ρを fSh
n (X)の任意の根とし, KSh = Q(ρ)とおく.4 Shanksの 3次巡回

拡大体について, 以下のことが知られている.

(1) fSh
n (X)はQ上既約.

3この定理の主張の (i) と (iii) の同値については「アーベル拡大」の仮定を外すと反例がある. Fröhlich [8]
は馴分岐 quaternion field で NIB をもたない例を無限個構成している. 例えば k = Q(

√
5,
√
21) の 2 次拡大体

K = k(
√

−3
√
105(

√
5− 1)(

√
21− 1))は quaternion field (ガロア拡大で, ガロア群が位数 8の四元数群と同型)

であり判別式はDK = 36 × 56 × 76 よりK/Qは馴分岐拡大. 一方, Gal(K/Q)の 2次元既約表現 ρに対し, Artin
root number w(ρ)は −1であることから K/Qは NIBをもたないことがわかる.

4この体は simplest cubic fieldと呼ばれている.
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(2) KSh/Qは 3次巡回拡大であり,ガロア群の生成元はGal(KSh/Q) = ⟨σ⟩, σ(ρ) = −1/(1+

ρ)で与えられる. つまり fSh
n (X)の ρ以外の根は ρ′ := −1/(1 + ρ), ρ′′ := −1/(1 + ρ′)

である.

(3) ∆n := n2 + 3n+ 9とおくと, fSh
n (X)の判別式は, d(fSh

n ) = ∆2
nである.

(4) ∆n = bc3 (b, c ∈ Z>0, b は立方因子をもたない) とおくと, KSh の判別式 DKSh と
導手 fKSh は次で与えられる (∆n が平方因子をもたないときは Cusick [4, Lemma 1],

n ̸≡ 3 (mod 9)のときはWashington [27, p372, Proposition 1], 一般の場合は Kashio-

Sekigawa [16]参照).

DKSh = f2KSh , fKSh = γ
∏
p|b
p ̸=3

p, γ :=

1 (if 3 ∤ n or n ≡ 12 (mod 27)),

32 (otherwise).

∆n = n2 + 3n + 9が素数 pのとき, KSh の導手は pであり, fSh
n (X)の任意の根 ρに対し,

−
(
n
3

) (
ρ+ (

(
n
3

)
− n)/3

)
はKShのガウス周期であることが Lehmer [19]によって指摘されて

いる (ここで,
(∗
∗
)
は平方剰余記号を表す). よってこのとき ρ+ (

(
n
3

)
− n)/3はNIBの生成元

である. さらに, ∆nが square-freeのときも, ρ + (
(
n
3

)
− n)/3が NIBの生成元であることが

Lazarus [18], Châtelet [3]により示されている. 一般の馴分岐拡大KSh/Qに対するNIBの生
成元は次に述べる定理で与えられる.

KSh/Qのガロア群をGal(KSh/Q) = ⟨σ⟩, σ(ρ) = −1/(1 + ρ)とおき,

∆n = n2 + 3n+ 9 = AnBn = de2c3,

An := n− 3ζ2, Bn := n− 3ζ (ζ は 1の原始 3乗根), d, e, c ∈ Z, d, eは square-free, (d, e) = 1

とおく.

定理 2.1 (Hashimoto-A [13]). KSh/Qは馴分岐拡大とする (⇔ 3 ∤ n or n ≡ 12 (mod 27)).

a0, a1を ec = a20 − a0a1 + a21, a0 + a1ζ |An in Z[ζ]をみたす整数とする. さらに

ε (= ±1) :=


(
n(a0+a1)

3

)
(3 ∤ n のとき),(

a0
3

)
(n ≡ 12 (mod 27)のとき)

とおく. このとき,
1

ec2

(
(a0 + a1σ). ρ+

εec2 − n(a0 + a1)

3

)
はKShのNIBの生成元である.

注意 2.2. ∆nが square-freeのとき, 3 ∤ n, e = c = 1より, a0 = 1, a1 = 0と取れることから,

定理 2.1より ρ+
((

n
3

)
− n

)
/3はKShのNIBの生成元であることが分かる. これは前に述べ

た Lehmer, Lazarus, Châteletの結果に一致する.

注意 2.3. 定理 2.1の条件をみたす a0, a1 ∈ Zは以下のように見つけることができる. まず,

ec = 3jp1 · · · pk (p1, . . . , pkは相異なるとは限らない素数),

p1 ≡ · · · ≡ pk ≡ 1 (mod 3),

j =

0 (3 ∤ n のとき),

1 (n ≡ 12 (mod 27)のとき)
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とおける. 次に任意の i ∈ {1, . . . , k}に対し, Z[ζ]の素元 πi, π
′
iを次のように定める.

pi = πiπ
′
i, πi|An, π′

i|Bn.

このとき, 条件をみたす a0, a1 ∈ Zは (1− ζ)jπ1 · · ·πk = a0 + a1ζ で与えられる (An, Bnを共
に含む Z[ζ]の素イデアルは (1− ζ)のみであることに注意).

例題 2.4. (1) 3 ∤ nかつ∆nが square-freeでない最小の正の整数 nは, n = 235である. この
とき, ∆n = 331 · 132, d = 331, e = 13, c = 1である. ec = 13 = 32 − 3× (−1) + (−1)2より
a0 = 3, a1 = −1ととれる. また ε = −1であり, 定理 2.1から,

ξ =
1

13
(3ρ− ρ′ − 161) = − 1

13
(ρ2 − 239ρ+ 159)

はNIBの生成元である.5

(2) n ≡ 12 (mod 27) (このとき ∆n は常に square-freeではない)をみたす最小の正の整数
n は, n = 12 である. このとき, ∆n = 7 · 33, d = 7, e = 1, c = 3 である. ec = 3 =

12 − 1× (−1) + (−1)2より a0 = 1, a1 = −1ととれる. また ε = 1であり, 定理 2.1から,

ξ =
1

9
(ρ− ρ′

2
+ 3) = −1

9
(ρ2 − 14ρ− 5)

はNIBの生成元である.

補題 1.2と例題 1.4 (2)より, KShのすべてのNIBの生成元は Z[G]× = {±1G,±σ,±σ2}の
元と 1対 1対応がある. よって, 次の系が得られる.

系 2.5. ξ := 1
ec2

(
(a0 + a1σ). ρ+ (εec2 − n(a0 + a1))/3

)
を定理 2.1で得られるNIBの生成元

とすると, KShのNIBは, {ξ, σ(ξ), σ2(ξ)}と, {−ξ,−σ(ξ),−σ2(ξ)}の 2組である (NIBの生成
元は 6個).

系 2.5より,KShに含まれる3つのガウス周期は, {ξ, σ(ξ), σ2(ξ)}または{−ξ,−σ(ξ),−σ2(ξ)}
のいずれかである. KShの導手を fとし, η := TrQ(ζf)/K(ζf) (ガウス周期)とおくと,

TrKSh/Q(η) = TrKSh/Q(TrQ(ζf)/KSh(ζf)) = TrQ(ζf)/Q(ζf) = µ(f)

である. 一方,

TrKSh/Q(µ(f)εξ) =
µ(f)ε

ec2
((a0 + a1)n+ εec2 − n(a0 + a1)) = µ(f)

であるから, KShのガウス周期は µ(f)εξとその共役元であることが分かる.

系 2.6. KShのガウス周期は, µ(f)εξとその共役元である.

例題 2.7. (1) n = 235のとき, KShの導手は f = 13 · 331である. 例題 2.4 (1)および 系 2.6

からガウス周期は, −ξ = (ρ2 − 239ρ+ 159)/13とその共役元である.

(2) n = 12のとき, KShの導手は f = 7である. 例題 2.4 (2)および系 2.6からガウス周期は,

−ξ = (ρ2 − 14ρ− 5)/9とその共役元である.

5ρ′ = −1/(1 + ρ) = ρ2 − (n+ 1)ρ− 2, ρ′′ = −1/(1 + ρ′) = −ρ2 + nρ+ (n+ 2)が成り立つ.
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表 1: KSh, 1 ≤ n ≤ 500, 3 ∤ n and ∆n is not square-free

n ∆n f Gaussian period minimal polynomial

235 132 · 331 13 · 331 1
13 (ρ

2 − 239ρ+ 159) X3 −X2 − 1434X + 15937

250 72 · 1291 7 · 1291 − 1
7 (ρ

2 − 253ρ+ 79) X3 −X2 − 3012X − 32801

269 132 · 433 13 · 433 1
13 (ρ

2 − 266ρ− 446) X3 −X2 − 1876X − 22933

271 7 · 1032 7 · 103 1
103 (9ρ

2 − 2450ρ− 616) X3 −X2 − 240X − 1175

286 73 · 241 241 − 1
49 (ρ

2 − 284ρ− 367) X3 +X2 − 80X + 125

299 72 · 19 · 97 7 · 19 · 97 − 1
7 (ρ

2 − 302ρ+ 100) X3 +X2 − 4300X − 59249

335 72 · 2311 7 · 2311 − 1
7 (ρ

2 − 333ρ− 451) X3 −X2 − 5392X + 85079

356 7 · 19 · 312 7 · 19 · 31 − 1
31 (6ρ

2 − 2137ρ− 1307) X3 +X2 − 1374X − 18019

374 372 · 103 37 · 103 − 1
37 (3ρ

2 − 1118ρ− 1265) X3 −X2 − 1270X + 4799

397 73 · 463 463 1
49 (ρ

2 − 400ρ+ 114) X3 +X2 − 154X + 343

404 7 · 132 · 139 7 · 13 · 139 1
13 (ρ

2 − 408ρ+ 263) X3 +X2 − 4216X + 76831

433 72 · 3853 7 · 3853 1
7 (ρ

2 − 431ρ− 577) X3 −X2 − 8990X − 175811

446 72 · 61 · 67 7 · 61 · 67 − 1
7 (ρ

2 − 449ρ+ 149) X3 +X2 − 9536X − 194965

482 72 · 13 · 367 7 · 13 · 367 1
7 (ρ

2 − 480ρ− 647) X3 +X2 − 11132X − 249859

3 E. Lehmerの5次巡回拡大体

整数 nに対し定義される次の多項式を Lehmerの多項式 ([19])という.

fLeh
n (X) = X5 + n2X4 − (2n3 + 6n2 + 10n+ 10)X3

+ (n4 + 5n3 + 11n2 + 15n+ 5)X2 + (n3 + 4n2 + 10n+ 10)X + 1.

以下整数 nを固定し, ρを fLeh
n (X)の任意の根とし, KLeh = Q(ρ)とおく. Lehmerの 5次巡回

拡大体について, 以下のことが知られている.

(1) fLeh
n (X)はQ上既約.

(2) KLeh/Qは 5次巡回拡大であり, ガロア群の生成元はGal(KLeh/Q) = ⟨σ⟩, σ(ρ) = (n+

2 + nρ− ρ2)/(1 + (n+ 2)ρ)で与えられる.

(3) ∆n := n4 + 5n3 + 15n2 + 25n+ 25, δn := n3 + 5n2 + 10n+ 7とおくと, fLeh
n (X)の判

別式は, d(fLeh
n ) = δ2n∆

4
nである.

(4) KLehの判別式DKLeh と導手 fKLeh は以下で与えられる ([15], [24, (1.3)]参照).

DKLeh = f4KLeh , fKLeh = 5α
∏

p|∆n, p ̸=5
vp(∆n )̸≡0 (mod 5)

, α :=

0 if 5 ∤ n,

2 if 5|n

13



表 2: KSh, 1 ≤ n ≤ 500 and n ≡ 12 (mod 27) (in this case, always ∆n is not square-free)

n ∆n f Gaussian period minimal polynomial

12 33 · 7 7 1
9 (ρ

2 − 14ρ− 5) X3 +X2 − 2X − 1

39 33 · 61 61 1
9 (ρ

2 − 41ρ− 5) X3 +X2 − 20X − 9

66 33 · 132 13 1
117 (7ρ

2 − 464ρ− 317) X3 +X2 − 4X + 1

93 33 · 331 331 1
9 (ρ

2 − 95ρ− 5) X3 +X2 − 110X − 49

120 33 · 547 547 1
9 (ρ

2 − 122ρ− 5) X3 +X2 − 182X − 81

147 33 · 19 · 43 19 · 43 − 1
9 (ρ

2 − 149ρ− 5) X3 −X2 − 272X + 121

174 33 · 7 · 163 7 · 163 − 1
9 (ρ

2 − 176ρ− 5) X3 −X2 − 380X + 169

201 33 · 72 · 31 7 · 31 1
63 (5ρ

2 − 1006ρ− 592) X3 −X2 − 72X + 225

228 33 · 1951 1951 1
9 (3ρ

2 − 230ρ− 5) X3 +X2 − 650X − 289

255 33 · 2437 2437 1
9 (ρ

2 − 257ρ− 5) X3 +X2 − 812X − 361

282 33 · 13 · 229 13 · 229 − 1
9 (ρ

2 − 284ρ− 5) X3 −X2 − 992X + 441

309 33 · 3571 3571 1
9 (ρ

2 − 311ρ− 5) X3 +X2 − 1190X − 529

336 33 · 4219 4219 1
9 (ρ

2 − 338ρ− 5) X3 +X2 − 1406X − 625

363 33 · 7 · 19 · 37 7 · 19 · 37 1
9 (ρ

2 − 365ρ− 5) X3 +X2 − 1640X − 729

390 33 · 7 · 811 7 · 811 − 1
9 (ρ

2 − 392ρ− 5) X3 −X2 − 1892X + 841

417 33 · 13 · 499 13 · 499 − 1
9 (ρ

2 − 419ρ− 5) X3 −X2 − 2162X + 961

444 33 · 7351 7351 1
9 (ρ

2 − 446ρ− 5) X3 +X2 − 2450X − 1089

471 33 · 8269 8269 1
9 (ρ

2 − 473ρ− 5) X3 +X2 − 2756X − 1225

498 33 · 9241 9241 1
9 (ρ

2 − 500ρ− 5) X3 +X2 − 3080X − 1369

∆n = n4 + 5n3 + 15n2 + 25n+ 25が素数 pのとき, KLehの導手は pであり, fLeh
n (X)の任

意の根 ρに対し,
(
n
5

) (
ρ+ (n2 −

(
n
5

)
)/5
)
はKLehのガウス周期であることが Lehmer [19]に

よって指摘されている. よってこのとき ρ+(n2−
(
n
5

)
)/5はNIBの生成元である. さらに, ∆n

が square-freeのときも, ρ+ (n2 −
(
n
5

)
)/5がNIBの生成元であることが Spearman-Williams

[24]により示されている. 一般の馴分岐拡大KLeh/Qに対する NIBの生成元は次に述べる定
理で与えられる.

KLeh/Qのガロア群をGal(KLeh/Q) = ⟨σ⟩, σ(ρ) = (n+ 2 + nρ− ρ2)/(1 + (n+ 2)ρ)とお
き, ρ(ℓ) := σℓ(ρ) (ℓ ∈ Z/5Z)とおく. さらに,

∆n = n4 + 5n3 + 15n2 + 25n+ 25 = AnBnCnDn = ab2c3d4e5,

An = n+2+2ζ4+ ζ2, Bn := n+2+2ζ2+ ζ, Cn := n+2+2ζ3+ ζ4, Dn := n+2+2ζ+ ζ3

(ζ は 1の原始 5乗根), a, b, c, d, e ∈ Z, a, b, c, dは square-free, a, b, c, dはどの 2つも互いに素
とおく.
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定理 3.1 (Hashimoto-A [14]). KLeh/Qは馴分岐拡大とする (⇔ 5 ∤ n). α0, α1, α3 ∈ Z[ζ]を

NQ(ζ)/Q(α1) = bc2d3e3, α1 |An in Z[ζ],

NQ(ζ)/Q(α2) = bcd2e2, α2 |Bn in Z[ζ],

NQ(ζ)/Q(α3) = cde, α3 |Cn in Z[ζ],

α1 ≡ α2 ≡ α3 ≡ 1 (mod (1− ζ))

をみたす元とし, β0, β1, β2, β3を α1α2α3 =
∑3

i=0 βiζ
iをみたす整数とする. このとき,

1

bc2d3e4

(
(

3∑
i=0

βiσ
i). ρ−

(
n
5

)
bc2d3e4 − n2

∑3
i=0 βi

5

)

はKLehのNIBの生成元である.

注意 3.2. ∆n が square-freeのとき, 5 ∤ n, b = c = d = e = 1より, α1 = α2 = α3 = 1,

β0 = 1, β1 = β2 = β3 = 0と取れることから, 定理 3.1より ρ+
(
n2 −

(
n
5

))
/5はKLehのNIB

の生成元であることが分かる. これは前に述べた Spearman-Williamsの結果に一致する.

注意 3.3. 定理 3.1の条件をみたす α1 ∈ Z[ζ]は以下のように見つけることができる (α2, α3 ∈
Z[ζ]も同様). まず, bc2d3e3 = p1 · · · pk (p1, . . . , pk は相異なるとは限らない素数), p1 ≡ · · · ≡
pk ≡ 1 (mod 5)とおける. 次に任意の i ∈ {1, . . . , k}に対し, piを割る Z[ζ]の素元で, Anを割
るものを πiとおく. λ :=

∏k
i=1 πiとおき,

u :=


1 (λ ≡ 1 (mod (1− ζ))のとき),

−1 (λ ≡ −1 (mod (1− ζ))のとき),

1+
√
5

2 (λ ≡ 2 (mod (1− ζ))のとき),

−1+
√
5

2 (λ ≡ −2 (mod (1− ζ))のとき)

(∈ Z[ζ]×)

に対し, α1 := uλとすると, NQ(ζ)/Q(α1) = bc2d3e3, α1 |An, α1 ≡ 1 (mod (1 − ζ))をみたす
(An, Bn, CnDnのうち少なくとも 2つを含む Z[ζ]の素イデアルは (1− ζ)のみであり, 5 ∤ nの
ときは 5 ∤ ∆nが成り立つことからAn, Bn, Cn, Dnはどの 2つも互いに素である).

例題 3.4. 5 ∤ nかつ∆nが square-freeでない最小の正の整数 nは, n = 14である. このとき,

∆n = 11 · 712, a = 11, b = 71, c = d = e = 1である. bc2d3e3 = bcd2e2 = 71であり, 71の
Z[ζ]における素元分解は, 次のようになる.

71 = (2 + ζ + 3ζ2)(2 + 3ζ + ζ3)(1− 2ζ − ζ2 + ζ3)(−3ζ − ζ2 − 2ζ3)

2+ζ+3ζ2|An, 2+3ζ+ζ3|Bnであり, 2+ζ+3ζ2 ≡ 1 (mod (1−ζ)), 2+3ζ+ζ3 ≡ 1 (mod (1−ζ))

から, α1 = 2 + ζ + 3ζ2, α2 = 2 + 3ζ + ζ3 である. また cde = 1から α3 = 1ととれる.

α1α2α2 = 6 + 7ζ + 8ζ2 + 10ζ3から β0 = 6, β1 = 7, β2 = 8, β3 = 10ととれることが分かる.

定理 3.1から,

ξ =
1

71
(6ρ+ 7ρ(1) + 8ρ(2) + 10ρ(3) + 1201)

はNIBの生成元である.

表 3から, 1 ≤ n ≤ 1000, 5 ∤ nかつ∆nが square-freeでない nは 34個あり, このうち c ̸= 1

をみたすものは 4個あることが分かる. d ̸= 1または e ̸= 1の例, および b, c, d, eのうち少なく
とも 2つが 1ではない例は以下の通りである.
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表 3: KLeh, 1 ≤ n ≤ 1000, 5 ∤ n and ∆n is not square-free

n ∆n f a generator of NIB

14 11 · 712 11 · 71 1
71
(6ρ+ 7ρ(1) + 8ρ(2) + 10ρ(3) + 1201)

44 61 · 413 41 · 61 1
412

(28ρ+ 39ρ(1) + 36ρ(2) + 48ρ(3) + 58131)

69 201511 · 112 11 · 201511 1
11
(ρ− 3ρ(1) − ρ(2) − ρ(3) − 3811)

71 7331 · 612 61 · 7331 1
61
(−3ρ− 2ρ(2) + 6ρ(3) + 996)

83 11 · 21412 11 · 2141 1
2141

(16ρ+ 2ρ(1) − 37ρ(2) + 10ρ(3) − 11972)

86 31 · 15461 · 112 11 · 31 · 15461 1
11
(4ρ+ 3ρ(1) + 2ρ(2) + 2ρ(3) + 16269)

98 191 · 4201 · 112 11 · 191 · 4201 1
11
(2ρ− 2ρ(2) + ρ(3) + 1923)

207 15545731 · 112 11 · 15545731 1
11
(4ρ+ 3ρ(1) + 2ρ(2) + 2ρ(3) + 94270)

219 19450411 · 112 11 · 19450411 1
11
(2ρ− 2ρ(2) + ρ(3) + 9590)

226 101 · 19841 · 113 11 · 101 · 19841 1
112

(−2ρ− 9ρ(1) − 6ρ(2) − 12ρ(3) − 296265)

276 61 · 100801 · 312 31 · 61 · 100801 1
31
(ρ− 2ρ(1) − 2ρ(2) + 4ρ(3) + 15229)

311 131 · 461 · 1301 · 112 11 · 131 · 461 · 1301 1
11
(ρ− 3ρ(1) − ρ(2) − ρ(3) − 77379)

328 97127081 · 112 11 · 97127081 1
11
(4ρ+ 3ρ(1) + 2ρ(2) + 2ρ(3) + 236687)

347 121562411 · 112 11 · 121562411 1
11
(2ρ+ ρ(2) − 2ρ(3) + 24084)

432 291193681 · 112 11 · 291193681 1
11
(ρ− 3ρ(1) − ρ(2) − ρ(3) − 149297)

449 30877981 · 113 11 · 30877981 1
112

(10ρ+ 6ρ(1) + 12ρ(2) + 3ρ(3) + 1249902)

461 377340791 · 112 11 · 377340791 1
11
(2ρ− 2ρ(2) + ρ(3) + 42502)

468 400721701 · 112 11 · 400721701 1
11
(2ρ+ ρ(2) − 2ρ(3) + 43807)

484 131 · 440431 · 312 31 · 131 · 440431 1
31
(−ρ+ 3ρ(1) − 3ρ(2) − 3ρ(3) − 187411)

544 41 · 2243281 · 312 31 · 41 · 2243281 1
31
(6ρ+ 3ρ(1) + 2ρ(3) + 651053)

553 779911631 · 112 11 · 779911631 1
11
(ρ− 3ρ(1) − ρ(2) − ρ(3) − 244645)

582 31 · 71 · 571 · 761 · 112 11 · 31 · 71 · 571 · 761 1
11
(2ρ− 2ρ(2) + ρ(3) + 67747)

589 7151 · 140281 · 112 11 · 7151 · 140281 1
11
(2ρ+ ρ(2) − 2ρ(3) + 69382)

613 1091 · 135781 · 312 31 · 1091 · 135781 1
31
(−6ρ− 4ρ(1) − 6ρ(2) − 3ρ(3) − 1427916)

674 20411 · 84181 · 112 11 · 20411 · 84181 1
11
(ρ− 3ρ(1) − ρ(2) − ρ(3) − 363423)

691 1897892411 · 112 11 · 1897892411 1
11
(4ρ+ 3ρ(1) + 2ρ(2) + 2ρ(3) + 1050456)

703 61 · 101 · 311 · 1061 · 112 11 · 61 · 101 · 311 · 1061 1
11
(2ρ− 2ρ(2) + ρ(3) + 98844)

726 166407091 · 412 41 · 166407091 1
41
(−2ρ− 6ρ(1) − 4ρ(2) − 7ρ(3) − 2002897)

812 48491 · 74551 · 112 11 · 48491 · 74551 1
11
(4ρ+ 3ρ(1) + 2ρ(2) + 2ρ(3) + 1450559)

824 61 · 3271 · 19211 · 112 11 · 61 · 3271 · 19211 1
11
(2ρ− 2ρ(2) + ρ(3) + 135793)

831 41 · 571 · 169361 · 112 11 · 41 · 571 · 169361 1
11
(2ρ+ ρ(2) − 2ρ(3) + 138110)

916 31 · 17155921 · 113 11 · 31 · 17155921 1
112

(4ρ− 6ρ(1) − 3ρ(2) + 6ρ(3) + 167787)

933 101 · 62337371 · 112 11 · 101 · 62337371 1
11
(4ρ+ 3ρ(1) + 2ρ(2) + 2ρ(3) + 1915078)

952 101 · 811 · 83311 · 112 11 · 101 · 811 · 83311 1
11
(2ρ+ ρ(2) − 2ρ(3) + 181263)

例題 3.5. d ̸= 1をみたす最小の正の整数 nは, n = 2888である. このとき, ∆n = 114 ·
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4759595441であり, KLehの導手は f = 11 · 4759595441である. 定理 3.1から (−16ρ− 6ρ(1)−
26ρ(2) − 41ρ(3) − 148461417)/113はNIBの生成元である.

例題 3.6. e ̸= 1をみたす最小の正の整数 nは, n = 7721である. このとき, ∆n = 115 · 26501 ·
833201であり, KLehの導手は f = 26501·833201である. 定理 3.1から (−10ρ+6ρ(1)−35ρ(2)−
20ρ(3) − 703446252)/114はNIBの生成元である.

例題 3.7. b, c, d, e のうち少なくとも 2つが 1ではない最小の正の整数 nは, n = 40846であ
る. このとき, ∆n = 114 · 312 · 197859618251であり, KLehの導手は f = 11 · 31 · 197859618251
である. 定理 3.1から (−211ρ− 96ρ(1) − 158ρ(2) − 14ρ(3) − 159832317845)/(113 · 31)はNIB

の生成元である.

補題 1.2と例題 1.4 (3)より, KLeh のすべての NIBの生成元は Z[G]× = {±σℓ(1 − σ2 −
σ3)k | ℓ ∈ Z/5Z, k ∈ Z}の元と 1対 1対応がある. よって, 次の系が得られる.

系 3.8. ξ := 1
bc2d3e4

(
(
∑3

i=0 βiσ
i). ρ−

((
n
5

)
bc2d3e4 − n2

∑3
i=0 βi

)
/5
)
を定理 3.1で得られ

る NIB の生成元とすると, KLeh のすべての NIB の生成元は, {±σℓ(1 − σ2 − σ3)k. ξ | ℓ ∈
Z/5Z, k ∈ Z}である. よって, NIBはある k ∈ Zに対して, {σℓ(1 − σ2 − σ3)k. ξ | ℓ ∈ Z/5Z}
または {−σℓ(1− σ2 − σ3)k. ξ | ℓ ∈ Z/5Z}で与えられる.

次にすべてのNIBの生成元をQ(
√
5)の基本単数または Lucas数を用いて与える. 整数 kに

対し, Fibonacci数と Lucas数を F0 = 0, F1 = 1, Fk = Fk−1 + Fk−2, L0 = 2, L1 = 1, Lk =

Lk−1 + Lk−2で定める. また, λ :=
(
(1 +

√
5)/2

)2
= (3 +

√
5)/2をQ(

√
5)の基本単数の 2乗,

λ := (3−
√
5)/2を λの共役元とする. 整数 kに対し, 数列 ak, bk, ck ∈ Zを次のように定める.

ak :=
1

5
((−1)k + 2(λk + λ

k
)) =

1

5
((−1)k + 2L2k),

bk :=
1

2
(ak − ak−1) =

1

5
((−1)k + L2k−1),

ck :=
1

2
(ak+1 − ak) =

1

5
((−1)k+1 + L2k+1).

fLeh
n (X)の根ρへの (1−σ2−σ3)k (k ∈ Z)の作用は,数列ak, bk, ckを用いて, (1−σ2−σ3)k. ρ =

(ak + bk(σ + σ4)− ck(σ
2 + σ3)).ρで与えられることから, 次の定理を得ることができる.

定理 3.9 (Hashimoto-A [14]). KLeh/Qは馴分岐拡大とする (⇔ 5 ∤ n). β0, β1, β2, β3 ∈ Zを
定理 3.1の元とする. このとき, KLehのすべてのNIBの生成元は次で与えられる.

{x |KLehのNIBの生成元 } = {±σℓ. ξk | ℓ ∈ Z/5Z, k ∈ Z},

ξk :=
1

bc2d3e4

(
4∑

t=0

θt(k)σ
t. ρ− (−1)k

(
n
5

)
bc2d3e4 − n2

∑3
i=0 βi

5

)
.

ここで, θ0(k), . . . , θ4(k) ∈ Zは次のように定める.

θ0(k) := akβ0 + bkβ1 − ckβ2 − ckβ3,

θ1(k) := bkβ0 + akβ1 + bkβ2 − ckβ3,

θ2(k) := −ckβ0 + bkβ1 + akβ2 + bkβ3,

θ3(k) := −ckβ0 − ckβ1 + bkβ2 + akβ3,

θ4(k) := bkβ0 − ckβ1 − ckβ2 + bkβ3.
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例題 3.10 (Davis-Eloff-Spearman-Williams [5, 7]). n = −1のとき, KLeh = Q(ζ11 + ζ−1
11 )の

すべてのNIBの生成元は次で与えられる.6

{x |Q(ζ11 + ζ−1
11 )のNIBの生成元 } = {±σℓ. ξk | ℓ ∈ Z/5Z, k ∈ Z},

ξk :=
1

10
(25F2k + (−1)kL2k − 2) +

1

2
(−5F2k + (−1)kL2k) ρ− 4F2k ρ

2 + F2k ρ
3 + F2k ρ

4.

例題 3.11. n = 14のとき, KLehのすべてのNIBの生成元は次で与えられる.

{x |KLehのNIBの生成元 } = {±σℓ. ξk | ℓ ∈ Z/5Z, k ∈ Z},
ξk = (θ0(k)ρ+ θ1(k)ρ

(1) + θ2(k)ρ
(2) + θ3(k)ρ

(3) + θ4(k)ρ
(4) + (−1)k1201)/71,

θ0(k) =
31

5
(−1)k − L2k−1 −

6

5
L2k+1,

θ1(k) =
31

5
(−1)k +

4

5
L2k+1,

θ2(k) =
31

5
(−1)k +

1

5
L2k−1 + 2L2k+1,

θ3(k) =
31

5
(−1)k − 12

5
L2k−1 +

7

5
L2k+1,

θ4(k) =
31

5
(−1)k +

16

5
L2k−1 − 3L2k+1.

−5 ≤ k ≤ 5に対する ξkの具体的な値は以下の通りである.

k ξk

−5 (71 + 1451ρ− 304ρ(1) − 959ρ(2) + 1856ρ(3) − 2044ρ(4))/355

−4 (−71 + 554ρ− 116ρ(1) − 366ρ(2) + 709ρ(3) − 11ρ(4))/355

−3 (71 + 211ρ− 44ρ(1) − 139ρ(2) + 271ρ(3) − 299ρ(4))/355

−2 (−71 + 79ρ− 16ρ(1) − 51ρ(2) + 104ρ(3) − 116ρ(4))/355

−1 (71 + 26ρ− 4ρ(1) − 14ρ(2) + 41ρ(3) − 49ρ(4))/355

0 (−71− ρ+ 4ρ(1) + 9ρ(2) + 19ρ(3) − 31ρ(4))/355

1 (71− 29ρ+ 16ρ(1) + 41ρ(2) + 16ρ(3) − 44ρ(4))/355

2 (−71− 86ρ+ 44ρ(1) + 114ρ(2) + 29ρ(3) − 101ρ(4))/355

3 (71− 229ρ+ 116ρ(1) + 301ρ(2) + 71ρ(3) − 259ρ(4))/355

4 (−71− 601ρ+ 304ρ(1) + 789ρ(2) + 184ρ(3) − 676ρ(4))/355

5 (71− 1574ρ+ 796ρ(1) + 2066ρ(2) + 481ρ(3) − 1769ρ(4))/355

注意 3.12. Lehmerの 5次巡回体KLehの無限個のNIBの生成元のうち, どの元がガウス周期
かは分かっていない.

4 定理2.1, 定理3.1の証明の概略

定理 2.1, 定理 3.1の証明は, Acciaro-Fieker [1]による素数次巡回拡大体のNIBを求めるア
ルゴリズムをパラメーター付きで適用することにより得られる. このアルゴリズムは大まかに
述べると, 正規基底 (Normal Basis, NB)と整基底 (Integral Basis, IB)から正規整基底を求め
るアルゴリズムである. KSh,KLehの正規基底は n ̸= 0ならば, それぞれ fSh

n (X), fLeh
n (X)の

6n = −1のとき, fLeh
n (X) = X5 +X4 − 4X3 − 3X2 + 3X + 1は ζ11 + ζ−1

11 の Q上の最小多項式である.
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根 ρのすべての共役元で与えられる. 整基底については, KShの場合, ∆nが square-freeなら
ば, {1, ρ, ρ2}が整基底となることが知られていた ([27]).7 KLehの場合は, ∆nが square-freeな
らば {1, ρ, ρ, ρ2, ρ3, ∗}の形の整基底をもつこと ([9]), cube-freeならば {1, ρ, ρ, ρ2, ∗, ∗}の形の
整基底をもつこと ([6])が知られていた.8 Acciaro-Fiekerのアルゴリズムを用いるために, ま
ず馴分岐拡大のときにKSh, KLehの整基底をパラメーター付きで与える. 正規基底と整基底
から正規整基底を得るには, 次の Step1 ∼ Step4を計算する (詳細は [13, 14]参照).

p = 3または 5, ζ := ζp, K = KShまたはKLeh, G := Gal(K/Q) = ⟨σ⟩とおき, ξを求める
NIBの生成元とする.

Step 1. NBの生成元 ρに対し, ℓOK ⊂ Z[G]. ρをみたす整数 ℓ( ̸= 0)を求める. このとき,

OK ⊂ Z[G]. (ρ/ℓ)から ξ = g. (ρ/ℓ)をみたす g ∈ Z[G]が存在する. ξを求めるためには gを求
めればよい. ξはNIBの生成元なので, OK = Z[G]. ξ = gZ[G]. (ρ/ℓ)である.

Step 2. {α1, . . . , αp}を OK の IBとする. Step 1より, 任意の i ∈ {1, . . . , p}に対し,

αi = gi. (ρ/ℓ)をみたす gi ∈ Z[G]が存在するので, これを求める. このとき,

(g1, . . . , gp) + AnnZ[G](ρ/ℓ) = (g) + AnnZ[G](ρ/ℓ)

が成り立つが, ρ/ℓが NBの生成元であることから, AnnZ[G](ρ/ℓ) = 0となり, (g1, . . . , gp) =

(g) =: I を得る.

Step 3. 環の全射準同型写像 ν : Z[G] ↠ Z[ζ], ν(σ) = ζ に対し, ν(I) = (ν(g)) =

(ν(g1), . . . , ν(gp))が成り立つ. Z[ζ]は単項イデアル整域なので, Step 2で求めた g1, . . . gp ∈
Z[G]に対し, イデアル (ν(g1), . . . , ν(gp))の生成元 γ =

∑p−2
j=0 njζ

j ∈ Z[ζ]が求まる. このとき,

ある u ∈ Z[ζ]×に対し, ν(g) = uγ である. u ≡ ±1 (mod (1 − ζ))が示せ, ν から得られる補
題 1.3の同型から ν(v) = u−1をみたす v ∈ Z[G]×が存在する.

Step 4. ν(vg) = ν(v)ν(g) = γ = ν(
∑p−2

j=0 njσ
j) より, vg −

∑p−2
j=0 njσ

j ∈ Ker ν =

(1G + σ + σ2 + σ3 + σ4)から (vg −
∑p−2

j=0 njσ
j). (ρ/ℓ) = mTrK/Q(ρ/ℓ)をみたすm ∈ Zが存

在するので, これを求める. v ∈ Z[G]×より, NIBの生成元 v. ξが

v. ξ = (vg). (ρ/ℓ) =

p−2∑
j=0

njσ
j . (ρ/ℓ) +

m

l
TrK/Q(ρ)

として得られる.9
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