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概 要

Conical zeta値とは, 錐に付随した無限級数として定まる実数で, 多重ゼータ値の拡張
の一つともみなせるものである. 錐が有理的な場合には, conical zeta値は円分多重ゼー
タ値を用いて書けることが知られているが, 非有理な錐の場合にはあまり多くのことは知
られていないようである. 本稿では, 有理的とは限らない代数的錐の conical zeta値につ
いて論じる. 具体的には, 総実体から定まる錐に付随する conical zeta値たちと Dedekind
zeta値との間に成立する関係について, 具体例を中心として紹介する. 本稿は, 第１４回
福岡数論研究集会における筆者の講演内容をまとめたものである.

1 序: Conical zeta値

n ∈ Z≥1とする. r ∈ Z≥0, I = (α1, . . . , αr) ∈ (Rn−{0})rに対し,

CI :=

r∑
i=1

R>0αi ⊂ Rn

とおく. (r = 0, I = ∅のときは C∅ := {0}とする.)

定義 1.1. (1) 部分集合 C ⊂ Rn が錐 (cone)であるとは, ある r ∈ Z≥0, I = (α1, . . . , αr) ∈
(Rn−{0})r に対し, C = CI の形であることとする. (文献によっては, このような錐は, open

convex polyhedral coneなどと呼ばれることもある.)

(2) 錐 C ⊂ Rnが有理的錐であるとは, ある r ∈ Z≥0, I = (α1, . . . , αr) ∈ (Qn−{0})r に対し,

C = CI の形であることとする.

(3) より一般に, 部分体K ⊂ Rに対し, 錐 C ⊂ RnがK 有理的錐であるとは, ある r ∈ Z≥0,

I = (α1, . . . , αr) ∈ (Kn−{0})rに対し, C = CI の形であることとする. また, 錐C ⊂ Rnが代
数的錐であるとは, ある代数的部分体K ⊂ Rに対してK 有理的錐であることとする.

(4) 錐 C ⊂ Rnが総正であるとは, C ⊂ Rn
>0であることとする.

以下が本稿の主題となる conical zeta値の定義である. Cf. [5], [2].

定義 1.2. C ⊂ Rn
>0を総正な錐とし, k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn

>0を多重指数とする. このとき, 無
限級数

ζC(k) :=
∑

x∈Zn∩C

1

xk

が収束する時, ζC(k)をC,kに付随する conical zeta値と呼ぶ. ただし, x = (x1, . . . , xn) ∈ Zn

に対し, xk = xk11 · · ·xknn である.
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例 1.3. e1, . . . , enを Rnの標準基底とする, i.e., ei = (0, . . . , 0,
i
1, 0, . . . , 0).

(1) C =
∑n

i=1R>0ei = Rn
>0の場合,

ζC(k) = ζ(k1) · · · ζ(kn).

ただし, ζ(s)はRiemann zeta関数.

(2) C =
∑n

i=1R>0
∑n

j=i ej = R>0(e1 + · · ·+ en) + R>0(e2 + · · ·+ en) + · · ·+ R>0en ⊂ Rn
>0

の場合,

ζC(k) =
∑

x1<x2<···<xn

1

xk
= ζ(k1, . . . , kn).

ただし, ζ(k1, . . . , kn)は多重ゼータ値.

より一般に, C ⊂ Rn
>0が有理的錐の場合, conical zeta値 ζC(k)については以下が知られて

いる.

定理 1.4 (Terasoma [5]). C ⊂ Rn
>0を総正な有理的錐とすると, conical zeta値 ζC(k)は円分

多重ゼータ値のQab線形結合で書ける.

一方で, C ⊂ Rn
>0 が有理的とは限らない場合の, conical zeta値 ζC(k)の数論的性質につ

いては, 筆者の知る限り, あまり多くのことは知られていないようである. そこで, 本稿では,

C ⊂ Rn
>0が有理的とは限らない代数的錐の場合に, conical zeta値 ζC(k)の数論的性質につい

て論じる. 具体的には, 総実体から定まる代数的錐に付随する conical zeta値たちとDedekind

zeta値の間に成立する関係について報告する.

2 主結果

F を n次の総実代数体とし,

τ1, . . . , τn : F ↪→ R

を F の Rへの n個の埋め込みとする. このとき, FR := F ⊗Q Rとおくと, τ1, . . . , τnによっ
て, 同型

τ = (τ1, . . . , τn) : FR
∼−→ Rn

が誘導される. 部分集合A ⊂ FRに対し,

A+ := {a ∈ A | τ(a) ∈ Rn
>0}

によって, Aの総正部分をあらわす.

また, OF で F の整数環をあらわし, O×
F,+でその総正単数群をあらわす. このとき, 分数イ

デアル a ⊂ F に対し, F の a−1に付随する (狭義)部分ゼータ関数 ζF,+(a
−1, s)が, 以下のよう

に定義される:

ζF,+(a
−1, s) :=

∑
x∈a+/O×

F,+

1

NF/Q(x)s
, Re(s) > 1.

ここで, a−1は aの逆分数イデアルで, NF/Qは体の拡大 F/Qに付随するノルムである.

加えて,

F ′ := τ1(F ) · · · τn(F ) ⊂ R

を R内における, τ1(F ), . . . , τn(F )の合成体とする.

このとき, 以下が今回の主結果である.
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定理 2.1. F, aを前述のとおりとする. このとき,有限個の総正なF ′有理的錐C1, . . . , Cm ⊂ Rn
>0

が存在して, 任意の k ∈ Z≥2に対して以下が成立する:

ζF,+(a
−1, k) ∈ 1√

dF

m∑
i=1

∑
k∈Zn

>0

|k|=nk

QζCi(k).

ここで, dF は F の判別式, |k| := k1 + · · · + knは多重指数 k = (k1, . . . , kn)の重さをあらわ
す. すなわち, 部分ゼータ関数の k ∈ Z≥2での値 ζF,+(a

−1, k)は必ず, 有限個の総正な F ′有理
的錐と重さ nkの多重指数に付随する conical zeta値の有理線型結合を

√
dF で割った値とし

て書ける.

注意 2.2. (1) 本定理において ζF,+(a
−1, k)の記述に現れる有限個の錐や, ζCi(k)の係数は, 新

谷 [4]による錐分割の方法などを用いて具体的に計算することができる. しかしそれらは一意
的ではない.

(2) 部分ゼータ関数の値 ζF,+(a
−1, k)については, Siegel-Klingenの定理によって, kが臨界的

な場合には,
√
dF および πの冪を除いて有理数となることが知られている, cf. [4]. 一方で本

定理の特色は, conical zeta値を用いることで, 臨界値も非臨界値も統一的に記述している点と
なる.

例 2.3. F = Q(
√
5), a = OF = Z[1+

√
5

2 ]の場合を考える. この場合,

O×
F = {±1} ×

{(
1 +

√
5

2

)ν ∣∣∣∣∣ν ∈ Z

}
,

O×
F,+ =

{(
3 +

√
5

2

)ν ∣∣∣∣∣ν ∈ Z

}
であり, 従って Re(s) > 1に対し,

ζF,+(a
−1, s) =

∑
x∈OF,+/O×

F,+

1

NF/Q(x)s
=

∑
x∈(OF−{0})/O×

F

1

|NF/Q(x)|s
= ζQ(

√
5)(s)

となっている. ここで, ζQ(
√
5)(s)はQ(

√
5)のDedekind zeta関数である.

F ′(= F )有理的錐 C ⊂ Rn
>0を

C = R>0

(
1,

3 +
√
5

2

)
+ R>0

(
1,

3−
√
5

2

)
= {(x1, x2) ∈ R2

>0 | −x21 + 3x1x2 − x22 > 0}

とおく. このとき, k ∈ Z≥2に対し,

ζQ(
√
5)(k) = ζF,+(a

−1, k) ∈ 1√
5

∑
(k1,k2)∈Z2

>0
k1+k2=2k

QζC(k1, k2) (2.1)

が成立する. すなわち, 定理 2.1が錐 C に対して成り立つ. また, 例えば k = 2, 3のときには,

ζC(k1, k2)の係数を具体的に計算することで,

ζQ(
√
5)(2) =

1

5
√
5
(4ζC(1, 3) + 3ζC(2, 2)), (2.2)

ζQ(
√
5)(3) =

1

25
√
5
(12ζC(1, 5) + 18ζC(2, 4) + 11ζC(3, 3)) (2.3)

となっていることがわかる.
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注意 2.4. ζQ(
√
5)(2)は ζQ(

√
5)(s)の臨界値であり, ζQ(

√
5)(2) =

2π4

75
√
5
であることが知られてい

る. 一方, ζQ(
√
5)(3)は非臨界値であり, Siegel-Klingenの定理の範疇ではないが, このように

conical zeta値を用いて記述されている, cf. 注意 2.2 (2).

3 主結果の証明のアイデア (例2.3の場合)

定理 2.1の証明は非常に初等的に行える. 以下では, 定理 2.1の証明を例 2.3の場合に限って
与える. すなわち, 式 (2.1)の証明を与える. 一般の場合の証明は現在準備中の論文で与える予
定であるが, そのアイデアの中心をなす部分は, 以下の具体例に対する証明に含まれている.

3.1 Heckeの積分公式

証明の出発点となるのは, ζQ(
√
5)(k)の積分表示を与える次の古典的な公式である.

定理 3.1. k ∈ Z≥2に対し,

G2k(z) :=
∑

(x1,x2)∈Z2−{0}

1

(x1z + x2)2k
, z ∈ H

を (レベル 1)重さ 2kの正則 Eisenstein級数とする. ここで, Hは上半平面である. このとき,

任意の z0 ∈ Hに対し, 以下が成立する:∫ 2z0+1
z0+1

z0

(−z2 + z + 1)k−1G2k(z)dz =


4((k−1)!)25k−1

√
5

(2k−1)! ζQ(
√
5)(k) if k: even

0 if k: odd.

しかし, これだと kが奇数の場合を扱えておらず, 今回我々が用いるのは, これを少し変形
した以下の形の公式である. (Eisenstein級数の和の範囲を変形している.)

定理 3.2. 任意の k ∈ Z≥2, z0 ∈ C, z0 /∈ (−∞, 1−
√
5

2 ] ∪ [1+
√
5

2 ,∞)に対し, 以下が成立する:∫ 2z0+1
z0+1

z0

(−z2 + z + 1)k−1
∑

(x1,x2)∈Z2

−x2
1+x1x2+x2

2>0

1

(x1z + x2)2k
dz =

2((k − 1)!)25k−1
√
5

(2k − 1)!
ζQ(

√
5)(k).

Proof. 簡単のため, 以下のように記号を置く:

A := {(x1, x2) ∈ Z2 | −x21 + x1x2 + x22 > 0},

D := C−((−∞,
1−

√
5

2
] ∪ [

1 +
√
5

2
,∞)),

γ0 :=

(
2 1

1 1

)
,

Γ := {γν0 | ν ∈ Z} ⊂ SL2(Z).

ΓはAに行ベクトルへの右からの行列の積として自由に作用し, また一次分数変換によってD

に作用している: (
a b

c d

)
z :=

az + b

cz + d
.
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このとき, まず左辺の積分の中身が, D上の Γ不変な正則 1形式であることが, 容易に確認
でき, このことから, 左辺の積分が z0や積分路の取り方によらないことがわかる. z0 ∈ Dと,

z0から γ0z0へのD内の道 I0, またA/Γの完全代表系A0 ⊂ Aを固定する. すると, いわゆる
unfoldingによって, 左辺の積分は以下のように計算できる:

LHS =

∫
I0

∑
ν∈Z

∑
(x1,x2)∈A0

(−(γν0 z)
2 + γν0 z + 1)k−1 1

(x1(γν0 z) + x2)2k
d(γν0 z)

=
∑

(x1,x2)∈A0

∫ 1+
√
5

2

1−
√
5

2

(−z2 + z + 1)k−1 1

(x1z + x2)2k
dz

=
((k − 1)!)25k−1

√
5

(2k − 1)!

∑
(x1,x2)∈A0

1

(−x1 + x1x2 + x22)
k

=
((k − 1)!)25k−1

√
5

(2k − 1)!

∑
x∈OF /O×

F,+

NF/Q(x)>0

1

NF/Q(x)k

=
((k − 1)!)25k−1

√
5

(2k − 1)!
2ζQ(

√
5)(k) = RHS.

よって示したい等式が得られた. ただし, 3番目の等号においては, 次に述べる公式を, a =
1−

√
5

2 , b = 1+
√
5

2 , k1 = k2 = k − 1として用いた.

補題 3.3. x1, x2, a, b ∈ Cがx1a+x2 ̸= 0, x1b+x2 ̸= 0を満たすとする. このとき, k1, k2 ∈ Z≥0

に対し, 以下が成り立つ:∫ b

a
(b− z)k1 (z − a)k2

dz

(x1z + x2)2+k1+k2
=

k1!k2!

(k1 + k2 + 1)!

(b− a)k1+k2+1

(x1a+ x2)k1+1(x1b+ x2)k2+1
.

Proof. まず k1 = k2 = 0の場合を示し, その後, y1 = x1a + x2, y2 = x1b + x2と変数変換し,

両辺に微分作用素
(

∂
∂y1

)k1 (
∂

∂y1

)k2
を作用させれば所望の等式が得られる.

3.2 式 (2.1)の証明

定理 3.2において, z0 = 0 /∈ (−∞, 1−
√
5

2 ]∪ [1+
√
5

2 ,∞)ととり, その後 z = w
w+1 と変数変換す

ることで, 以下を得る:

2((k − 1)!)25k−1
√
5

(2k − 1)!
ζQ(

√
5)(k) =

∫ 1

0
(−z2 + z + 1)k−1

∑
(x1,x2)∈Z2

−x2
1+x1x2+x2

2>0

1

(x1z + x2)2k
dz

=

∫ ∞

0
(w2 + 3w + 1)k−1

∑
(x1,x2)∈Z2

−x2
1+3x1x2−x2

2>0

1

(x1w + x2)2k
dw

= 2
∑

(x1,x2)∈C∩Z2

∫ ∞

0
(w2 + 3w + 1)k−1 1

(x1w + x2)2k
dw.

ここで,

(w2 + 3w + 1)k−1 =:
2k−2∑
a=0

caw
a, ca ∈ Z
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と展開する. これを代入することで,

2((k − 1)!)25k−1
√
5

(2k − 1)!
ζQ(

√
5)(k) = 2

2k−2∑
a=0

ca
∑

(x1,x2)∈C∩Z2

∫ ∞

0

wa

(x1w + x2)2k
dw

= 2

2k−2∑
a=0

ca
a!(2k − 2− a)!

(2k − 1)!

∑
(x1,x2)∈C∩Z2

1

xa+1
1 x

2k−(a+1)
2

= 2
2k−2∑
a=0

ca
a!(2k − 2− a)!

(2k − 1)!
ζC(a+ 1, 2k − (a+ 1))

を得る. よって, 式 (2.3)が示された. ただし, 2番目の等式では, 補題 3.3の両辺を (b− a)k1 で
割って a→ 0, b→ ∞の極限を取ることによって得られる公式を使った.

3.3 式 (2.2), (2.3)の導出

式 (2.1)の証明における caを, k = 2, 3のときに具体的に計算すると,

(w2 + 3w + 1)2−1 = w2 + 3w + 1,

(w2 + 3w + 1)3−1 = w4 + 6w3 + 11w2 + 6w + 1

となる. また, 錐 C の形から,

(x1, x2) ∈ C ⇐⇒ (x2, x1) ∈ C

であることから, ζC(k1, k2) = ζC(k2, k1)となっていることにも注意すると, 以下が得られる:

ζQ(
√
5)(2) =

1

5
√
5
(2ζC(1, 3) + 3ζC(2, 2) + 2ζC(3, 1))

=
1

5
√
5
(4ζC(1, 3) + 3ζC(2, 2)) ,

ζQ(
√
5)(3) =

1

4 · 25
√
5
(24ζC(1, 5) + 6 · 6ζC(2, 4) + 4 · 11ζC(3, 3) + 6 · 6ζC(4, 2) + 24ζC(5, 1))

=
1

25
√
5
(12ζC(1, 5) + 18ζC(2, 4) + 11ζC(3, 3)) .

よって式 (2.2), (2.3)が示せた.

3.4 一般の総実体の場合についてのコメント

一般の総実体の場合 (定理 2.1)も, 証明の基本的な方針は上述の例 2.3の場合と同じである.

すなわち, 定理 3.2, 補題 3.3の適切な高次元版を用いることで証明を行う.

まず, 定理 3.2の高次元版に関しては, 無限級数∑
(x1,x2)∈Z2

−x2
1+x1x2+x2

2>0

1

(x1z + x2)2k
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のかわりに, 適切な F ′有理的な錐 C ⊂ Rnに対する

ψnk,C(y) :=
∑

x∈C∩Zn

1

⟨x, y⟩n+nk
, y ∈ VC ⊂ Cn

を考える. ただし, x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn)に対し, ⟨x, y⟩ = x1y1+ · · ·+xnynはドッ
ト積をあらわし, VC ⊂ Cnは ψnk,C が収束する適切な開集合である.

また, 補題 3.3の高次元版としては, 以下の Feynman parametrizationと呼ばれる積分公式
が存在し, それを用いる. Cf. [1, Proposition 7.1.3]. (この公式はHurwitz [3]なども使ってい
たもので, [1]ではHurwitzの公式とも呼んでいる.)

命題 3.4 (Feynman parametrization). x, ξ1, . . . , ξn ∈ Cn が Re(⟨x, ξi⟩) > 0, i = 1, . . . , n

を満たし, ξ1, . . . , ξn は C上の基底となっているとする. また, ξ∗1 , . . . , ξ
∗
n を ⟨−,−⟩に関する

ξ1, . . . , ξnの双対基底であるとする. さらに, ∆n−1 = {(t1, . . . , tn) ∈ Rn
>0 |

∑n
i=1 ti = 1}を標

準 (n− 1)単体とし,

σ(ξ1,...,ξn) : ∆n−1 → Cn; (t1, . . . , tn) 7→
n∑

i=1

tiξi

を, ξ1, . . . , ξnが張るアフィン (n− 1)単体とする. また, Cn上の (n− 1)形式 ω(y)を

ω(y) :=
n∑

i=1

(−1)i−1yidy1 ∧ · · · ∧ ďyi ∧ · · · ∧ dyn

で定める. ただし, ďyiは dyiを除くことを意味する.

このとき, k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn
≥0に対して, 次が成立する:∫

σ(ξ1,...,ξn)

⟨ξ∗1 , y⟩k1 · · · ⟨ξ∗n, y⟩kn
ω(y)

⟨x, y⟩n+|k| =
k!

(n+ |k| − 1)!

det(ξ1, . . . , ξn)

⟨x, ξ1⟩k1+1 · · · ⟨x, ξn⟩kn+1
.

ただし, |k| = k1+· · ·+kn, k! = k1! · · · kn!であり,また, det(ξ1, . . . , ξn)においては (ξ1, . . . , ξn)

を n× n行列とみなしている.

証明については, 例えば [3]や [1, Proposition 7.1.3]を参照されたい. また, 補題 3.3は実際
この命題の n = 2の場合となっている.

定理 2.1の証明の詳細については, 現在準備中の論文で改めて与える予定である.

4 課題

本稿における主結果 (定理 2.1)によって, 錐が非有理的な場合でも, 特定の代数的錐に付随
する conical zeta値の適切な有理線型結合が, 総実体のDedekind zeta値と結びつくことがわ
かった. 一方で, この結果からは, 個々の conical zeta値 ζC(k)の性質については, 未知のまま
となっている. 従って, 錐が代数的な場合に限っても, 個々の conical zeta値 ζC(k)の数論的あ
るいは幾何学的な性質の探求は今後の課題となる. 例えば

• 個々の conical zeta値 ζC(k)は, (Dedekind zeta値に限らなくてもよい)何か興味深い数
論幾何的不変量と関係するか？(例えば錐が有理的な場合は, conical zeta値は多重ゼー
タ値や円分多重ゼータ値と関係し, 従ってモチーフの周期と関係した.)
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• 個々の conical zeta値 ζC(k)の良い積分表示などはあるか？

• 数値実験を行うためには, ζC(k)の良い近似値が必要となるが, どのように計算すれば,

効率良く高い精度の近似値が得られるか？

といった問いに対して, 今後何か新しい発見があれば非常に興味深いと考えている.
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