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概 要

本稿では, 九州大学の広瀬稔氏との共同研究において得られたオイラー和のドリーニュ
型基底についての成果について報告する.

1 導入

1.1 多重ゼータ値・オイラー和とは

N を自然数とする. 各N に対して収束インデックスの集合 IN を

IN :=
{(

k1,
ε1,

k2,
ε2,

...

...
,kd
,εd

) ∣∣∣ d ∈ Z≥0,
k1,k2,...,kd∈Z>0,
εN1 =εN2 =···=εNd =1,

(
kd
εd

)
̸= (11)

}
で定め, 収束インデックス k =

(
k1,
ε1,

k2,
ε2,

...

...
,kd
,εd

)
∈ IN に対して, 多重 L値と呼ばれる複素数

ζ (k) :=
∑

0<m1<···<md

εm1
1 εm2

2 · · · εmd
d

mk1
1 mk2

2 · · ·mkd
d

を定義する. 収束インデックスの条件
(
kd
εd

)
̸= (11)は, ζ (k)の定義級数の収束条件にほかなら

ない.

N = 1, 2の場合, ζ (k)は実数であり, それぞれ多重ゼータ値 (N = 1), 交代多重ゼータ値ま
たはオイラー和 (N = 2)という固有の名前で呼ばれている. 本稿では特にN = 1, 2の場合に
ついてのみ取り扱う. そのため, 一般のN では使えない少々ad-hocな記号法ではあるものの,

省スペースのため,
(
k
1

)
を k,

(
k
−1

)
を kと書くことにする.

多重ゼータ値やオイラー和の間には様々なQ上の関係式が知られている. 例えば,

ζ(1, 2) = 8ζ(1, 2) = ζ(3)

や
4ζ(1, 3) = ζ(4)

などはその最もシンプルな例である. 多重ゼータ値の研究とは, 言ってしまえば多重ゼータ値
の満たす関係式の研究である. そこで, 根源的な問いとして次の問題が考えられる.

問題 1. 多重ゼータ値 (あるいはオイラー和)の満たす関係式を完全に記述せよ.

定義の単純さから, (交代)多重ゼータ値の関係式など簡単に記述できるのではないかと思わ
れる方もいるかも知れない. しかしながら, (交代)多重ゼータ値の満たす関係式の全体像は意
外なほど複雑で奥深く, 多くの数学者の膨大な研究にもかかわらず, その理解はいまだ道半ば
である. 本稿の目的は, オイラー和の場合に, この問題のモチーフ的なバージョンに対するあ
る意味で完全な解答を与えることである.
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1.2 既存の研究について

この節では, 本稿の主結果に関係する既存の研究について少し紹介する.

定義 (重さ・レベル). インデックス k =
(
k1,
ε1,

k2,
ε2,

...

...
,kd
,εd

)
∈ IN に対して, kの「重さ」を

wt(k) :=
d∑

i=1

ki,

kの「レベル」を

levN (k) :=


∑d

i=1 |ki − 2| N = 1

d N = 2

で定義する.

重さはともかく, レベルの定義はN = 1とN = 2の場合でまるで違うため, 「なんだか一
貫性のない定義だな」という印象を持たれるかもしれない. しかしこの定義は, 混合テイトモ
チーフの理論から一般的に定まるレベルというフィルター構造と実は整合的である.

さて, IN の重さ・レベルを固定した部分集合

IN (k) := {k ∈ IN |wt(k) = k},
IN (k, d) := {k ∈ IN |wt(k) = k, levN (k) ≤ d}

を定義しておく. また, J ⊂ IN (AはQ代数)と, Qの部分環R, f : IN −→ M (M はR加群)

に対して, Jに属するインデックスに対する f の値が生成するM のR部分加群を

f(J)R := spanR{f(k) |k ∈ J}

で表すことにする (f = ζすなわち多重ゼータ値やオイラー和の場合は, M = Rである). 重さ
が異なる多重ゼータ値やオイラー和には関係式がない, すなわち

ζ(IN )Q =
∞⊕
k=0

ζ(IN (k))Q (N = 1, 2)

であることが予想されている (直和予想). そこでザギエは, 重さ kの多重ゼータ値の張るQ線
形空間の次元

dim ζ(I1(k))Q

を (与えられた実数の有限集合に対して, それらの Z-線形和で 0に近いものを探す効率的な計
算アルゴリズムを用いて)数値的に調べ, ブロードハーストもまた同様の手法で

dim ζ(I2(k))Q

を調べ, 次の予想を定式化した.

予想 (N = 1 :ザギエ, N = 2 :ブロードハースト). N = 1, 2に対して dN (k)をそれぞれ∑
k≥0

d1(k)t
k =

1

1− t2 − t3
,

∑
k≥0

d2(k)t
k =

1

1− t− t2
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で定めるとき,

dim ζ(I1(k))Q = d1(k),

dim ζ(I2(k))Q = d2(k)

であろう.

これらの予想について dimZ(IN (k))Q ≥ dN (k) (つまり多重ゼータ値やオイラー和同士の
Q上の線形独立性)を示すことは, 現状では手のつけられない絶壁の難問だと考えられている.

この方向で知られている結果はごく限定的である. 例えばアペリーは天才的なアイディアに
よって ζ(3)のよい有理近似列を構成して無理性を証明したが, これは 1と ζ(3)のQ上の線形
独立性

ζ(I1(0))Q + ζ(I1(3))Q = ζ(I1(0))Q ⊕ ζ(I1(3))Q

と等しい (直和予想の一部分). しかしながら, 個別の kについて dim ζ(I1(k))Q > 1が示され
ている kは一つもない.

一方で, dimZ(IN (k))Q ≤ dN (k) (つまり多重ゼータ値やオイラー和の間に豊富な関係式が
あること)は, 手の届き得る代数的な問題である. 実際, 次が証明されている. [5]

定理 (N = 1 :寺杣 [6], N = 2 :ドリーニュ-ゴンチャロフ [3]). N = 1, 2に対して,

dim ζ(IN (k))Q ≤ dN (k).

この結果の証明には, 混合テイトモチーフの深い理論が使われる. N = 1の場合, おおまか
には次のような理屈である (N = 2の場合は Zを Z[12 ]に置き換える).

• 実数値の ζ(k)を抽象周期に持ち上げたモチーフ的 ζm(k)が構成できる. 「持ち上げで
あること」すなわち ζm(IN (k))Q ↠ ζ(IN (k))Q が存在することから, dim ζ(IN (k))Q ≤
dim ζm(IN (k))Q.

• 構成したモチーフ的多重ゼータ値 ζm(k)はある Z上の混合テイトモチーフの “実な”周
期である. また, Z上の混合テイトモチーフの “実な”周期のなす環は混合テイトモチー
フの一般論から

H1 =

 ⊕
r≥0

i1,...,ir>0

K2i1−1(Z)Q ⊗ · · · ⊗K2ir−1(Z)Q

⊗Q[ζm(2)]

と同型である (ここで K2i−1(Z)Q は Z の 2i − 1 次 K 群にテンソル Q した Q 線形空
間). よって, H1の重さが kの元のなす部分空間の次元を d′1(k)とおくと, 包含関係から
dim ζm(IN (k))Q ≤ d′1(k) (ただし, H1における重さはK2i1−1(Z)Qの生成元に対して i,

ζm(2)に対して 2と定義する).

• 次元公式

dimK2i−1(Z)Q =

1 i > 1, odd

0 otherwise
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から,

∞∑
k=0

d′1(k)t
k =

1

1−
∑

i≥1 dimK2i−1(O)Qti
× 1

1− t2

=
1

1− t3

1−t2

× 1

1− t2
=

1

1− t2 − t3
,

すなわち, d′1(k) = d1(k)である.

以上の事実を合わせると, dim ζ(I1(k))Q ≤ d1(k)が得られる.

さて, dim ζ(IN (k))Q = dN (k)を示すことは無理だとしても, ゴンチャロフ, ブラウンによっ
て構成されたモチーフ的多重ゼータ値について dim ζm(IN (k))Q = dN (k)を示すことであれば,

純代数的な問題である. いま,

B1 := {(k1, k2, . . . , km) ∈ I1 |m ≥ 0, k1, k2, . . . , km ∈ {2, 3}},
B2 := {(k1, k2, . . . , km−1, km) ∈ I2 |m ≥ 0, k2, . . . , km : odd}

とおき, N = 1, 2に対して

BN (k) := BN ∩ IN (k),

BN (k, d) := BN ∩ IN (k, d)

と定めよう. このとき, 簡単な数え上げで BN (k) = di(k)がチェックできる.

定理 (N = 1: ブラウン [1], N = 2: ドリーニュ[2]). N = 1, 2に対して ζm(k) (k ∈ BN (k, d))

はQ上線形独立で,

ζm(IN (k, d))Q = ζm(BN (k, d))Q.

この定理の系として, dim ζm(IN (k, d))Q = #BN (k, d)であることや, 実数値の多重ゼータ値
やオイラー和が BN (k, d)というインデックス対する値でQ上生成されていること

ζ(IN (k, d))Q = ζ(BN (k, d))Q

が従う. B1はホフマンによって基底となることが初めて予想されたのでホフマン基底と呼ば
れる. また, 本稿では B2をドリーニュ型基底と呼ぶことにする. ここでは立ち入らないが, 証
明には混合テイトモチーフの周期に対する余積 (あるいは余作用)をモチーフ的反復積分に対
して計算した明示公式であるゴンチャロフ余積 (あるいはその無限小版であるブラウン作用素)

に関する帰納的な議論が使われる.

ブラウンやドリーニュの結果を踏まえると, 1.1節で提起した根源的な問い (問題 1)のモチー
フ的バージョンは, 次のように言うことができる.

問題 2. ζm(IN (k, d))Q = ζm(BN (k, d))Q を導く具体的な関係式族を与えよ. すなわち, k ∈
IN (k, d)に対して,

ζm(k) =
∑

k′∈BN (k,d)

ck,k′ζm(k′)

となる ck,k′ ∈ Qを決定せよ.
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本稿では詳細には触れないが,問題 2はモチーフ理論的な観点では, Z (resp. Z[12 ])上の混合テ
イトモチーフのなす淡中圏の淡中双対として定義される「モチーフ的ガロア群」のP1\{0, 1,∞}
(resp. P1 \ {0,±1,∞})のモチーフ的基本群への作用を記述せよ (より正確には, モチーフ的基
本群の自己同型群の中の像を記述せよ)という問題に言い換えられ, 理論的にも重要な問題で
ある.

ブラウンやドリーニュの結果から, 問いの ck,k′ ∈ Qは存在し一意的であることは分かって
いる. しかし, 彼らの強力な定理やその証明手法を持ってしても, 具体的に ck,k′ を決定する方
法は得られない.

1.3 主結果

この節では主結果について述べる. まず, 2べきを修正したオイラー和 ζ̃m(k)を

ζ̃m(k) := 2dζ̃m(k) (k ∈ I2(k, d))

で定義する. また,

Z(2) :=

{
p

q
∈ Q

∣∣∣∣ p ∈ Z, q ∈ 1 + 2Z
}

とおく. このとき, 次が成り立つ.

定理 (広瀬-佐藤). k, d ≥ 0に対して,

ζ̃m(IN (k, d))Z[ 1
2
] = ζ̃m(BN (k, d))Z[ 1

2
].

より詳細に, k ∈ I2(k, d)と k′ ∈ B2(k, d)に対して, 明示的に定まる ck,k′ ∈ Z(2)があって,

ζ̃m(k) =
∑

k′∈BN (k,d)

ck,k′ ζ̃m(k′)

を満たす.

これは, 問題 2のN = 2の場合に対する完全な解答を与える.

1.4 主結果の証明のアイディア

この節では主結果の証明のアイディアについて簡単に説明する. 次の事実が基本的である.

補題. X,Y を有限生成 Z(2)加群とする. このとき,

X ⊂ 2X + Y ⇐⇒ X ⊂ Y.

Proof. ⇐=は自明なので, =⇒を示す. X, Y の生成元をそれぞれ x1, . . . , xnと y1, . . . , ymと
する. このとき, X ⊂ 2X + Y であるから, A ∈ Matn,n(Z(2))とB ∈ Matn,m(Z(2))であって, x1

...

xn

 = 2A

 x1
...

xn

+B

 y1
...

ym


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であるものが存在する. いま, det (In − 2A) ≡ 1 (mod 2)であるから, In − 2A ∈ GLn(Z(2))

である. したがって,  x1
...

xn

 = (In − 2A)−1B

 y1
...

ym



いま, X(k, d) := ζ̃m(I2(k, d))Z[ 1
2
], Y (k, d) := ζ̃m(B2(k, d))Z[ 1

2
]とおこう. 主定理の主張は

X(k, d) ⊂ Y (k, d)

であるが, 補題によって,

X(k, d) ⊂ 2X(k, d) + Y (k, d)

を示すことに帰着される. これをいきなり示すのは大変なので, 次のような二段階に分ける.

まず
B′
2(k, d) := {(k1, k2, . . . , km−1, km) ∈ I2(k, d) |m ≥ 0}

とし, W (k, d) := ζ̃m(B′
2(k, d))Z[ 1

2
]とおく.

ステップ 1. X(k, d) ⊂ 2X(k, d) +W (k, d)を示す.

ステップ 2. W (k, d) ⊂ 2X(k, d) + Y (k, d)を示す.

ステップ 1, 2ともに (一般化された)「合流関係式」を使って証明される. 合流関係式とは, 大
雑把にいうと, 変数付き反復積分のみたす関係式の極限として得られる反復積分の等式のこと
である (最も基本的な場合の合流関係式については [5]を参照). まず, 反復積分の定義を思い
出そう.

定義 3 (反復積分). 開集合 U ⊂ P1上の正則微分 1-形式の列 ω1, . . . , ωnと, γ(0, 1) ⊂ U であ
るような路 γ : [0, 1] −→ P1に対して, (積分が収束する場合に)反復積分を

Iγ(x;ω1 · · ·ωn; y) :=

∫
0<t1<···<tn<1

ω1(γ(t1)) · · ·ωn(γ(tn))

によって定義する. ただし, x = γ(0), y = γ(1)は積分路 γの端点である.

とくに γが xから yへの直線路のときは, 添字 γを省略して I(x;ω1 · · ·ωn; y)と書くことに
する.

さて, S を Cの部分集合とし, z ∈ S に対して形式的な変数 ez が生成する非可換多項式環
Q ⟨ez| z ∈ S⟩を考え, γ(0, 1) ⊂ P1 \ Sを満たす路 γ : [0, 1] −→ P1に対して, 「収束元」のな
す部分環を

Aγ
S :=

⊕
z1,...,zn∈S

z1 ̸=γ(0),zn ̸=γ(1)

Qez1 · · · ezn ,

で定義する. また, シンボル eaに対して, やや記号の乱用だが {a,∞}のみに極をもつ有理微
分形式

ea(t) :=
dt

t− a
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を対応付ける. このとき, Lγ : Aγ
S −→ Cを

Lγ(w) := Iγ(γ(0);w; γ(1))

で定めると, 反復積分が収束するのでLはwell-definedである. dch0,1を γ(x) = xで定まる路
とすると, 多重 L値は

ζ
(
k1,
ε1,

k2,
ε2,

...

...
,kd
,εd

)
= (−1)dLdch0,1(eη1e

k1−1
0 · · · eηde

kd−1
0 )

(1 ≤ i ≤ dに対して ηi+1 = εiηiおよび ηd+1 = 1)

とAdch0,1
{0}∪µN

の元の Ldch0,1 での像となっている. いま, z0, . . . , zn+1を複素パラメーター tの有
理関数とすると, Iγ(z0; ez1 · · · ezn ; zn+1)は tに関する複素関数とみなせる. この関数は微分方
程式系

dIγ(z0; ez1 · · · ezn ; zn+1) =
∑

1≤i≤n
zi ̸=zi+1

d log (zi+1 − zi)× Iγ(z0; ez1 · · · êzi · · · ezn ; zn+1)

−
∑

1≤i≤n
zi−1 ̸=zi

d log (zi − zi−1)× Iγ(z0; ez1 · · · êzi · · · ezn ; zn+1)

を満たす (ゴンチャロフの微分公式 [4]). この微分方程式系を用いて, 次のような式を導くこと
ができる.

1. γを 0から zへの路とする. このとき, w ∈ Aγ
{0,1,z}に対して

Lγ(w) =
∑

0≤m≤degw
a1,...,am∈{0,1}

(多重ゼータ値)× Lγ(ea1 · · · eam)

という「標準関係式」が得られる [5]. この標準関係式において z → −1の極限として得
られる関係式 (合流関係式)からステップ 1が従う.

2. 1と同様に γを 0から zへの路とする. このとき, w ∈ Aγ
{0,1,z2}に対して

Lγ(w) =
∑

0≤m+n≤degw
a1,...,am∈{0,1,−1}

(多重ゼータ値)× Lγ(ea1 · · · eam)×
log(−z)n

n!

という「標準関係式」が得られる. この標準関係式において z → −1の極限として得ら
れる合流関係式からステップ 2が従う. このステップでは標準関係式の 2-進的な性質が
鍵になる.
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