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概 要

本稿は第 13回福岡整数論研究集会における講演「On the Hom version of the Grothen-
dieck Conjecture for morphisms from regular varieties to hyperbolic polycurves of di-
mension 2」の報告である. 講演では劣 p進体上の 2次元多重双曲曲線に関するHom版の
Grothendieck予想について扱った. 本稿の内容はこの講演の解説かつ [Nag2]の要約に当
たる.

1 導入

pを素数, K を劣 p進体 (すなわちK は Qpのある有限生成拡大体の部分体)とする. K を
K の代数閉包とし, GK := Gal (K/K)とする.

記法・定義 1.1. 1. ZをK上のスキームとする. 構造射Z → SpecKが分離的かつ有限型
であり幾何的連結ファイバーを持つとき Z はK 上の代数多様体であるという. ZK :=

Z ×SpecK SpecK と書く.

2. ∗ → ZK を幾何的点とする. 各エタール基本群 π1(ZK , ∗), π1(Z, ∗)をそれぞれ∆Z ,ΠZ

と書く.

注意 1.2. 代数多様体の幾何的点の取り替えはエタール基本群に内部自己同型を誘導する. そ
のため∆Z ,ΠZ という基点を省略した記号には内部自己同型での不定性が含まれている. 本稿
では主にエタール基本群間の連続外部準同型, すなわち連続準同型の内部自己同型の合成に関
する同値類を扱うため, これらは適切な記号である.

K 上の代数多様体 Z に対してホモトピー完全列

1 → ∆Z → ΠZ → GK → 1 (1)

が得られる.

定義 1.3. Sをスキーム, Cを S上のスキームとする. 以下の 3条件を満たすときCは S上の
双曲曲線であるという.

• 固有滑らかかつ相対次元が 1の S 上のスキーム C → S で, C を開部分スキームとして
(S上)含むものが存在する.

• C \ C は S上の有限エタールな因子である.
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• C → S の幾何的ファイバーの種数を g, C \ C → S の階数を rとする. 2g + r − 2 > 0

である.

K 上の双曲曲線のエタール基本群は非常に多くの情報を持った不変量である. 特に以下の
ようにHom版のGrothendieck予想と呼ばれる強力な結果がある.

命題 1.4 ([Mzk1, Theorem A]). X をK上の双曲曲線, Y をK上の滑らかな代数多様体とす
る. 自然な写像

MordomK (Y,X) → Homopen
GK

(ΠY ,ΠX)/∆X (2)

は全単射である. ここに MordomK (Y,X)は Y から X への K 上の支配的な射の集合であり,

Homopen
GK

(ΠY ,ΠX)は ΠY から ΠX への GK 上の開連続準同型の集合である. さらに ∆X の
Homopen

GK
(ΠY ,ΠX)への作用を内部自己同型の合成で定義し, Homopen

GK
(ΠY ,ΠX)/∆X はこの作

用での同値類の集合を表す.

注意 1.5. MordomK (Y,X)の相異なる 2元は, YK 上の基点をXK の相異なる基点に移しうる.

写像 (2)の値域は∆Xによる共役での同値類を考えているため,写像 (2)はwell-definedになる.

注意 1.6. 命題 1.4は [Ho, Theorem 3.3]において Y が正規の場合に一般化された.

命題 1.4はGrothendieckにより予想され (cf. [Letter])望月により証明された. 命題 1.4の Y

としてK 上の双曲曲線を考えると, K 上の双曲曲線の同型類はエタール基本群のGK 上の同
型類から決定されることが分かる. このように, エタール基本群から代数多様体の同型類を決
定する研究を遠アーベル幾何学という.

双曲曲線X は 1次元代数多様体であるため, 代数多様体 Y からX へのK 上の支配的でな
い射は定値写像にかぎる. 定値写像が誘導する外部準同型ΠY → ΠX は自然な全射ΠX → GK

(cf. (1))の切断 (の共役同型類)を定める. ゆえにXのK有理点と自然な全射ΠX → GK の切
断の対応が問題となる. この問題はGrothendieck切断予想と呼ばれる.

記法・定義 1.7. X をK 上の双曲曲線とし, X を定義 1.3におけるX の滑らかなコンパクト
化 (X から一意的に定まる)とする.

1. x ∈ (X \X)(K)に対し, xのΠX における分解群をDxと書く. 分解群は∆X の共役を
除いて一意的であるが, ΠX が共役の合成での不定性を無視した記法 (cf.注意 1.2)であ
るため, 記法としての整合性がとれている.

2. 自然な全射ΠX → GK の切断の集合を SectGK
(ΠX)と書く. ∆X は SectGK

(ΠX)に共役
の合成で作用する. SectGK

(ΠX)/∆X でその商集合を表す.

3. SectGK
(ΠX)の部分集合 {s ∈ SectGK

(ΠX) | Im s ⊈ Dx ⊂ ΠX ∀x ∈ (X \X)(K)}を
SectNC

GK
(ΠX)と書く. ∆X の SectGK

(ΠX)への作用は SectNC
GK

(ΠX)への作用を誘導する.

SectNC
GK

(ΠX)/∆X でその商集合を表す.

命題 1.8 (cf. [Mzk2, Theorem 1.3 (iv)]). X をK 上の双曲曲線とする. 自然な写像

X(K) → SectGK
(ΠX)/∆X

は単射であり, 写像
X(K) → SectNC

GK
(ΠX)/∆X (3)

を誘導する.
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予想 1.9 (Grothendieck切断予想). 写像 (3)は全単射である.

Grothendieck切断予想は元々Xが固有な場合にのみ予想されていた. XがK上固有でない
場合には上記のように注意して取り扱う必要がある. Grothendieck切断予想は未解決問題で
あり, 現在でも決定的な結果は得られていない.

多重双曲曲線は双曲曲線の高次元対応物である. 以下, 双曲曲線X1 → SpecK と双曲曲線
X2 → X1を固定する. このX2 → X1 → SpecKのように, 双曲曲線の連続拡大となる 2次元
の代数多様体を 2次元の多重双曲曲線という. 2次元の多重双曲曲線に関するある種の Hom

版のGrothendieck予想の解決として, 星は以下の結果を与えた.

命題 1.10 ([Ho, Proposition 3.2 (ii), Theorem A]). Y → SpecK を正規代数多様体とする.

1. 次の自然な可換図式がある.

MorK(Y,X2) // HomGK
(ΠY ,ΠX2)/∆X2

MordomK (Y,X2) //
� ?

OO

Homopen
GK

(ΠY ,ΠX2)/∆X2 .
� ?

OO
(4)

ここに, MorK(Y,X2) (respectively, MordomK (Y,X2))は Y からXへのK上の射 (respec-

tively, 支配的な射)の集合である. HomGK
(ΠY ,ΠX2) (respectively, Hom

open
GK

(ΠY ,ΠX2))

はΠY からΠX2へのGK上の連続群準同型 (respectively,連続開群準同型)の集合であり,

∆X2 が共役で作用する. その商を HomGK
(ΠY ,ΠX2)/∆X2 (respectively, Homopen

GK
(ΠY ,

ΠX2)/∆X2)と書く.

2. 図式 (4)の写像
MorK(Y,X2) → HomGK

(ΠY ,ΠX2)/∆X2

は単射である.

3. 核が位相的有限生成な開外部準同型のなすHomopen
GK

(ΠY ,ΠX2)/∆X2の部分集合は, 図式
(4)の写像

MordomK (Y,X2) → Homopen
GK

(ΠY ,ΠX2)/∆X2

の像に含まれる.

命題 1.10は, ある種のHomopen
GK

(ΠY ,ΠX2)/∆X2 の元が代数多様体の支配的な射から誘導さ
れることを示している. 一方, 支配的な射から誘導されない開外部準同型があることに注意
する.

注意 1.11. あるK 上の 2次元多重双曲曲線X ′
2, 双曲曲線 C ′, K 上の射 C ′ → X ′

2であって,

誘導する基本群の外部準同型ΠC → ΠX′
2
が開外部準同型になるものが存在する.

よって次のような問題が考えられる.

問題 1.12. 1. Homopen
GK

(ΠY ,ΠX2)/∆X2 の元がMordomK (Y,X2)の元から誘導されるか否か
を群論的に判定できるか.

2. 任意のHomopen
GK

(ΠY ,ΠX2)/∆X2 の元は, ある代数多様体の射から誘導されるか.

本稿では問題 1.12.1に対し解を与える. さらに, ある双曲曲線のクラスに対する予想 1.9の
成立を仮定した上で, 問題 1.12.2を証明する.
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2 主定理

K,X2, X1は 1章と同じ対象を表す. またこの章では, K上の正規代数多様体 Y を固定する.

問題 1.12.1を解くために以下の考察を与える.

考察 2.1. Y からX2への代数多様体の射 f : Y → X2であって, 開外部準同型 f∗ : ΠY → ΠX2

を誘導するものを考える. 合成射 Y → X2 → X1を f1, Y の関数体をK(Y )と書く.

1. dim (Im f) = 1とする. f1は支配的である. f1が定めるX1のK(Y )での整閉包をNY/X1

とする. 誘導される支配的な射 Y → NY/X1
の像が定める NY/X1

の開部分スキームを
UY/X1

とする. 誘導される射 Y → X2 ×X1 UY/X1
の像は, 射X2 ×X1 UY/X1

→ UY/X1
の

切断を定める.

2. f が支配的 (i.e., dim (Im f) = 2)とする. 次の図式を可換にするようなK上の任意の双
曲曲線X ′

1, 任意の支配的な射X ′
1 → X1, Y → X ′

1に対し, 誘導される射 Y → X2×X1 X
′
1

は支配的である.

Y //

f

��

X ′
1

��
X2

// X1.

エタール基本群に対して同様の考察の成立が期待される. 実際には完全な類似を考えず, ΠY

を開部分群と取り替えたものを考える.

以下では連続開外部準同型 ϕ : ΠY → ΠX2 を固定する.

定義 2.2. ϕについての 2条件 (O)と (S)を定義する. K ′をKの有限次拡大体, CをK ′上の
双曲曲線, C → X1をK 上の支配的な射とする. Π′ ⊂ ΠY を開部分群, Π′ → ΠC を連続開外
部準同型とする. これらについて以下の図式を考え, 外側の 5角形が可換であるとする.

Π′

&&

_�

� ++VVVV
VVVVV

VVVVV
VVVVV

VVVVV
VVV

ΠY

ϕ &&LL
LLL

LLL
LLL

ΠX2 ×ΠX1
ΠC

//

��

ΠC

��
ΠX2

// ΠX1 .

(S) 上記の条件を満たす任意のK ′, C → X1,Π
′ → ΠC に対し, 誘導される連続外部準同型

ΠZ → ΠX2 ×ΠX1
ΠC の像は射影ΠX2 ×ΠX1

ΠC → ΠC によりΠC に同型に移らない (射
影の切断を定めない).

(O) 上記の条件を満たす任意のK ′, C → X1,Π
′ → ΠC に対し, 誘導される連続外部準同型

ΠZ → ΠX2 ×ΠX1
ΠC は開である.

条件 (S)は考察 2.1.1の類似が成立しないことに対応し, 条件 (O)は考察 2.1.2の類似が成立
することに対応する. これらの条件を用いて問題 1.12.1への解を与える.

定理 2.3 ([Nag2, Theorem 0.4]). Y が正則であるとする. 以下は同値である.
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1. ϕを誘導するK 上の支配的な射 f : Y → X2が存在する.

2. ϕは (S)を満たす.

3. ϕは (O)を満たす.

次に, あるクラスの双曲曲線の Grothendieck切断予想を仮定した上で, 問題 1.12.2に解を
与える.

定理 2.4 ([Nag2, Theorem 0.6]). 次の条件 (SC)が満たされると仮定する.

(SC) 任意のK上超越次数1の有限生成拡大体Lと任意のL上の双曲曲線Cについて, Grothen-

dieck切断予想 (cf.予想 1.9)が成立する. すなわち, C,Lに対して定まる写像 (3)は全単
射である.

このとき, ϕを誘導するK 上の射 Y → X2が存在する.

3 主定理の証明の概略

K,X2, X1, Y, ϕは 2章と同じ対象を表す. まず定理 2.3の証明の概略を与える. 外部準同型
の合成

ΠY
ϕ→ ΠX2 → ΠX1

を ϕ1と書く. 命題 1.4と注意 1.6より ϕ1を誘導するK上の支配的な f1 : Y → X1が存在する.

X1の関数体をK(X1), K(X1)の絶対ガロア群をGK(X1)と書く. X2×X1 SpecK(X1), Y ×X1

SpecK(X1)をそれぞれX2,K(X1), YK(X1)と書く. いま, f1の誘導する射YK(X1) → SpecK(X1)

が引き起こす外部準同型 ΠYK(X1)
→ GK(X1) は図式 (5)の外側の 5角形を可換にする. [Ho,

Proposition 2.4]より
ΠX2,K(X1)

∼= ΠX2 ×ΠX1
GK(X1)

という自然な同型が存在する. よって,図式 (5)より誘導される自然な外部準同型ϕξ : ΠYK(X1)
→

ΠX2,K(X1)
が存在する.

YK(X1)

�� **VVVV
VVVV

VVVV
VVVV

VVVV
V

Y

f1
VVVV

VVVV
VVVV

++VVVV
VVVVV

VVVVV

X2,K(X1)
//

��

SpecK(X1)

��
X2

// X1.

ΠYK(X1)

ϕξ %%�� **UUU
UUUU

UUUU
UUUU

UUUU
UU

ΠY

ϕ &&LL
LLL

LLL
LLL

ϕ1
VVVV

VVVV
VVVV

**VVV
VVVV

VVVV

ΠX2,K(X1)
//

��

GK(X1)

��
ΠX2

// ΠX1 .

(5)

さて, ϕを誘導するK 上の (支配的な)射 Y → X2が存在するかを問題にしていた. この問題
に答えるための一つ目の補題が次である.
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補題 3.1 ([Ho, Lemma 3.4 (iv)] and [Nag2, Lemma 1.17]). 以下は同値である.

1. ϕξ を誘導するK(ξ)上の射 fξ : YK(X1) → X2,K(X1)が存在する.

2. ϕを誘導するK 上の射 f : Y → X2が存在する.

また f が支配的であることと fξ が支配的であることは同値である.

X2,K(X1)は劣 p進体K(X1)上の双曲曲線である. よって命題 1.4と注意 1.6より, 支配的な
fξが存在することと ϕξが開であることは同値である. 図式 (5)の左の平行四辺形を取り出し,

その各対象からGK(X1),ΠX1 への外部準同型の核を考えて, 以下の図式を得る.

∆YK(X1)

ϕξ,∆ ((��

ΠYK(X1)

ϕξ %%��
∆Y/X1

ϕ∆ ((PP
PPP

PPP
PPP

PP
∆X2,K(X1)

≃
��

ΠY

ϕ &&LL
LLL

LLL
LLL

ΠX2,K(X1)

��
Ker (∆X2 → ∆X1) ΠX2

ここに ∆Y/X1
は外部準同型 ΠY → ΠX1 の核を表す. ϕξ,∆, ϕ∆ を ϕξ, ϕが各核に誘導する自

然な外部準同型とする. ϕξ,∆が開であることと ϕξ が開であることは同値である. いま, [Ho,

Proposition 2.4]より自然な外部準同型

∆X2,K(X1)
→ Ker (∆X2 → ∆X1)

は同型である. 外部準同型 ϕは開であるから ϕ∆も開である. よって ϕξ が開であることを示
すためには, 外部準同型∆YK(X1)

→ ∆Y/X1
が開であることを示せばよい. より一般的に次の

問題を考える.

問題 3.2. ZをK上の正規代数多様体, CをK上の双曲曲線, g : Z → Cを支配的な射, K(C)

を C の関数体, K(C)をK(C)の代数閉包とする.

Z ×C SpecK(C)

��

// SpecK(C)

��
Z ×C SpecK(C)

��

// SpecK(C)

��
Z // C.

基本群の列
∆Z×CSpecK(C)(= π1(Z ×C SpecK(C))) → ΠZ

g∗→ ΠC (6)

は完全か?

この問題は主に [Nag1]で扱った. さらに [Nag1]の結果を用いて [Nag2]では次の結果を得た.

命題 3.3 ([Nag1, Theorem 4.1], [Nag2, Proposition 2.2]). Z,C, g を問題 3.2と同様とする.

さらに Z が正則とする.

1. 以下は同値である.
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• 列 (6)が完全である.

• Ker g∗は位相的有限生成である.

• NZ/C を Zの関数体におけるCの整閉包, EZ/C をNZ/C 内でのCの最大不分岐拡
大, UZ/C を Z のNZ/C への像が定めるNZ/C の開部分スキームとする. このとき
UZ/C → EZ/C は同型であり, さらに以下が成立する.

– 任意のEZ/C の閉点 eに対し, 射 Z → EZ/C の点 eでのファイバーの各既約成
分の重複度の最大公約数は 1である.

2. 以下の 2条件を満たすような, あるKの有限次拡大体K ′, 双曲曲線U → SpecK ′, K上
の有限射 U → UZ/C が存在する.

• Z ′ → Z は有限エタール射である.

• Z ′ → U は 1の同値条件を満たす.

ここで, Z ×UZ/C
U は連結整スキームであり, その整閉包を Z ′と書く.

命題 3.3の g : Z → C として f1 : Y → X1を考える. (ここで定理 2.3の仮定の Y の正則性
を用いる.) 命題 3.3.2のK ′, U に対応して, Kの有限次拡大体K ′, 双曲曲線X ′

1 → SpecK ′を
とり固定する. 合成射 U → UZ/C → C に対応するX ′

1 → X1を考える. また Z ′ → Z に対応
する有限エタール被覆を Y ′ → Y と書く. さらに Z ′ → U に対応する射を f ′

1 : Y ′ → X ′
1と書

く. すると左下の図式を得る.

Y ′

��

f ′
1

**TTT
TTTT

TTTT
TTTT

TTTT
TTTT ΠY ′

ϕ′
$$�� **TTT

TTTT
TTTT

TTTT
TTTT

TTT

Y

f1 TTTT
TTTT

TTTT

**TTT
TTTT

TTTT

X2 ×X1 X
′
1

//

��

X ′
1

��

ΠY

ϕ $$J
JJ

JJ
JJ

JJ
J ΠX2×X1

X′
1

//

��

ΠX′
1

��
X2

// X1 ΠX2
// ΠX1

f ′
1がエタール基本群に誘導する外部準同型は右上の図式の外側の 5角形を可換にする. [Ho,

Proposition 2.4]より
ΠX2×X1

X′
1

∼= ΠX2 ×ΠX1
ΠX′

1

という自然な同型が存在する. よって自然な外部準同型 ϕ′ : ΠY ′ → ΠX2×X1
X′

1
が誘導される.

この ϕ′が開外部準同型であれば, 問題 3.2の直前までの議論を ϕ′に適用することで ϕ′がK

上の支配的な射 Y ′ → X2 ×X1 X
′
1から誘導されていると分かる. より詳しく, ϕ′は以下の状況

にあると分かる.

命題 3.4 ([Nag2, Proposition 2.4]). 以下のいずれかが成立する.

• Imϕ′はΠX2×X1
X′

1
で開.

• 合成 Imϕ′ ⊂ ΠX2×X1
X′

1
→ ΠX′

1
は同型である.

定理 2.3の証明の概略. 以下の 5つの条件が同値であることを示す.

1. ϕを誘導するK 上の支配的な射 f : Y → X2が存在する.
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2. ϕは (S)を満たす.

3. ϕは (O)を満たす.

4. Imϕ′はΠX2×X1
X′

1
で開.

5. ϕ′を誘導するK 上の支配的な射 f ′ : Y ′ → X2 ×X1 X
′
1が存在する.

1 ⇒ 2 ⇒ 3は直ちに従い, 3 ⇒ 4は命題 3.4から, 4 ⇒ 5は命題 3.4の直前の議論から従う.

よって 5 ⇒ 1を示せばよい. X ′
1の関数体をK(X ′

1)と書く. 5は

ΠY ′×X′
1
SpecK(X′

1)
→ ΠX2×X1

SpecK(X′
1)

が開外部準同型であることと同値である. 一方, ΠX2×X1
SpecK(X′

1)
は ΠX2,K(X1)

(= ΠX2×X1
SpecK(X1))の開部分群であるため, 5から ΠYK(X1)

→ ΠX2,K(X1)
が開外部準同型

であることが従う. よって 5 ⇒ 1である.

次に, 定理 2.4の証明の概略を与える.

定理 2.4の証明の概略. まず Y が正則であるとする. 定理 2.3 の証明と命題 3.4 より合成
Imϕ′ ⊂ ΠX2×X1

X′
1
→ ΠX′

1
は同型であると仮定してよい. 切断予想に関する仮定と補題

3.1と ϕが開外部準同型であることを用いると, ϕ′がK ′上の代数多様体の射 Y ′ → X2×X1 X
′
1

から誘導されるとしてよい. さらに合成 Y ′ → X2 ×X1 X
′
1 → X2が Y → X2を経由すること

を示すことで定理 2.4を証明する. (この部分に関する [Nag2]の議論は非常にテクニカルであ
る. 4章を参照.)

次に Y が正規の場合を扱う. Y の正則点のなす開部分多様体 Y ′を考えると, 合成

ΠY ′ → ΠY
ϕ→ ΠX2

は上記の議論より代数多様体の射 Y ′ → X2から引き起こされる. [Ho, Lemma 1.3]を用いる
と, この射が Y → X2を経由することが分かる. よって 2.4が示された.

4 講演後の進捗

定理 2.3では命題 3.3を用いるために Y の正則性を仮定した. 筆者は命題 3.3を正規の仮定
に一般化し, 結果として定理 2.3の Y の正則性を正規に弱めた定理を証明した. この結果を含
めた論文を現在準備中である.

また定理 2.4の証明の大幅な簡略化を星裕一郎先生・望月新一先生から教えていただいた.

簡略化された証明をまとめた論文は現在投稿中である.
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