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0 はじめに

保型形式の理論において, Eisenstein級数はもっとも基本的かつ重要な関数である. Siegel

保型形式の場合, Eisenstein級数にもいくつかの種類があるが, Siegel Eisenstein級数と呼ばれ
る以下の関数が重要である. Γ g = Sp(g,Z)を g次のシンプレクティック群 (行列サイズが 2g

であるもの)とし, Γ g∞で左下の g × g-ブロックが 0行列である部分群を表す. 正の整数 lに対
し, Γ g0 (l)でレベルが lの合同部分群, すなわち左下 g× g-ブロックが mod lで 0となるような
部分群を表す. lを法として定義された Dirichlet指標 ψと ψ(−1) = (−1)k をみたす自然数 k

に対し,

Eg,kl,ψ (Z) =
∑

( ∗ ∗
C D )∈Γ∞\Γ g

0 (l)

ψ(detD) det(CZ +D)−k

として Siegel Eisenstein級数を定める. ここで Zは g次の Siegel上半空間Hgの元である. 右
辺は k > g + 1で絶対収束し, このときEg,kl,ψ (Z) ∈Mk(Γ

g
0 (l), ψ)となる.

Eg,kl,ψ (Z)の Fourier展開を

Eg,kl,ψ (Z) =
∑

Sg(Z)∗∋T≥0

C(T ) exp(2πiTr(TZ))

と表す. ここで Sg(Z)∗は半整数対称行列の集合を表す. この C(T )の明示式を与えるのが本
稿の目的である.

まず T > 0, すなわち T が正定値であると仮定してよい. 実際 rankT = r の場合, ある

U ∈ SLg(Z)を用いて tUTU =

(
T0 0

0 0

)
, T0 ∈ Sr(Z)∗, T0 > 0と書けるが, このとき C(T )は

Er,kl,ψ(z) (z ∈ Hr)の T0におけるFourier係数と等しい. 以下 T > 0と仮定する. C(T )はEuler

積表示をもち
C(T ) = ξg(T, k)

∏
p:prime

Spg (l, ψ, T, k) (0.1)

と表される. 無限素点に対応する ξg(T, k)は Siegelにより明示式が与えられており,

ξ(T, k) =
2−g(g−1)/2(−2πi)gk

Γg(k)
(detT )k−(g+1)/2

が成り立つ. ここで Γg(s) = πg(g−1)/4
∏g−1
j=0 Γ(s− j/2)とおいた.

一方 Spg (l, ψ, T, k)は Siegel級数と呼ばれる. ここでは正確な定義は述べないが, (p, l) = 1の
場合と p | lの場合では定義そのものが異なっており, 性質もだいぶ違っていることを注意して
おく. (p, l) = 1の場合については数多くの研究がなされてきた. この場合 Spg (l, ψ, T, k)を単に
Spg (ψ, T, k)と書き, 特に l = 1の場合は Spg (T, k)と略記する. 基本的事実として, Spg (T, k)は
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p−kの有理関数になることが知られており, それを Spg (T, k) = f(p−k)とおくと，(p, l) = 1で
あれば Spg (ψ, T, k) = f(ψ(p)p−k)が成り立つ. よって l = 1の場合, すなわち full modularの
Siegel Eisenstein級数を考えれば十分である. このとき, Spg (T, k) = γp(T, k)Fp(T, k)なる分
解がある. (cf. [Kat]). ここで γp(T, k)は Riemannゼータ関数やDirichlet L-関数のオイラー
因子たちの積からなる項であり, Fp(T, k)は多項式部分と呼ばれる項である. (p,det(2T )) = 1

ならば Fp(T, k) = 1であるので, 十分大きな kに対し (0.1)の無限積が収束することがわかる.

Fp(T, k)の明示式を与えたのが [Kat]であり, 以上より (p, l) = 1なる素数 pに関しての Siegel

級数はすべて解決している.

一方で p | lなる pに対する Spg (l, ψ, T, k)に関しては, 低い次数の場合の計算結果はあるも
のの ([Mi], [Ta1], [Gu2], [Gu3], [Di]など), 一般次数に関しては計算は難しいと思われていた.

ただし Takemoriは [Ta2] において, lが奇数かつ原始的指標 ψが 2次指標または自明指標を
含まない場合 (すなわち ψ =

∏
p|l ψpと分解したときにすべての p | lに対し ψ2

p ̸≡ 1であると

き), 一般の次数 gに対して Eg,kl,ψ (Z)の Fourier係数の明示式を求めている. 実際, この場合の
結果は著しく簡単であり, Riemannゼータ関数やL-関数を関数等式で裏返しにすることで, レ
ベルを割る素数の寄与が自明になってしまうのである. Takemoriは [Ta1]で求めた次数 2での
計算結果からこれを予想し, (1) まず Fourier係数が簡単になる Eisenstein級数を構成し, (2)

Siegel Eisenstein級数が (1)で得られた Eisenstein級数と等しくなることを示す, という手順
でこれを証明した. しかし 2次指標または自明指標に付随する Siegel級数は複雑であり, この
方法ではうまくいかない.

一方で 2次指標または自明指標を持つ Siegel Eisenstein級数については, genus theta級数
(種のテータ級数)との関係からこれを調べるという方向もある. 古典的には full modularの
場合, genus thetaと Siegel Eisenstein級数が完全に一致するといういわゆる Siegelの主定理
がよく知られている. レベル付きの場合は Siegel Eisenstein級数も cuspの個数だけあるため
このように単純な話にはならないが, genus theta級数が Siegel Eisenstein級数の空間に入っ
ていることは知られている ([Fr]など). さらに詳しく, Katsurada-Schulze Pillot([KS])や, そ
れを一般化した Böcherer-Hironaka-Sato ([BHS])などにより, 局所密度の詳しい性質から, レ
ベルが奇素数 (より一般に平方因子を含まない奇数)の場合に, 適切に選んだ genus theta級数
たちが Eisenstein級数の空間の基底をなすことが示されている.

さて, genus theta級数の Fourier係数は素数 pに対する局所密度と呼ばれるものの無限積で
与えられ, レベルを割らない pに対しては, 局所密度と Siegel級数が一致していることが知られ
ている. さらに局所密度は一般次数 gに対し, すべての奇素数に関して Sato-Hironaka ([SH])

により明示式が与えられており, 上記の結果から Siegel Eisenstein級数の明示式が局所密度の
線形和として与えられることになる. しかし局所密度の明示式はそれ自身がかなり複雑な形を
しているため, さらにその線形和を考えても「よい明示式」は得られないと思われていた節が
あった ([Boe]の序文など).

この稿ではまず, 上記の「Siegel Eisenstein 級数を genus theta 級数で表す」線形結合が
実際にはかなり簡明な形で与えられることを示す. のみならず重要なのは, その係数たちが
Vandermonde行列の逆行列から決まり, 単純な関係式をみたしているということである. そ
の事実から, Siegel級数は局所密度の和の一部をとりだしたものにすぎないことが示され, 求
める明示式が得られる.
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1 genus theta級数

Sn(Z)を整数係数の n次対称行列のなす集合, Sn(Z)∗ で半整数対称行列全体を表す. すな
わち Sn(Z)∗ = {(qij) ∈ Sn(Z) | qii ∈ Z, qij ∈ 1

2Z (i ̸= j)}である. また Sn(Z)e = {(qij) ∈
Sn(Z) | qii ∈ 2Z}を偶対称行列の集合とする. 明らかにQ ∈ Sn(Z)∗ ⇐⇒ 2Q ∈ Sn(Z)eであ
る. Zを Zpで置き換えたものも同様に定義する. また S+

n (Z), S+
n (Z)∗, S+

n (Z)eでそれぞれ正
定値なものからなる部分集合を表す.

定義 1. (1) Q1, Q2 ∈ Sn(Z)∗が同じ類に属すとは,あるU ∈ GLn(Z)が存在して tUQ1U = Q2

が成り立つことをいう.

(2) Q1, Q2 ∈ Sn(Z)∗が同じ種に属すとは, 任意の素数 pに対して, ある Up ∈ GLn(Zp)が存
在して tUpQ1Up = Q2となり, かつQ1とQ2が等符号であることをいう.

Q1とQ2が同じ類に属していれば, 当然それらは同じ種に属するが, 逆は一般には成り立た
ない. 同じ種に属している 2つの 2次形式は, Hasse-Minkowskiの定理よりGLn(Q)-同値であ

るが, GLn(Z)-同値であるとは限らないからである. 例えば

(
5 0

0 11

)
と

(
1 0

0 55

)
は同種であ

るが異なる類に属する. (5x2 + 11y2は 1を表さないが, x2 + 55y2は 1を表す). Q1とQ2が
同じ類に属することをQ1 ∼ Q2で表す．さて，Q ∈ Sn(Z)∗と同種な 2次形式の同値類

{S ∈ Sn(Z)∗ |SはQと同じ種に属する }/ ∼

は有限集合であり, その位数 h(Q)をQの類数と呼ぶ.

Q ∈ S+
2k(Z)

∗と Z ∈ Hg に対して, theta級数

ϑ(Q;Z) =
∑

N∈M2k,g(Z)

exp(2πiTr(tNQNZ)) ∈Mk(Γ
g
0 (l), χQ)

が定義される. 特に次数を強調するときは ϑg(Q;Z)とも書くことにする. ここで lは 2Qのレ
ベルであり, l · (2Q)−1 ∈ S+

2k(Z)eをみたす最小の自然数として定められる. また χQはQから
定まる指標であって, 各素数 pに対し

χQ(p) =

(
(−1)k det 2Q

p

)
で特徴づけられる. 特に kが偶数かつ det 2Qが 2乗数のときは χQは lを法とする自明指標と
なる.

theta級数の Fourier展開を

ϑ(Q;Z) =
∑

T∈Sg(Z)∗
T≥0

r(Q,T ) exp(2πiTr(TZ))

と書くと,

r(Q,T ) = ♯{N ∈M2k,g(Z) | tNQN = T}

が成り立つ. この r(Q,T )を Qと T の不変量を用いて直接書き下すことは難しいが, 同種の
中の類の代表系の “平均”をとることで, 局所的な値の積に分解することができるようになる.

これがいわゆる Siegelの主定理, あるいは Siegel公式と呼ばれるものである.
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Qと同種な対称行列の類による代表系をとり, Q1, . . . , Qhと表す. 各 i (1 ≤ i ≤ h)に対し
て O(Qi) = {g ∈ GLn(Z) | tgQig = Qi}と置くと, Qiは正定値であるから ♯O(Qi) < ∞であ
る. このとき, Qから定まる genus theta級数は

Θ(Q;Z) =
1

w

h∑
i=1

ϑ(Qi;Z)

♯O(Qi)
, w =

h∑
i=1

1

♯O(Qi)

で定義される. 2Qのレベルや行列式は種の不変量であるから, Θ(Q;Z)もまたMk(Γ
g
0 (l), χQ)

の元である.

各素数 pに対し, 局所密度を以下で定める. Q ∈ Sm(Z)∗, T ∈ Sg(Z)∗とし, ν ≥ 1に対して

rpν (Q,T ) = ♯{N ∈Mm,g(Z/pν) | tNQN ≡ T mod pνSg(Z)∗}

と置く. ただしA ≡ B mod pνSg(Z)∗とは, A−B ∈ pνSg(Z)∗を意味する. そして

αp(Q,T ) = lim
ν→∞

p−ν(mg−g(g+1)/2)rpν (Q,T )

と定める. 右辺は十分大きな νに対して常に一定の値をとるので, 極限は意味を持つ.

定理 1.1 (Siegel公式, [Si, Sats 1, (72)]または [Ki, Theorem 6.8.1]). Q ∈ S2k(Z)∗, T ∈ Sg(Z)∗

とする. 2k > g + 1のとき, genus theta級数Θ(Q;Z)の T における Fourier係数は

α∞(Q,T )
∏

p:prime

αp(Q,T )

で与えられる. 無限素点の寄与 α∞(Q,T )は

α∞(Q,T ) = (detQ)−g/2(detT )(2k−g−1)/2 2
−g(g−1)/2πgk

Γg(k)

= igk det(2Q)−g/2 ξg(T, k) (1.1)

で与えられる.

注意. Siegelの原論文や [Ki]では, α∞(Q,T )の値が 2べき 2g(g−1)の分だけずれている. これは,

局所密度 αp(Q,T )の定義の違いによるもので, 上記の文献では tNQN ≡ T mod pνSg(Z)な
るN の個数を採用しているためである. これらの定義の違いによるずれは [Ki, Lemma 5.6.5]

にあり, それを見れば上の定理の値が正しいことが分かる.

すなわち genus thetaの無限素点の寄与は, (0.1)に現れる Siegel Eisenstein級数の無限素点
の寄与 ξg(T, k)とほぼ同じものになる. 一方で有限素点の寄与, すなわち Siegel級数と局所密
度との比較については次の事実がある ([Sh, Lemma 3.5]).

命題 1.2. Q ∈ S+
2k(Z)

∗, T ∈ Sg(Z)∗とする. (p,det(2Q)) = 1なる素数 pに対して

αp(Q,T ) = Spg (χQ, T, k)

が成り立つ.

(p,det 2Q) = 1と pがレベルを割らないということは同値であるから, 前節で言及した通り,

この場合の αp(Q,T )の明示式はKatsurada ([Kat])により与えられている. さらに, 定理 1.1

と命題 1.2を合わせると, 次の事実がわかる.
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定理 1.3 (解析的 Siegel公式). k > g + 1, Q ∈ S+
2k(Z)

∗とし det 2Q = 1と仮定すると

Eg,k(Z) = Θ(Q;Z)

が成り立つ. ここで Eg,k(Z)は full modular Sp(g,Z)に関する重さ kの Siegel Eisenstein級
数である.

証明. 2Q ∈ S+
2k(Z)eかつ det 2Q = 1であるから, よく知られているように k ≡ 0 mod 4であ

る. よって (1.1)より α∞(Q,T ) = ξk(T, k)が成り立つ. これより定理 1.1および命題 1.2か
ら, Eg,k(Z)と Θ(Q;Z)の Fourier係数は, すべての T ∈ S+

g (Z)∗ に対して等しいことがわか
る. すなわち F (Z) = Eg,k(Z)−Θ(Q;Z)とおくと, F (Z)は singular保形形式と呼ばれるもの
になるが, 0でない singular保形形式は k < g/2の範囲にしか存在しない (cf. [An, Theorem

2.3.16]). よって F (Z) = 0であり, 主張が示された.

この稿では full modularではなくレベル付きの場合を扱うので，レベルを割る素数に関して
の Spg (l, ψ, T, k)と αp(Q,T )との間の関係を調べるのが目標となる．まず次の事実が成り立つ．

命題 1.4. Q ∈ S+
2k(Z)

∗とし, lを 2Qのレベルとする. この時Θ(Q;Z)はレベルが lで指標 χQ

の Siegel Eisenstein級数の空間 Ek(Γ g0 (l), χQ)に属する.

ただし Siegel Eisenstein級数の空間は

Ek(Γ g0 (l), χQ) =
⟨
Ek,lg,ψ(Z)|kγ

∣∣∣ γ ∈ Γ g, ψ
⟩
C
∩Mk(Γ

g
0 (l), χQ)

で定める. ここで, ψは lを法とし ψ(−1) = (−1)k をみたすすべての Dirichlet指標を走るも
のとする.

既にみたように genus theta級数の Fourier係数は局所密度であらわされるが, 奇素数 pに
対しての局所密度は, Sato-Hironakaにより一般次数で明示式が与えられている ([SH]). よっ
ていくつかのQを適切に選び, Siegel Eisenstein級数を genus theta級数の線形和であらわす
ことができれば, レベルを割る素数 pに対しても Siegel級数が計算できることになる.

以下奇素数 pを固定し, レベルが pの場合を考える. χ0を pを法とする自明指標とし, 2次
指標 (∗p)を χpで表す. k > g+ 1とし, 1 ≤ j ≤ 2g+ 2をみたす各 jに対し, Q

(j)
2k ∈ S+

2k(Z)
∗で

あって
2Q

(j)
2k のレベルは p, det(2Q

(j)
2k ) = pj

をみたすものを 1つとって固定する. このような Q
(j)
2k の存在については次節で考察する. す

ると

χ
Q

(j)
2k

=

χ0 jが偶数のとき

χp jが奇数のとき

である.

命題 1.5. {Q(2j−1)
2k } (1 ≤ j ≤ g + 1)は Ek(Γ g0 (p), χp)の基底をなし, {Q(2j)

2k } (1 ≤ j ≤ g + 1)

は Ek(Γ g0 (l), χ0)の基底をなす.

この命題は, 2次指標の場合にKatusrada-Shulze Pillotによって最初に証明され ([KS, The-

orem 5.1]), その後Böcherer-Hironaka-Satoによってより一般の場合に示された ([BHS, Corol-

lary 5.2]). [BHS]では自明指標の場合も含み, さらに奇素数レベルだけではなく平方因子を
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含まない奇数レベルの場合にも拡張されている. 証明の方針は, どちらの場合も局所密度たち
{αp(Q,T )}Qが T の関数と見たときに一次独立になることを示し, そこからEisenstein級数の
次元との比較で genus thetaが基底であることを導くものである.

以下この命題の別証明を与える. この証明により, Siegel Eisenstein級数を genus thetaの
線形和で具体的に表すことができる.

まず準備として, Γ g0 (p)\Hg の 0次元 cuspを記述する. 両側剰余類 Γ g0 (p)\Γ g/Γ
g
∞の代表系

として

Γ g0 (p)\Γ
g/Γ g∞ =

g∪
r=0

Mr, Mr =

(
Er −Ir
Ir Er

)
,

Er = diag(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
r

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
g−r

), Ir = diag(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
r

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
g−r

).

が取れる. 特にM0 = 12g, Mg = Jg =

(
0 −1g

1g 0

)
である. F ∈ Mk(Γ

g
0 (p), ψ)に対して,

F |kMr の Fourier展開の定数項を Ar(F )とする. k > g + 1のとき, Siegel Eisenstein級数の
空間の性質から, χ = χpまたは χ0に対して

Ek(Γ g0 (p), χ) → Cg+1, F 7→
(
Ar(F )

)
0≤r≤g

は同型射となる. 特に dim Ek(Γ g0 (p), χp) = dim Ek(Γ g0 (p), χ0) = g + 1 である. 我々の目的で
ある Siegel Eisenstein級数Eg,kp,χ(Z)は (χ = χpまたは χ0)

Ar(E
g,k
p,χ(Z)) =

1 r = 0

0 1 ≤ r ≤ g
(1.2)

で特徴づけられる.

このとき genus theta級数に関して

Ar
(
Θ(Q

(j)
2k ;Z)

)
=
(
(−i)kp−j/2

)r
(1.3)

が成り立つ. これは以下のようにして証明される. まず theta 級数 ϑg(Q;Z) に対して
Ar(ϑ(Q;Z)) を考える. Mr は左下 (g − r, g + r)-ブロックが 0 であるから, Siegel の Φ 作
用素

Φr : Mk(Γ
g
0 (p), χ) →Mk(Γ

r
0 (p), χ)

の作用と可換であり (cf. [Gu1, Lemma 3.2]), よって Ar(ϑ
g(Q;Z))は ϑr(Q; z)|kJr (z ∈ Hr)

の Fourier展開の定数項と等しい. これは例えば [An, Proposition 1.3.14]にある theta級数の
変換公式から計算でき, ((−i)k det(2Q)−1/2)rとなる. 2次形式の行列式は種の不変量であるの
で, genus thetaに対してもこの公式は成り立ち, 結論を得る.

命題 1.5の証明. (1.3)式で j 7→ 2j − 1または j 7→ 2jとして, 行列((
(−i)kp1/2−j

)r)
0≤r≤g

1≤j≤g+1

または
((

(−i)kp−j
)r)

0≤r≤g
1≤j≤g+1

(1.4)

を考える. これらの行列は Vandermonde行列であるので, 行列式は 0でない. よって示され
た.
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Siegel Eisenstein級数は (1.2)で特徴づけられるから, この行列を見ることで, Eisenstein級
数を genus thetaの線形和で書いた時の係数が得られる. (1.4)の逆行列の第 1列を (ci)1≤i≤g+1

で表す (これは (1.4)の 2つの行列のどちらにも共通になる). このとき

g+1∑
i=1

p−aici =

1 a = 0

0 1 ≤ a ≤ g
(1.5)

が成り立つ. 具体的には cj =

g+1∏
m=1
m̸=j

(pm−j − 1)−1と表される.

定理 1.6. k > g + 1と仮定すると

Eg,kp,χp
(Z) =

g+1∑
j=1

cjΘ(Z;Q
(2j−1)
2k ), Eg,kp,χ0

(Z) =

g+1∑
j=1

cjΘ(Z;Q
(2j)
2k ).

が成り立つ.

あるいは Siegel級数の言葉で書くと次のようになる. χ = χpまたはχ0に対し, Spg (p, χ, T, k)

を単に Spg (χ, T, k)と書くことにする.

定理 1.7. k > g + 1とすると, T ∈ S+
g (Z)∗に対して

Spg (χp, T, k) = igk
g+1∑
j=1

pg(1/2−j)cj αp
(
Q

(2j−1)
2k , T

)
,

Spg (χ0, T, k) = igk
g+1∑
j=1

p−gjcj αp
(
Q

(2j)
2k , T

)
が成り立つ.

2 2次形式のジョルダン分解

この節では, 前節で考察した 2次形式Q
(j)
2k の存在や, その性質を調べる. 局所密度の計算のた

めには, GL2k(Zp)-同値類を調べればよいが, それを 2次形式のジョルダン分解と呼ぶ. まず 2

次形式のHasse不変量を復習する. 各素数 qに対して ( , )qをHilbert記号とする. Q ∈ Sn(Z)∗,
detQ ̸= 0は, ある g ∈ GLn(Qq)を用いて tgQg = diag(a1, . . . , an) (ai ∈ Q×

q )と書ける. この
とき

invq(Q) =
∏
i<j

(ai, aj)q ∈ {±1}

とおいてこれをQのHasse不変量と呼ぶ. この値は gの取り方によらない.

S1, S2 ∈ S2k(Zq)∗がGL2k(Zq)同値であるとき, S1 ∼q S2と表す. さて, Q
(j)
2k の存在につい

ては次の命題から従う.

命題 2.1. d > 0を整数とし, 各素数 qに対して Sq ∈ Sn(Zq)であって detSq = dなるものが与
えられているとする. このとき

∏
q inv(Sq)q = 1ならば, ある S ∈ S+

n (Z)が存在して S ∼q Sq

となる.
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(d, 2q) = 1であれば inv(Sq) = 1であるから, 命題の無限積は意味を持つ. 証明は [Ca,

Chapter 6, Theorem 1.3 および Chapter 9, Theorem 1.2]にある.

我々のQ
(j)
2k は半整数の対称行列であるから, 2Q

(j)
2k ∈ S+

2k(Z)eの存在を命題を使って示すこ
とにする. 偶行列という条件があるので, 素数 2でのジョルダン分解を考える必要があるが, 行
列式 pj は奇数なので

2Q
(j)
2k ∼2 Hk または 2Q

(j)
2k ∼2 (Hk−1 ⊥W ),

Hk = H ⊥ · · · ⊥ H︸ ︷︷ ︸
k 個

, H =

(
0 1

1 0

)
, W =

(
2 1

1 2

)
が成り立つ. Hasse不変量は, inv2(Hk) = (−1)k(k−1)/2, inv2(Hk−1 ⊥W ) = −(−1)k(k−1)であ
る. さらに行列式の比較より jが偶数ならば常に 2Q

(j)
2k ∼2 Hkであり, jが奇数のときは,

2Q
(j)
2k ∼2 Hk ⇐⇒ p ≡ ±1 mod 8

2Q
(j)
2k ∼2 (Hk−1 ⊥W ) ⇐⇒ p ≡ ±3 mod 8

となることが分かる.

一方 Zp上でのジョルダン分解は, 条件より, 2Q
(j)
2k ∼p Xj または Yj ,

Xj = diag(1, . . . , 1, p, . . . , p︸ ︷︷ ︸
j 個

), Yj = diag(1, . . . , 1, γ, p, . . . , p, pγ︸ ︷︷ ︸
j 個

)

となる. ここで γ は Z×
p の 2乗数でない元である. invp(Xj) = χp(−1)j(j−1)/2, invp(Yj) =

−χp(−1)j(j−1)/2 であるから, 後は Hasse不変量の積が 1になるように Xj か Yj を定めれば,

2Q
(j)
2k の存在及び, その Zpでのジョルダン分解が得られたことになる. 最後に Q

(j)
2k のジョル

ダン分解を知るにはXj ∼p 2Xj がいつ成り立つかを調べればよいが, これは j が偶数の場合
は常に成り立ち, j が奇数の場合は 2 ∈ Z×2

p となるとき, すなわち p ≡ ±1 mod 8のときに成
り立つ. 以上をまとめて次の補題を得る.

補題 2.2. (1) jを奇数とする. j ≡ 1 mod 4であれば

Q
(j)
2k ∼p

Xj k ≡ 0, 1 mod 4,

Yj k ≡ 2, 3 mod 4

であり, j ≡ 3 mod 4であれば

Q
(j)
2k ∼p

Xj k ≡ 0, 3 mod 4,

Yj k ≡ 1, 2 mod 4

である.

(2) jを偶数とする. j ≡ 0 mod 4であれば

Q
(j)
2k ∼p

Xj k ≡ 0 mod 4,

Yj k ≡ 2 mod 4

であり, j ≡ 2 mod 4であれば

Q
(j)
2k ∼p

Xj k ≡ 0, p ≡ 1 mod 4 または k ≡ 2, p ≡ −1 mod 4,

Yj k ≡ 0, p ≡ −1 mod 4 または k ≡ 2, p ≡ 1 mod 4

である.
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3 Fourier展開の明示式

以上の準備の下で Eisenstein級数の Fourier係数の明示式を与える. lを奇数とし, χを lを
法とするDirichlet指標で χ2 = 1をみたすものとする. Siegel級数は∏

p

Sgp(l, χ, T, k)

で与えられるが, すでに見たように, lを割らない素数 pに対しての明示式はすでに知られてい
る. p | lとし, ordp l = eとおくと, Sgp(pe, χ, T, k)が求めるものである (ただし, χ = χpまたは
χ0). 次の補題が成り立つ.

補題 3.1. ψを pを法とするDirichlet指標とし, これを自然に peを法とする指標ともみなす.

このとき
Eg,kpe,ψ(Z) = Eg,kp,ψ(p

e−1Z)

が成り立つ.

これより

Spg (p
e, χ, T, k) =

S
p
g (χ, p1−eT, k) T ≡ 0 mod pe−1のとき

0 その他

が成り立つため, 問題は Spg (χ, T, k)の計算, すなわちレベルが pの場合に帰着された.

すでに見たように, Spg (χ, T, k)は αp(Q
(j)
2k , T )たちの線形和であらわされ, αp(Q

(j)
2k , T )の明

示式は奇素数 pに対して [SH]で与えられている. しかしその結論の式はかなり複雑であり, 一
見すると線形結合をとった式は非常に扱いづらく思える. ところが実際には次の補題より, 局
所密度よりも簡単な式が現れることが分かる.

補題 3.2. pを奇素数とし, T ∈ S+
g (Z)∗とすると,

αp(Q
(j)
2k , T ) =

g∑
m=0

pmj/2Rm(T )

と表される. ここでRm(T )は T , kおよび j mod 2のみによる.

特に jが偶数または奇数に応じて, Rm(T )をRm(T )eまたはRm(T )oと書くことにすると,

これらは jによらない. よって例えば χ = χpに対しては

Sgp(χp, T, k) = igk
g+1∑
j=1

cjp
g(1/2−j)αp(Q

(2j−1)
2k , T )

= igk
g+1∑
j=1

g∑
m=0

p(g−m)/2p−(g−m)jcjRm(T )o

であるが, cj の性質 (1.5)からこれは igkRg(T )oとなる. すなわち,

Spg (χp, T, k) = igkRg(T )o, Spg (χ0, T, k) = igkRg(T )e

である. よって Siegel級数は, 局所密度の部分和に過ぎないことが分かる.
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補題の証明についてであるが, まずこの補題は Q
(j)
2k の代わりに Hk−j ⊥ pHj とした形で,

[KS]や [BHS]において言及されている. それらは局所密度の様々な性質から示されたもので
あったが, 我々の証明では [SH]の明示式を直接使って示す. その際, αp(Q,T )の明示式にお
いて, T に関する不変量は複雑なものが多くあらわれるが, Qに関する不変量はごく少ないの
がポイントである. 具体的には次のとおりである. Q

(j)
2k ∼p diag(u1p

α1 , . . . , u2kp
α2k)と表記

する. まず pのべきとして j に依存する項としては,
∏
l p
jnl/2 の形が現れる. ここで nl は,

I = {1, . . . , g}を I = I0 ∪ · · · ∪ Ir と分割したときの Ilの位数を表す. その他の jの寄与とし
ては

χp(−1)♯A(λ)+[♯A(λ)/2]
∏

m∈A(λ)

χp(um) (3.1)

と表すことができる. ここで λは負の整数のある有限区間を動き, A(λ)は λが奇数または偶
数に応じて, {1, 2, . . . , 2k − j}または {2k − j + 1, . . . , 2k}という集合を表す. さて, 補題 2.2

を使うと (3.1)の値は, jが偶数のときは ik = (−1)k/2, jが奇数のときは ikεpと表せることが
分かる. ただし

εp =

1 p ≡ 1 mod 4

i p ≡ 3 mod 4

とおいた. 特に (3.1)は j mod 2にしかよらず, これで補題は示された.

我々の主定理は次のようになる. 記号は [SH]のものを使い, 煩雑なのでここには書かない.

ξi,λ(T,Q)eおよび ξi,λ(T,Q)oを

ξi,λ(T,Q)e = 2 · ik
∏

m∈Bi(λ)

χp(vm)

×


0 βi + λ ≥ 0, ♯Bi(λ) : odd

(1− p−1)χp(−1)[♯Bi(λ)/2] βi + λ ≥ 0, ♯Bi(λ) : even

χp(−vi)χp(−1)[♯Bi(λ)/2] βi + λ = −1, ♯Bi(λ) : odd

−p−1/2χp(−1)[♯Bi(λ)/2] βi + λ = −1, ♯Bi(λ) : even,

ξi,λ(T,Q)o = 2(−i)kεp
∏

m∈Bi(λ)

χp(vm)

×


0 βi + λ ≥ 0, ♯Bi(λ) : even

(1− p−1)χp(−1)[♯Bi(λ)/2] βi + λ ≥ 0, ♯Bi(λ) : odd

χp(vi)χp(−1)[♯Bi(λ)/2] βi + λ = −1, ♯Bi(λ) : even

−p−1/2χp(−1)[♯Bi(λ)/2] βi + λ = −1, ♯Bi(λ) : odd

で定める. また

ρ̃l,λ(σ;T,Q) = knlλ+
1

2

∑
i∈Il

g∑
m=1

min{βm + eσ,i,m + λ, 0},

とおく.
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定理 3.3 (主定理). k > g + 1とする. T ∈ S+
g (Z)∗とし, χは χpまたは χ0を表す. このとき

Spg (χ, T, k) = igk
∑
σ∈Sg

σ2=1

2−c1(σ)(1− p−1)c2(σ)p−c2(σ)
∑

I=I0∪···∪Ir

p−τ({Ii})−t(σ,{Ii})

×
∑
{ν}

p−
∑r

l=0 νln(l)
r∏
l=0

ξl,ν0+···+νl(σ;T,Q2k)∗

が成り立つ. ここで ∗は, χ = χpまたは χ0に応じて oまたは eを表し,

ξl,λ(σ, T,Q)∗ = pρ̃l,λ(σ;T,Q)
∏
i∈Il
σ(i)=i

ξi,λ(T,Q)∗

である. {ν}は

{(ν0, ν1, . . . , νr) ∈ Z× Nr | − bl(σ, T ) ≤ ν0 + ν1 + · · ·+ νl ≤ −1, (0 ≤ ∀l ≤ r)}

の範囲を動く.

以上で lが奇数のとき, Siegel Eisenstein級数 Eg,kl,χ (Z) (χ
2 = 1)の Fourier展開はすべて計

算できることが示された.
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