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1 主結果

この節で説明される記号は本稿を通して用いられる. 任意の自然数 nと modN のDirichlet

指標 ξに対してMn(N, ξ) (resp. Sn(N, ξ))を指標 ξ, 重み kをもつΓ0(N)に関するモジュラー
形式 (resp. カスプ形式)のなす空間とする. モジュラー形式 f ∈ Mn(N, ξ)に対して, その無
限遠点における Fourier展開を

f(z) =
∞∑
n=0

an(f)e
2πinz, z ∈ H

と書く. ここで Hは上半平面である.

k, lを条件 k ≥ lをみたす自然数とし, χ, ψを modN のDirichlet指標とする. このとき, モ
ジュラー形式の対 (f, g) ∈ Sk(N,χ) ×Ml(N,ψ)に対して, Rankin–Selberg級数D(s, f ⊗ g)

を

D(s, f ⊗ g) := L(2s− k − l + 2, χψ)
∞∑
n=1

an(f)an(g)

ns

により定める. ここでL(s, ξ)はDirichlet指標 ξに関するDirichlet L-関数である. D(s, f ⊗ g)
は半平面 Re(s) > k+1

2 + lで絶対収束する. さらに gがカスプ形式であれば収束域は広がり,

Re(s) > k+l
2 で絶対収束する. よく知られているようにD(s, f ⊗ g)は実解析的Eisenstein級数

を含む積分表示をもち, その積分表示を通してD(s, f ⊗ g)は全 s-平面に有理型に接続される.

定理 A. k − l ≥ 2 と仮定する. Bk(N,χ) を Sk(N,χ) の任意の直交基底とし, m を条件
k+l
2 − 1 < m < kをみたす整数とする. このとき, ゼロでない g ∈ Sl(N,ψ)に対して次が成り
立つ:

1) k+l
2 < m < kのとき∑
f∈Bk(N,χ)

a1(f)D (m, f ⊗ g)

⟨f, f⟩
= a1(g)

Nπ(4π)k−1L(2m− k − l + 2, χψ)

3(k − 2)!

∏
p|N

(1 + p−1).

2) m = k+l
2 のとき∑

f∈Bk(N,χ)

a1(f)D (m, f ⊗ g)

⟨f, f⟩

=
a1(g)

3(k − 2)!

Nπ(4π)k−1L(2, 1N )
∏
p|N

(1 + p−1)− π2(4π)k

(k − l)
(
k+l
2 − 1

) ∏
p|N

(1− p−2)

 .
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ここで ⟨·, ·⟩は Petersson内積である.

SL2(Z)に関するモジュラー形式に対しては次のような先行研究がある:

k+l
2 < m < k m = k+l

2

N = 1 Lanphier [2] Ohta–Yagi–Gejima–Moriyama [3]

LanphierはMaass–Shimura作用素を用いて Rankin–Cohenブラケットを表示し, その応用
として上記の結果を得た. Ohta–Yagi–Gejima–Moriyamaは異なる手法で上記の結果を得て
いる. 本研究では, Ohta–Yagi–Gejima–Moriyamaの手法を他の臨界点に拡張して定理Aを得
た. §3でその証明の概要を述べたい.

主結果の簡単な帰結として次を得る:

系 B. ゼロでない g ∈ Sl(N,ψ)で a1(g) ̸= 0をみたすものに対して, 次をみたす f ∈ Sk(N,χ)
が存在する:

a1(f)D(m, f ⊗ g) ̸= 0.

2 準備

次の節で主結果の証明を簡単に述べたい. そのために必要な記号や概念を復習する. 特に断
りなく上半平面 Hの元 zを (慣習に従って) z = x+ iyと書く.

2.1 概正則モジュラー形式

まず [5, §8]から概正則モジュラー形式の復習をしたい. t, kを非負整数とし, N を自然数と
する. また, χを modN のDirichlet指標とする. このとき次の (i),(ii)をみたす実解析的関数
f : H → Cの集合をN t

k(Γ0(N), χ)と書く:

i) (f∥kγ)(z) := (γ21z + γ22)
−kf(γz) = χ(γ)f(z), ∀(γ = (γij), z) ∈ Γ1(N)× H,

ii) 任意の γ ∈ SL2(Z)に対して, f∥kγは次のような一意的な表示をもつ:

(f∥kγ)(z) =
t∑

ν=0

y−ν
∞∑
n=0

bν,n(f, γ)e
2πinz
N =

∞∑
n=0

Bn(y; f, γ)e
2πinz
N .

ここで bν,n(f, γ) ∈ C, Bn(y; f, γ) :=
∑t

ν=0 y
−νbν,n(f, γ)である.

このとき, N t
k(Γ0(N), χ)の元は指標 χ, 重み k, 次数 tの Γ0(N)に関する概正則モジュラー形

式と呼ばれる. Mk(N,χ) = N 0
k (N,χ)であることに注意する. より一般に次の集合を考える:

C∞
k (N,χ) :=

{
f ∈ C∞(H)| f∥kγ = χ(γ)f, ∀γ ∈ Γ1(N)

}
.

任意の f, g ∈ C∞
k (N,χ)に対して次のような積分を考える:

vol(Γ0(N)\H)−1

∫
Γ0(N)\H

f(z)g(z)yk
dxdy

y2
. (2.1)

もし上の積分が収束するならば, それを ⟨f, g⟩と書く. 特に, f, g ∈ Sk(N,χ)であれば, 上の積
分 (2.1)は収束し, ⟨·, ·⟩は Sk(N,χ)上の内積となることが知られている. これを Petersson内
積と呼ぶ.
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2.2 Maass–Shimura作用素と概正則モジュラー形式の正則射影

しばしばMaass–Shimura作用素と呼ばれるC∞(H)上の微分作用素 δrと εを定義する. r ∈ R
とする. このとき微分作用素 δrと εが

(δrf)(z) := Im(z)−r
∂

∂z
(Im(z)rf(z)) =

rf(z)

2i Im(z)
+
∂f

∂z
(z),

(εf)(z) := −Im(z)2
∂f

∂z
(z)

で定義される. ここで

∂

∂z
:=

1

2

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)
,

∂

∂z
:=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
.

もし fがH上の正則関数であれば εf = 0が成り立つことに注意せよ. また, δkと εはPetersson

内積に関して互いに随伴であることが知られている. 任意の非負整数 pに対して, 微分作用素
δpr は帰納的に次のように定義される:

δ0r = 1, δ1r = δr, δp+1
r = δr+2pδ

p
r .

次の命題はよく知られている:

命題 2.2.1. (k, t)を k > 2tをみたす非負整数の対とし, χを modN のDirichlet指標とする.

このとき, 各 φ ∈ N t
k(N,χ)は次のような表示をもつ:

φ(z) =

t∑
j=0

(δjk−2jφ̃j)(z). (2.2)

ここで各 jに対して φ̃j ∈ Mk−2j(N,χ)であり, それらは φに対して一意的に決まる. さらに,

φが任意の γ ∈ SL2(Z)に対してB0(y;φ, γ) = 0となるとき, φ̃j ∈ Sk−2j(N,χ)が成り立つ.

展開 (2.2)において, φ̃0は φの正則射影と呼ばれる. φの正則射影を記号で η(φ)と書く.

2.3 非正則Eisenstein級数とRankin–Selberg級数

Rankin–Selberg級数の積分表示を説明するために (非正則) Eisenstein級数を導入する. h

を整数とし, χを, χ(−1)h = (−1)hをみたす modNのDirichlet指標とする. このとき, Eisen-

stein級数Eχh (z, s)が

Eχh (z, s) := 2L(2s+ h, χ)
∑

γ∈Γ∞\Γ0(N)

χ(γ)(Ims∥hγ)(z), (z, s) ∈ H× C (2.3)

により定義される. ここで Imsと Γ∞はそれぞれ

Ims(z) := Im(z)s, Γ∞ :=

{
±

(
1 n

1

)∣∣∣∣ n ∈ Z

}
により定義される. 各 z ∈ Hに対して, 級数 (2.3)は Re(s) > 1 − h/2で絶対かつ広義一様収
束する. 定義から γ ∈ Γ0(N)に対して Eχh,s∥hγ = χ(γ)Eχh,sが成り立つことがすぐに確認でき
る. ここでEχh,sは

Eχh,s(z) := Eχh (z, s)
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で定義される. Eisenstein級数の Fourier展開を計算することで, Eisenstein級数が全平面に有
理型に接続されることや, 1 − h/2 < m ≤ 0をみたす整数mに対して Eχh,m ∈ N |m|

h (N,χ)で

あること, Eχh,1−h/2 ∈ N h/2
h (N,χ)であることがわかる. その詳細や Eisenstein級数の極につ

いては, 例えば [1, §2.4]を見てほしい. Eisenstein級数を用いたRankin–Selberg級数の積分表
示は次で与えられる:

命題 2.3.1. (f, g) ∈ Sk(N,χ)×Ml(N,ψ)とする. このときRe(s) > k+1
2 + lならば

2(4π)−sΓ(s)D(s, f ⊗ g) =

∫
Γ0(N)\H

f(z)g(z)Eχψk−l(z, s− k + 1)yk
dxdy

y2

= vol(Γ0(N)\H)
⟨
f, gEχψk−l,s−k+1

⟩
が成り立つ.

3 主結果の証明

この節で定理Aの証明の概要を述べる. k, l,N, χ, ψなどの記号は §1を参照されたい.

3.1 Rankin–Selberg級数の特殊値の平均

g ∈ Sl(N,ψ)とする. 整数mに対して µ(m) := m− k + 1とおく. このとき, gEχψk−l,µ(m)は

概正則モジュラー形式である. 定理Aは, 後に述べられる命題 3.1.1における gEχψk−l,µ(m)の正

則射影の Fourier係数 a1(η
(
gEχψk−l,µ(m)

)
)を具体的に求めることで証明される. 命題 3.1.1は,

微分作用素 δrと εが互いに随伴であることと⟨
f, η
(
gEχψk−l,µ(m)

)⟩
=
⟨
f, gEχψk−l,µ(m)

⟩
に注意するとわかる.

命題 3.1.1. 定理Aと同じ仮定の下, 次が成り立つ:∑
f∈Bk(N,χ)

a1(f)D (m, f ⊗ g)

⟨f, f⟩
= a1(η

(
gEχψk−l,µ(m)

)
)
(4π)mvol(Γ0(N)\H)

2(m− 1)!
.

3.2 Fourier係数 a1(η
(
gEχψ

k−l,µ(m)

)
)の計算

講演では時間の都合上, Fourier係数 a1(η
(
gEχψk−l,µ(m)

)
)の計算については全く述べられな

かったので, 本稿で説明したい.

条件 1 − k−l
2 ≤ µ ≤ 0をみたす整数 µをとる. もし g ∈ Sl(N,ψ)ならば, gEχψk−l,µは概正則

モジュラー形式である. より具体的には gEχψk−l,µ ∈ N t(µ)
k (N,χ)が成り立つ. ここで

t(µ) :=


|µ| if 1− k − l

2
< µ ≤ 0,

k − l

2
if µ = 1− k − l

2
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とおいた. 任意の γ ∈ SL2(Z)に対して, B0(y; gE
χψ
k−l,µ, γ) = 0であることに注意する. いま,

k > 2|µ|なので, 概正則モジュラー形式 gEχψk−l,µ に命題 2.2.1を適用すると, カスプ形式の族

{φ̃(µ)
q }t(µ)q=0で次をみたすものが存在することがわかる:

1) φ̃
(µ)
q ∈ Sk−2q(N,χ),

2) gEχψk−l,µ =

t(µ)∑
j=0

δjk−2jφ̃
(µ)
j .

特に

φ̃(µ)
q =

22q

q!(k − 2q)q
εq

gEχψk−l,µ − t(µ)∑
j=q+1

δjk−2jφ̃
(µ)
j

 (3.1)

が成り立つ. これから Fourier係数 {a1(φ̃(µ)
j )}j に関する漸化式を得る.

以下, 条件 1 − k−l
2 < µ ≤ 0 をみたす整数 µ について, Fourier 係数 φ̃

(µ)
j を計算する.

µ = 1− (k − l)/2のときも同様である.

定理 3.2.1. µは 1− k−l
2 < µ ≤ 0をみたす整数であるとする. このとき次が成り立つ:

a1(φ̃
(µ)
j ) =

2|µ|+1(2π)|µ|ijπ−j(k − 2j − 1)L(k − l − 2|µ|, χψ)
(k − |µ| − j − 1)|µ|+1

(
|µ|
j

)
a1(g), 0 ≤ j ≤ |µ| − 1,

a1(φ̃
(µ)
|µ| ) =

2(2i)|µ|L(k − l − 2|µ|, χψ)
(k − 2|µ|)|µ|

a1(g).

特に正則射影 η(gEχψk−l,µ(m))のFourier係数 a1(η(gE
χψ
k−l,µ(m)))は次で与えられる. 命題 3.1.1

と次の系から定理A(1)が完全に証明される:

系 3.2.2. 条件 k+l
2 < m < kをみたす整数mに対し, a1(η

(
gEχψk−l,µ(m)

)
)は

a1(η
(
gEχψk−l,µ(m)

)
) =

2k−m(2π)k−m−1(k − 1)L(2m− k − l + 2, χψ)

(m)k−m
a1(g)

で与えられる.

定理 3.2.1を証明する. 式 (3.1)から {φ̃j}j が以下の漸化式をみたすことがわかる:

a1(φ̃
(µ)
q ) =

2(2i)|µ|L(2µ+ k − l, χψ)δq,|µ|

(k − 2|µ|)|µ|
a1(g)−

|µ|∑
j=q+1

(2πi)j−q
(k − j − q)j−q
(k − j)j−q

(
j

q

)
a1(φ̃

(µ)
j ).

また,

φ̃
(µ)
|µ| (z) =

(2i)|µ|

(k − 2|µ|)|µ|
g(z)Eχψk−l−2|µ|(z)

が成り立つことが容易にわかるので, Eisenstein級数の Fourier展開から a1(φ̃
(µ)
|µ| )が計算され

る. 定理 3.2.1はこれと上の漸化式を用いて数学的帰納法により証明される. その際次のよう
な有理関数の恒等式を証明する必要があった:

Φr(s) :=
r∑
j=0

(−1)j(s− 2j + r)

(s− j)r+1

(
r

j

)
≡ 0. (3.2)

ここで (α)nはPochhammer記号である. 二項係数の計算からΦr(s)は等式Φr(s+1) = Φr(s)

をみたすことに気づく. 周期をもつ有理関数は恒等的にゼロであるから (3.2)が示される.
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