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はじめに

本稿は, 筆者が 2019年 8月 8日に第 13回福岡数論研究集会で行った講演の内容をまとめ
たものである. 本稿の主役である対称多重ゼータ値は, Kaneko-Zagier予想によって有限多重
ゼータ値と対をなす, 多重ゼータ値の変種の 1つである. 対称多重ゼータ値は, 多重ゼータ値
全体が生成するQ-代数Zを ζ(2)が生成するイデアル ζ(2)Zで割った商代数Z/ζ(2)Zの元と
して定義される. その際 2種類の正規化多重ゼータ値を用いて Z の元 ζ∗S(k)および ζxS (k)を
定義するが, Z/ζ(2)Z の中では同じ元を定めることが知られている. タイトルのシャッフル型
対称多重ゼータ値とは ζxS (k)のことである. Kontsevichの示唆による有限多重ゼータ値との
類似性を通じて, ζ∗S(k)についてはある種の級数表示がKaneko-Zagierによって知られていた
(定理 2.1). 慶應義塾大学の山本修司氏との共同研究によって, ζxS (k)についても類似の級数表
示が存在することがわかったので, 本稿でこれを紹介する. 第 1節ではイントロとして, 対称
多重ゼータ値が世に出るきっかけとなったKaneko-Zagier予想を紹介する. 第 2節で主定理の
主張を, 第 3節で証明を紹介する. また第 4節で主定理の応用を紹介する.

約束

インデックスとは r個の正整数の組k = (k1, . . . , kr)のことを指す. rは 0以上の整数である.

r = 0の場合は正整数の組 (k1, . . . , k0)がただ一つ存在する, と理解する. これを空インデック
スと呼び∅と表す. インデックス k = (k1, . . . , kr)が admissibleであるとは, r = 0の場合, お
よび r ≥ 1かつ kr > 1の場合を指す. インデックス k = (k1, . . . , kr)に対し k1 + · · · + kr, r

をそれぞれ kの重さ, 深さと呼び, それぞれ wt(k),dep(k)と表す. wt(∅) = 0,dep(∅) = 0で
ある.

1 イントロダクション –Kaneko-Zagier予想と対称多重ゼータ値–

Kaneko-Zagier予想とは,「有限多重ゼータ値」が生成するQ-代数と「多重ゼータ値」が生
成するQ-代数の関係を示唆する予想である. この節ではKaneko-Zagier予想を正確に主張す
ることを目標に, 関連する諸概念を紹介する.

1.1 多重ゼータ値

定義 1.1. k = (k1, . . . , kr)を admissibleインデックスとする. このとき, 実数

ζ(k) :=
∑

0<n1<···<nr

1

nk1
1 · · ·nkr

r

(1)
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を多重ゼータ値と呼ぶ.

kが admissibleインデックスなので (1)の右辺は収束し, 定義が意味を持つ. 右辺は正確には

lim
M→∞

ζM (k) := lim
M→∞

∑
0<n1<···<nr<M

1

nk1
1 · · ·nkr

r

(2)

である.

多重ゼータ値全体が生成する Rの部分 Q-ベクトル空間を Z と表す. Z は通常の Rの積で
Q-代数をなすことが知られている. つまり多重ゼータ値の積を和に表せるのだが, その方法は
2通り知られている. これを説明するため, [2]に従い調和代数の記号を導入しよう.

1.2 多重ゼータ値の代数的取り扱い

H := Q⟨e0, e1⟩を e0, e1を変数とするQ上の 2変数非可換多項式環とし, H1 := Q + e1H ⊃
H0 := Q + e1He0 をそれぞれ部分 Q-代数とする. H1 = Q⟨ek | k ≥ 1⟩が知られている. た
だし ek := e1e

k−1
0 . Q-線型写像 Z : H0 → Rを Z(1) := 1, Z(ek1 · · · ekr) := ζ(k1, . . . , kr)と

定義する. ここで (k1, . . . , kr)は admissibleインデックス. 同様に正整数M に対し Q-線型
写像 ZM : H1 → Q を ZM (1) := 1, ZM (ek1 · · · ekr) := ζM (k1, . . . , kr) と定義する. ただし
(k1, . . . , kr)はインデックス.

H1上のQ-双線型な二項演算 ∗ : H1×H1 → H1を, 以下のルールによって帰納的に定義する:

1. 任意の w ∈ H1に対し w ∗ 1 = 1 ∗ w = w.

2. 任意のw1, w2 ∈ H1と任意の k, l ∈ Z≥1に対し (w1ek)∗ (w2el) = (w1 ∗w2el)ek+(w1ek ∗
w2)el + (w1 ∗ w2)ek+l.

∗によって H1は可換な Q-代数になり, H0は H1の可換な部分 Q-代数になることが知られて
いる [2].

同様にH上のQ-双線型な二項演算 x : H×H → Hを, 以下のルールによって帰納的に定義
する:

1. 任意の w ∈ Hに対し wx1 = 1xw = w.

2. 任意のw1, w2 ∈ Hと任意の u1, u2 ∈ {e0, e1}に対し (w1u1)x(w2u2) = (w1xw2u2)u1+

(w1u1 xw2)u2.

xによって H1は可換なQ-代数になり, H0は H1の可換な部分Q-代数になることが知られて
いる [8].

重要なことは, ∗は Z および ZM によって, xは Z によってそれぞれ保たれることである.

つまり
Z(wxw′) = Z(w)Z(w′), Z(w ∗ w′) = Z(w)Z(w′)

が w,w′ ∈ H0に対して成り立ち,

ZM (w ∗ w′) = ZM (w)ZM (w′)

が w,w′ ∈ H1およびM ∈ Z≥1に対して成り立つ.
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さらにRをインデックス全体が生成するQ-ベクトル空間, R0を admissibleインデックス全体
が生成するRの部分Q-ベクトル空間とする. するとQ-ベクトル空間としてR ∼= H1, R0 ∼= H0

である. この同型を通じてR,R0に調和積・シャッフル積を導入する. すると admissible イン
デックス k, lに対し

ζ(k ∗ l) = ζ(k)ζ(l), ζ(kx l) = ζ(k)ζ(l)

が成り立つ. ただし右辺の ζ はQ-線型写像 ζ : R0 → Rを表す. それぞれ多重ゼータ値の調和
関係式・シャッフル関係式と呼ばれる. 一般には k ∗ l ̸= kx lであるので, これが多重ゼータ
値の積を和に表す 2通りの方法である.

同様にインデックス k, lと正整数M に対し, 調和関係式

ζM (k ∗ l) = ζM (k)ζM (l) (3)

が成り立つ.

注意 1.2. 調和関係式は多重ゼータ値の積の和の範囲を分割することによって得られる線形和
に由来する代数関係式である. 一方シャッフル関係式は, 多重ゼータ値を反復積分表示し, 積の
積分領域を分割することによって得られる線形和に由来する代数関係式である.

1.3 有限多重ゼータ値

次にKaneko-Zagier予想の主役の一人である有限多重ゼータ値を定義する. 有限多重ゼータ
値は以下で定義される環Aに住んでいる対象である.

定義 1.3.

A :=
∏
p

Z/pZ

/⊕
p

Z/pZ =
{
(ap)p | ap ∈ Z/pZ

}
/ ∼

とおく. ただし pは有理素数全てをわたる. また (ap)p, (bp)p ∈
∏

p Z/pZに対し, 有限個を除
く全ての素数 pに対し ap = bpであるとき (ap)p ∼ (bp)pと表す.

注意 1.4. p成分毎の演算によりAは環となる. また有理数 rと素数 pに対し

rp :=

r mod p (rの分母, p) = 1のとき,

0 (rの分母, p) ̸= 1のとき

と定義すると, 写像 f : Q → A; r 7→ (rp)pは単射な環準同型になる. これによりAはQ-代数
となる.

定義 1.5. インデックス k = (k1, . . . , kr) に対し, Aの元

ζA(k) :=

 ∑
0<n1<···<nr<p

1

nk1
1 · · ·nkr

r

mod p


p

を有限多重ゼータ値と呼ぶ.

有限多重ゼータ値全体が生成するAの部分 Q-ベクトル空間を ZAと表す. (3)により有限
多重ゼータ値は調和関係式を満たす. つまりインデックス k, lに対し

ζA(k ∗ l) = ζA(k)ζA(l)

が成り立つ. これより ZAもQ-代数になる.
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1.4 Kaneko-Zagier予想

Kaneko-Zagier予想とは次の予想である.

予想 1.6. 次を満たす well-definedなQ-代数の準同型 ϕKZ : ZA → Z/ζ(2)Z が存在する:

1. 任意のインデックス kに対し ϕKZ

(
ζA(k)

)
= ζS(k)が成り立つ.

2. ϕKZはQ-代数の同型である.

注意 1.7. この予想は非常に難しい予想だと思われている. 例えば写像のwell-definednessです
ら知られていない. また, この予想が正しいとすると, この予想を通じて他の難しい予想が結び
つく. 例えば ζA(1, 2) = (Bp−3)p, ζS(1, 2) = ζ(3) mod ζ(2)Zが知られている. ここでBnは n

番目のBernoulli数である. Kaneko-Zagier予想が正しいとすると, ϕKZ(ζA(1, 2)) = ζS(1, 2)で
ある. 実は無限個の素数 pに対してBp−3 ̸≡ 0 (mod p)が予想されている. これは ζA(1, 2) ̸= 0

と言い換えられるが, 未解決である (より強く, ζA(k) ̸= 0となるようなインデックス k ̸= ∅
は見つかっていない！). 一方 ζ(3)は πべきの有理数倍で書けるかどうか知られていない. も
し Kaneko-Zagier予想が正しいとすると, Bp−3 ̸≡ 0 (mod p)なる素数 pの無限性と, ζ(3)が
ζ(2)の, 特に π2べきの有理数倍で書けないことが同値であることがわかる.

このように Kaneko-Zagier予想が正しいと仮定すると, ある種の素数の無限性と Riemann

ゼータの奇数値の情報が等価になる. このような現象は極めて興味深い.

この Kaneko-Zagier予想によって ζA(k)の像となることが予想されるのが対称多重ゼータ
値 ζS(k)である. ζS(k)はKaneko-Zagier予想の成立と無関係に定義することができる.

1.5 正規化多重ゼータ値と対称多重ゼータ値

定義 1.8. インデックス k = (k1, . . . , kr)と • ∈ {∗,x}に対し

ζ•S(k) :=
r∑

i=0

(−1)ki+1+···+krζ•(k1, . . . , ki)ζ
•(kr, . . . , ki+1)

とおく. ζxS (k) (resp. ζ∗S(k))をシャッフル型 (resp. 調和型)対称多重ゼータ値と呼ぶ.

ここで ζ•(k)は •-正規化多重ゼータ値と呼ばれる多重ゼータ値の一般化である. 以下, これ
を定義しよう.

積 • ∈ {∗,x}が定まっている可換 Q-代数 H1,H0を, それぞれ H1
•,H

0
•と表す. このとき Q-

代数の同型 H1
•
∼= H0

•[e1]が知られている (∗については [2], xについては [8]). したがって
• ∈ {∗,x}およびインデックス k = (k1, . . . , kr)に対し H1

•の元 ek1 · · · ekr は

ek1 · · · ekr =

n•∑
i=0

w•
i (k)e

•i
1

と一意的に表せる. ただし n• ∈ Z≥0, w
•
i (k) ∈ H0

•である. そこで •-正規化多重ゼータ値 ζ•(k)

を
ζ•(k) := Z(w•

0(k))

と定義する.
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kが admissibleインデックスならば ζ•(k) = ζ(k)(= Z(ek1 · · · ekr))であることが定義から
直ちに従う. また ζ•は積 •を保つQ-線型写像であること知られている. つまりインデックス
k, lに対し

ζ∗(k ∗ l) = ζ∗(k)ζ∗(l), ζx(kx l) = ζx(k)ζx(l)

が成り立つ.

話を ζ•S(k)に戻そう. 正規化多重ゼータ値の定義より ζ•S(k) ∈ Z であるが, 実は ζ∗S(k) −
ζxS (k) ∈ ζ(2)Z が知られている. つまり ζ∗S(k) ≡ ζxS (k) mod ζ(2)Z である.

定義 1.9. インデックス kに対し, Z/ζ(2)Z の元

ζS(k) := ζ•S(k) mod ζ(2)Z

を対称多重ゼータ値と呼ぶ. (• は ∗,xのどちらでも良いことに注意する.)

予想 1.6 が成立すると信じるならば, 住んでいる空間が全く異なる 2つの対象 ζA(k), ζS(k)

が, 全く同一のQ上の代数関係式を満たすことになる. これは非常に興味深い.

2 主定理 –ζxS (k)の級数表示–

この節では主定理である ζxS (k)の級数表示を述べる. ζ∗S(k)の級数表示はすでに Kaneko-

Zagierによって知られていた.

定理 2.1 (Kaneko-Zagier, 例えば [4, (9.1)]). インデックス k = (k1, . . . , kr)と正整数M に
対し,

ζ∗S,M (k) :=
r∑

i=0

∑
0<n1<···<ni<M

−M<ni+1<···<nr<0

1

nk1
1 · · ·nkr

r

とおく. このとき
ζ∗S(k) = lim

M→∞
ζ∗S,M (k)

が成り立つ.

注意 2.2. Z ∪ {∞“=”−∞}に次のような順序≺を導入する.

0 ≺ 1 ≺ 2 ≺ · · · ≺ ∞“=”−∞ ≺ · · · ≺ −2 ≺ −1 ≺ 0.

このとき実は

ζ∗S,M (k) =
∑

n1≺···≺nr
0<|n1|,...,|nr|<M

1

nk1
1 · · ·nkr

r

が成り立つ (n1 ≺ · · · ≺ nr のどこに∞ = −∞を挟むかでバラすと定理 2.1の形に変形でき
る). つまり定理 2.1は

ζ∗S(k) = lim
M→∞

∑
n1≺···≺nr

0<|n1|,...,|nr|<M

1

nk1
1 · · ·nkr

r

と書き直せる. この表示は多重ゼータ値の無限級数による定義 (2)によく似ており, 示唆的で
ある. またこの表示によって ζ∗S,M (k)および ζ∗S(k)が調和関係式を満たすことが, 通常の多重
ゼータ値の場合と全く同様に証明することができる. 詳しくは [4]を参照してほしい.
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次の ζxS (k)の級数表示が本稿の主定理である.

定理 2.3 (主定理, O.-Yamamoto). インデックス k = (k1, . . . , kr)と正整数M に対し,

ζxS,M (k) :=
r∑

i=0

∑
0<n1<···<ni

ni+1<···<nr<0
ni−ni+1<M

1

nk1
1 · · ·nkr

r

とおく. このとき
ζxS (k) = lim

M→∞
ζxS,M (k)

が成り立つ.

注意 2.4. 注意 1.2でも述べたように, xは 2つの多重ゼータ値を反復積分表示し, それらの
積の積分領域を分割することで多重ゼータ値の和に分ける過程を抽象化したものである. 多重
ゼータ値の反復積分表示に由来する量 ζxS (k)が, 上記のような級数表示を持つことは興味深い.

3 証明の概略 –部分分数分解–

この節では主定理の証明を述べる. まず i+ 1 ≤ j ≤ rに対し nj 7→ −nj と変数変換するこ
とで,

ζxS,M (k) =

r∑
i=0

(−1)ki+1+···+kr
∑

0<n1<···<ni
0<nr<···<ni+1
ni+ni+1<M

1

nk1
1 · · ·nkr

r

と変形できる. さらに, 内側の有限和は次のように変形できる.

命題 3.1. インデックス k = (k1, . . . , kr), 0 ≤ i ≤ rおよび正整数M に対し,∑
0<n1<···<ni

0<nr<···<ni+1
ni+ni+1<M

1

nk1
1 · · ·nkr

r

= ZM (ek1 · · · eki xekr · · · eki+1
)

が成り立つ.

例を見てみよう.

例 3.2. k = (1, 1, 1), i = 1の場合を考えよう. まず e1 xe1e1 = 3e1e1e1なので, 命題 3.1の右
辺は

ZM (e1 xe1e1) = 3ZM (e1e1e1) = 3ζM (1, 1, 1)

となる. 次に命題 3.1の左辺を部分分数分解を用いて計算しよう. まず左辺を∑
0<n1

0<n3<n2
n1+n2<M

1

n1n2n3
=

∑
m1,m2,m3>0

m1+m2+m3<M

1

m1m3(m3 +m2)

と書き直す. 部分分数分解

1

ab
=

1

a+ b

(
1

a
+

1

b

)
(4)
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を (a, b) = (m1,m3 +m2)に対して用いると

1

m1m3(m3 +m2)
=

1

m1m3(m1 +m3 +m2)
+

1

m3(m3 +m2)(m3 +m2 +m1)

となる. この第 2 項から ζM (1, 1, 1) が出てくる. さらに第 1 項に部分分数分解を (a, b) =

(m1,m3)として適用すると 2ζM (1, 1, 1)が出てくる. したがって∑
0<n1

0<n3<n2
n1+n2<M

1

n1n2n3
= 3ζM (1, 1, 1) = ZM (e1 xe1e1)

を得る. 以上より k = (1, 1, 1), i = 1の場合に命題 3.1が示された. 一般のインデックスと iの
場合も部分分数分解 (4)を繰り返し用いることで示すことができる. 詳細は [7] に譲る.

注意 3.3. 実は上述の証明は, [6, Corollary 4.1]の証明と全く同じである. [6, Corollary 4.1]

はM が素数の場合の主張であるが, 証明にはM が素数であることを使っていない.

wx
S (k) :=

r∑
i=0

(−1)ki+1+···+krek1 · · · eki xekr · · · eki+1
∈ H1

とおく. ζM がQ-線型であるので, 命題 3.1により

ζxS,M (k) = ZM (wx
S (k))

となる. さらに, Kaneko-Zagierによって次が知られている.

命題 3.4 (Kaneko-Zagier, 例えば [4]). インデックス kに対し wx
S (k) ∈ H0が成り立つ.

これより limM→∞ ζxS,M (k) = Z(wx
S (k))を得る. ここで wx

S (k) ∈ H0 なので, 正規化多重
ゼータ値の性質から Z(wx

S (k)) = Zx(wx
S (k))である. さらにwx

S (k)の定義と, Zxがxを保
つことから,

lim
M→∞

ζxS,M (k) = Zx

(
r∑

i=0

(−1)ki+1+···+krek1 · · · eki xekr · · · eki+1

)

=
r∑

i=0

(−1)ki+1+···+krZx(ek1 · · · eki)Z
x(ekr · · · eki+1

)

=
r∑

i=0

(−1)ki+1+···+krζx(k1, . . . , ki)ζ
x(kr, . . . , ki+1)

= ζxS (k)

となり, 主定理が証明された.

注意 3.5. 上述のストーリーはxを ∗に置き換えても成立する. すなわちインデックス k =

(k1, . . . , kr)に対し

w∗
S(k) :=

r∑
i=0

(−1)ki+1+···+krek1 · · · eki ∗ ekr · · · eki+1

とおくと, ζM は ∗を保つので ζ∗S,M (k) = ZM (w∗
S(k))がわかる. さらにKaneko-Zagierにより

w∗
S(k) ∈ H0が知られているので,

lim
M→∞

ζ∗S,M (k) = lim
M→∞

ZM (w∗
S(k)) = Z∗(w∗

S(k)) = ζ∗S(k)

となる. これは定理 2.1の別証明になっている.
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4 応用 –ζS(k)のシャッフル関係式–

この節では主定理の応用を述べる. 主定理は ζxS (k)を有理数 ζxS,M (k)の極限で表すもので
あった. 従って ζxS,M (k)の間に関係式が得られれば, 極限をとることで ζxS (k)の間に, さらに
は modζ(2)Z をとることで ζS(k)の間に関係式を得ることができる. 実際, ζS(k)の調和関係
式はこの戦略に基づいてKaneko-Zagierによって証明された.

実は ζxS,M (k)はシャッフル関係式を満たすことが知られている.

定理 4.1 (ζxS,M のシャッフル関係式). 2つのインデックス k, lと正整数M に対し,

ζxS,M (kx l) = (−1)wt(l)ζxS,M (k, l)

が成り立つ. ただし l = (l1, . . . , ls)に対し l := (ls, . . . , l1)である.

この定理と主定理 (定理 2.3)を合わせると, ζxS (k)がシャッフル関係式を満たすことが従う
(いわば主定理によって ζxS の世界に “戻ってくることができる”). これは Kaneko-Zagier [5]

や Jarossay [3]による証明とは異なる. さらに modζ(2)Z をとることで, 対称多重ゼータ値の
シャッフル関係式を得る. これはHiroseによる証明 [1]とも異なるものである.

定理 4.2 ((シャッフル型)対称多重ゼータ値のシャッフル関係式). 2つのインデックス k, lに
対し,

ζxS (kx l) = (−1)wt(l)ζxS (k, l),

ζS(kx l) = (−1)wt(l)ζS(k, l)

が成り立つ.

注意 4.3. ζxS,M (k)は 2方向への一般化が知られている. 1つは筆者によって [6]で定義された
“2色根付き木”と呼ぶ組合せ論的な対象に対する一般化である. ζxS,M (k)を “2色根付き木”

に付随させることで, 筆者による有限多重ゼータ値のシャッフル関係式の別証明 [6, Corollary

4.1]と全く同様に定理 4.1を証明することができる.

もう 1つは, ζxS,M (k)を定数項にもつ形式的冪級数 ζx
Ŝ,M

(k) ∈ Q[[t]]への一般化である. ζA(k)

は, いわば “modpを司る多重ゼータ値”と見ることができる. 実は modpnに対応する有限多
重ゼータ値 ζAn(k), さらにはその極限に対応する有限多重ゼータ値 ζÂ(k)が存在し, Kaneko-

Zagier予想はその極限のレベルに拡張されている. その極限のレベルで対応する S 側の対象
が ζŜ(k) := ζx

Ŝ
(k) mod ζ(2)Z[[t]]である. ζx

Ŝ
(k)はZ[[t]]の元であり, ζxS (k)を定数項に持つ.

ζÂ(k)は [9, 10]を, ζŜ(k)やKaneko-Zagier予想の一般化は [10]を参照してほしい.

実は定理 2.3 はこのレベルに一般化できる. つまりインデックス kに対し

lim
M→∞

ζxŜ,M (k) = ζxŜ (k)

が成り立つ (∗-版もある). さらに ζx
Ŝ,M

(k)は 2色根付き木に付随させることができ, それを通

じて ζx
Ŝ,M

(k)に対する t進シャッフル関係式を証明することができる. 詳細は [7]で準備中で

ある.
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