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概 要

結び目の Alexander多項式および捻じれ Alexander多項式の副有限剛性に関する結果
の概略を述べる. 本稿は第 13回福岡数論研究集会 (2019年 8月, 九州大学)での講演内容
をまとめ, 具体例や双曲体積に関する記述を添えたものである.

1 導入

Grothendieck は [Gro70] において, 一般に剰余有限な離散群 π がその副有限完備化 π̂ =

lim←−ϖ◁π
π/ϖ (ここにϖは指数有限部分群を走る)の位相同型類から決定されるかどうかは, 興

味深い問題であると述べた. 有限表示を持つとは限らない反例はPlatonov-Tavgen [PT86], 有
限表示を持つ反例は Bridson-Grunewald [BG04]によって最初に与えられた.

3次元多様体M の基本群は, 有限表示を持つ剰余有限な離散群 πである ([Hem87]+[Per02,

Per03b, Per03a]). その副有限完備化の位相同型類からMの位相的性質がどの程度決まるか？と
いう問を副有限剛性の問題という. 数論的位相幾何学の視点から, B. Mazurも「結び目群およ
びPeripheral系の副有限完備化から結び目が決定されるか？」という問題を提起した [Maz12].

低次元位相幾何における副有限剛性はここ数年ほどで急激に研究が進められ, ファイバー性,

JSJ分解, グラフ多様体などの剛性, ある種の Klein群の絶対剛性, 曲面の写像類群の元につ
いて有限の不定性を除いた剛性などの結果がある (cf. [BF15, BR15, BRW17, JZ17, WZ17,

WZ19, Wil18b, Wil18a, Rei18, BMRS18, Liu19]). しかし, 2つの素な結び目の対 (J,K)で
あって, 結び目群 (S3における補空間の基本群)の副有限完備化上の同型 π̂J ∼= π̂K が存在する
例が存在するかどうかは, 未だに知られていない.

本稿では簡単のため, 対象を結び目群 π = πK に絞り, Alexander多項式, および捻じれ
Alexander多項式の副有限剛性に関する結果 [Uek18b, Uek19]の概略を述べる. 副有限完備化
の位相同型類を π̂/ ∼=と書く.

2 Alexander多項式

まずAlexander多項式の定義を復習する. アーベル化写像を α : π ↠ π̂ab = tZと書く. ここ
に tは形式的な生成元である. 群 tZはH1(Kerα,Z) = (Kerα)abへ共役で作用し, Alexander加
群H1(Kerα,Z)は有限生成捻じれZ[tZ]加群となる. このFittingイデアルの生成元を∆K(t) ∈
Z[tZ]と書き, KのAlexander多項式と呼ぶ. この∆K(t)は単数倍を除き決まる. Z[tZ]の単数
倍を除いた等式を =̇を用いて表す. 次数に関する対称性∆K(t) =̇∆K(t−1)が知られている.

次の定理は, 多項式が 1の冪根を根に持たない場合は Boileau-Friedl [BF15], 一般の場合は
筆者 [Uek18b]によって示された.

定理 2.1 ([BF15], [Uek18b]). π̂K/ ∼=はAlexander多項式∆K(t)を決定する.

59



Proof. Step 1: まず ∆K(t)が 1の冪根を根に持たない場合を考える. このとき Foxの公式
(cf. [Web79])によって, 補空間 S3 − K の Z/nZ被覆の Fox完備化Mn → S3 の 1次ホモロ
ジー群H1(Mn)の位数は, 絶対巡回終結式 |rn| = |

∏
ζn=1∆K(ζ)|に一致する. 群H1(Mn)は

Hurewicz同型によってKerπ̂ ↠ Ẑ ↠ Z/nZのアーベル化に同型であるから, π̂/ ∼=は |rn|を定
める. Friedの命題 [Fri88]によって, 次数に関する対称性を持ち 1の冪根を根に持たない実係
数の多項式∆K(t)について, Artin-Mazurの力学系ゼータ関数B(z) =

∑
|rn|zn/n!はC上の

有理関数に解析接続され, その零点と極から∆K(t)の根たちが決定される. 最後に |r1|から最
高次係数が決定される.

Step 2: 次に∆K(t)が 1の冪根を根に持つ場合を考える. Prüffer環 Ẑ = lim←−Z/n1Zを考え
る. アーベル化写像 α̂ : π̂ ↠ π̂ab = tẐの像の生成元 sを任意に取ると, ある単数 v ∈ Ẑ∗があっ
て s = tv である. (π̂の位相同型類からは tが特定できないことに注意.) 完備Alexander加群
Ĥ1(Ker α̂,Z)からイデアル (∆K(tv)) ⊂ Ẑ[[tẐ]] = lim←−(Z/n1)Z[tZ/n2Z](vは未知の単数)を得る.

環 Ẑ[[tẐ]]において各円分多項式 Φm(z)が零因子でないこと, また Φm(tv)/Φm(t)が単数であ
ることなどから, ∆K(t)の円分因子を特定・キャンセルできる. こうして定理の証明は Step 1

に帰着される.

3 捻じれAlexander多項式

本稿では捻じれAlexander多項式∆ρ(t)を, 捻じれAlexander加群の Fittingイデアルの生
成元として定義する. 低次元トポロジーではC上の表現を考えることが多いが, 副有限完備化
でGLN (C)は潰れてしまうので, 工夫が必要である. F を代数体, Sを F の整数環OF の素イ
デアルからなる有限集合とするとき, OF に Sの逆元を添加して得られるDedekind環を F の
S整数環といいOF,S と書く. 結び目群 πのGLN (C)表現は, 適当な共役を取ることで代数体
の S整数環O = OF,S 上の表現と見ることができる
以後 O = OF,S を固定し, ここでは UFDだと仮定する. (Sを適切に取ることで Oを UFD

に取れるが, 不変量が持つ情報が少し減る. UFDを仮定せずに可能な議論もある. 詳しくは
[Uek19]を参照されたい.) 表現 ρ : π → GLN (O)から, 副有限完備化の普遍性 [RZ10, Lemma

3.2.1]によって連続表現 ρ̂ : π → GLN (Ô)が導かれる. ここにGLN (Ô) ∼= lim←−I⊂O
GLN (O/I)

(O/I は有限商を走る)もまた副有限群である.

結び目群 πのアーベル化写像 α : π ↠ tZに対応する Z被覆をX∞ → X = S3 −K と書く.

表現 ρ : π → GLN (O)に対し, Shapiroの補題 [Bro94, III, Proposition 6.2]によって同型な以
下の有限生成O[tZ]加群たちを第 i捻じれAlexander加群という:

Ai := Hi(X∞, ρ) ∼= Hi(Kerα, ρ) ∼= Hi(π, ρ⊗ α) ∼= Hi(X, ρ⊗ α).

一般にイデアル a ⊂ O[tZ]に対し ã = ∩P⊃aP (Pは単項イデアルを走る)を aの divisorial hull

という. これは局所化による議論と相性が良い. Aiが捻じれ O[tZ]加群のとき, その Fitting

イデアルの divisorial hull F̃ittAiは単項イデアルである. その生成元を捻じれAlexander多項
式と呼び∆ρ,i(t) ∈ O[tZ]と書く. これは表現の共役類の不変量である. 以下 iを省略すること
がある. 次数に関する対称性は一般には成り立たないが, ρが自己双対なとき (例えば SL2表
現のとき)は成立つ [HSW10].

なおWρ = ∆ρ,1(t)/∆ρ,0(t)は Lin-Wadaの捻じれAlexander不変量と呼ばれ, O[tZ]の単数
倍を除きReidemeisterトーション τρ(X)と一致することが知られている. 仮に F̃ittAiたちが
単項イデアルでなくても, 分数イデアル F̃ittA1/F̃ittA0は単項イデアルとなる.
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4 主定理

2つの連続表現 ρ̂ : π̂ → GLN (Ô), ρ̂′ : π̂′ → GLN (Ô)が同型であるとは, ある同型φ : π̂
∼=→ π̂′

に対し ρ̂と ρ̂′ ◦ φが共役であることをいう. 連続表現の同型類を ρ̂/ ∼=と書く.

有理数体Qの Cにおける代数閉包をQと書き, 代数体 F はこの部分体と考える. 各素数 p

に対し p進数体Qpの代数閉包の完備化を Cpと書き, 埋め込みQ ↪→ Cpを固定する.

体の拡大におけるノルム写像が NrF/Q : F → Q;α 7→
∏

σ:F ↪→Q ασ によって定義され
る. これは S 整数環上, また Laurent多項式環上の写像に延長される: NrF/Q : OF,S [t

Z] →
ZS [t

Z]; f(t) 7→
∏

σ f
σ(t). ここに S = NrF/QSと書く.

2つの多項式 f(t), g(t) ∈ R[tZ]が同じHillar類に属するとは, ある u(t), v(t) ∈ R[tZ]があっ
て f(t) =̇u(t)v(t)かつ g(t) =̇u(t)v(t−1)を満たすことをいう.

一般に集合Aと自然数 dに対し, Adの要素を d次対称群 Sdの作用によって同一視したもの
を [ai]i ∈ Ad/Sdと書く.

定理 4.1 ([Uek19]). (1) 表現 ρ : π → GLN (O)の完備化であるような連続表現の同型類 ρ̂/ ∼=
はNrF/Q∆ρ(t)のHillar類を決める. もし∆ρ(t)が次数対称なら, NrF/Q∆ρ(t)自体を決める.

(2) ∆ρ(t) = a0
∏
(t − αi) ∈ Q[tZ]と書くと, 有限個を除き任意の素数 pに対し |a0|p = 1,

|αi|p = 1となる. このとき各 iに対し |αi − ζi|p < 1なる 1の冪根 ζi が一意に存在する. こ
の ζiが 1の原始 li乗根であるとし, m = lcm{li}すると, p ∤ li, よって p ∤ mである. 連続表
現の同型類 ρ̃/ ∼=は, このような素数 p, 類 [li]i ∈ Zd/Sd, 数m, および類の集合 {[(αi/ζi)

w]i ∈
Qd

/Sd |w ∈ Z∗
p}, {[ζui ]i ∈ Qd

/Sd |u ∈ (Z/mZ)∗}を決める.

アーベル化 tẐの生成元 sを勝手に取ると, ある単数 v ∈ Ẑに対し s = tv となる. ここで不
定性として現れる (u,w)は, Ẑ ↠ Z/m× Zp; v 7→ (u,w)による像である.

Proof. 完備捻じれ Alexander多項式からイデアル (∆ρ(t
v)) ⊂ Ô[[tẐ]] (v ∈ Ẑ∗は未知の単数)

が定まる. 完備群環 Ô[[tẐ]]での円分多項式の性質に関する補題, およびHillarによる次数対称
でない多項式への Friedの命題の拡張 [Hil05]から (1)が得られる.

(2)は次の写像によるイデアルの像を考えることで得られる:

Ô[[tẐ]]→ Op[[t
Z/mZ×Zp ]] ↪→

⊗Cp

Cp[[t
Z/mZ×Zp ]]

∼=→
∏
ξm=1

Cp[[t
Z]]

∼=→
ξt 7→1+T

∏
Cp[[T ]].

Hillar [Hil05]は, 次数を既知とた場合に, 多項式を具体的に決定するアルゴリズムをも与え
ている. [Uek19]では具体決定に関する命題も与えた. また [Uek19]ではMahler測度やその p

進類似についても [Uek18a], [Tan18] の延長として論じている. これらは, 本稿では省略する.

捻じれAlexanderの副有限剛性については筆者以外の研究もある. Boileau-Friedl [BF15]は
有限体上の表現に付随する∆ρ(t)を考え, π̂abにおいて tを既知とした形での副有限剛性を示
し, それを用いて結び目のファイバー性の副有限剛性を証明した. また Liu [Liu19]は曲面の写
像類群の元が有限の不定性を除き有限商で決定されることを証明する際に, 捻じれAlexander

不変量を考察している.
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5 具体例

2橋結び目K の放物 SL2(C)表現を考える. K の結び目群は π = ⟨a, b | aw = wb⟩という形
の表示を持つ. Riley多項式 ΦK(1, u)の根 u = αを取り, F = Q(α)の整数環を Oとすれば,

対応するRileyの放物既約表現 ρ : πK → SL2(O)は

ρ(a) =

(
1 1

0 1

)
, ρ(b) =

(
1 0

−u 1

)

で与えられる. Oが UFD (よって PID)なら∆ρ,i(t)が定義されるが, ρは任意の剰余表現が
既約なので [Tan18, Corollary 3.1]によって∆ρ,0(t) =̇ 1, ∆ρ(t) := ∆ρ,1(t) =̇Wρ(t)である. K

が双曲結び目のとき, この ρはホロノミー表現である (cf. [Ril72, Ril84], [DHY09, Lemma 5],

[HM10, Example 2.3], [Tan18, Section 9]).

例 5.1. (1) K = 31 (3葉結び目)のとき, ∆ρ(t) = t2+1 = Φ4(t) ∈ Z[t], NrF/Q∆ρ(t) = Φ4(t)
2.

(2) K = 41 (8の字結び目)のとき, ∆ρ(t) = t2 − 4t + 1 ∈ Z[1+
√
−3

2 ] (O = Z[1+
√
−3

2 ]は
UFD), NrF/Q∆ρ(t) = ∆(t)2.

(3) K = 51のとき, ∆(t) = (t2+1)(t4− 1+
√
5

2 t2+1) = Φ4(t)ϕ
+
20(t) ∈ Z[1+

√
5

2 ] (O = Z[1+
√
5

2 ]

はUFD), NrF/Q∆ρ(t) = (t2 + 1)2(t8 − t6 + t4 − t2 + 1) = Φ4(t)
2Φ20(t).

(4) K = 52 ([HM10, Example 2.3 (3)]の K(3/7))のとき, π = ⟨x, y |wx = yw⟩, w =

xyx−1y−1xy. ΦK(1, u) = u3+u2+2u+1の根 u = αに対応する ρについて, ρ⊗CのWada-

Lin多項式はWρ(t) = (4 + α2)t2 − 4t+ (4 + α2). PARI/GP [The18] によれば F = Q(α)の
類数は 1, OF = Z[α]は PIDである. また判別式は−23で, F/Qでは p = 23のみが分岐する.

∆ρ(t)は定義されWρ(t)に一致する. (なお仮にOがUFDでなくともNrF/QF̃ittA1の生成元
をNrF/Q∆ρ(t)と書けばNrF/Q∆ρ(t) = NrF/QWρ(t)が成立つ.)

NrF/Q∆ρ(t) = NrF/Q∆ρ(t) =
∏

Φ(1,u)=0((4t
2−4t+4)+u2(t2+1)) = (4t2−4t+4)3−3(4t2−

4t+4)2(t2+1)+2(4t2−4t+4)(t2+1)2+(t2+1)3 = 25t6−104t5+219t4−272t3+219t2−104t+25

となる. (これは [SW09, Example 4.5] における ΦK(1, u) = u3 + u2 + 2u + 1 の全表現
ρΦ : π → GL8(Z)に付随する∆ρΦ(t)に一致する. この多項式のMahler測度によって, 捻じれ
Alexander加群へのメリディアン作用の位相的エントロピーが計算される.)

定理 4.1から, ρ̂/ ∼=は (1)～(4)のNrF/Q∆ρ(t), (1)と (2)の∆ρ(t)を決めることが分かる. (3)

では円分多項式Φ20(t)の 2つの因子 ϕ±
20 = t4 − 1±

√
5

2 t2 + 1 ∈ Z[1+
√
5

2 ]の区別ができない. (4)

ではNrF/Q∆ρ(t)から∆ρ(t) ∈ Z[α][tZ]の候補が 3つ挙がる. ホロノミー表現はu3+u2+2u+1

の虚数根に対応するので候補は 2つに絞られ, よって∆ρ(t)は複素共役を除き決まる. 一般に,

もし多項式の候補を別の候補に移すような群の自己同型があれば, その不定性は本質的では
ない.

6 双曲体積

双曲結び目K の補空間には本質的に一意な完備双曲構造が入り, その双曲計量に関する空
間の体積 Vol(K)は位相不変量となる. Lückの”楽観的予想”から双曲体積の副有限剛性が従
う. ホロノミー表現 ρhol : πK → SL2(O) ⊂ SL2(C)は双曲構造に対応する表現 (のリフト)で
ある. ここでは ρ̂/ ∼=からVol(K)が得られるかを考察する.
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テンソル表現 ρ⊗ αのReidemeisterトーション τρ(t) := τρ⊗α(X) ∈ F [tZ]は±t倍を除き定
義され, O[tZ]の単数倍を除き Lin-Wadaの多項式Wρ(t)に一致する. (なお [Wad94]における
Wρ(t)の定義の不定性は 2通りに読むことができ, Wρ(t)自体が ±t倍を除き決まっていると
見ることもできる.)

各 n > 1に対し ρholと対称表現 SL2(O)→ SLn(O)の合成 ρnを高次ホロノミー表現と呼ぶ.

Müller, Menal-Ferrer, Portiらの解析的トーションに関する結果 [Mül93, Mül12, MFP14], ま
た北野・山口氏らによる各種トーションの関係性 [Kit96, Yam08]などから, 合田氏によって次
が得られている:

命題 6.1 ([God17, Theorem 1.1]). 各 m > 0に対し A2m(t) = τρ2m(t)/τρ2(t), A2m+1(t) =

τρ2m+1(t)/τρ3(t)と置くと,

lim
m→∞

log |A2m+1(1)|
(2m+ 1)2

= lim
m→∞

log |A2m(1)|
(2m)2

=
Vol(K)

4π

が成立つ.

ここでは t = 1での値が考察されているが, 任意の 1の冪根 ζ に対し t = ζ での値を考えて
も同様の等式が成立つことが示されたというアナウンスがあった (Léo Bénard, 2019年 9月,

Göttingen).

もし NrF/Q∆ρ(1)から |∆ρ(1)|が決まるなら, ρ̂/ ∼=から Vol(K)が決まる. 定理 4.1から次
が従う.

系 6.2. F をQもしくは虚 2次体とする. 双曲結び目Kのホロノミー表現 ρholがO = OF 上
の表現と見られるとき, ρ̂hol/ ∼=から双曲体積Vol(K)が定まる.

例 5.1のうち双曲結び目である (2)と (4)は, いずれも条件を満たす. ちなみに (2)の 8の字
結び目については, π̂K が他の全ての 3次元多様体の π̂と同型でないこと (絶対剛性)が示され
ている [BF15, BR15, BRW17]. 残された問題を以下に述べて本稿を終える.

問題 6.3. (1) 3次元多様体のファイバー性は π̂から決まる ([BF15, Theorem 1.2], [BRW17],

[JZ17]). ファイバー双曲結び目の (高次)ホロノミー表現の τρ(t)はmonicであり, 逆も予想さ
れている ([DFJ12], [Por18]). また τρ(t)は次数対称である. ホロノミー表現を SL2(O)表現と
見る. この状況下で, ρ̂/ ∼=からVol(K)が決定できるか？
(2) ρ̂/ ∼=から τρ(t) = τρ⊗α(X)はどの程度決まるか？そこからVol(K)が決まるか？
(3) π̂の連続表現の全体からVol(K)を決定できるか？(ホロノミー表現の近傍にある幾何的

表現の全体を考えると, 対応する体積の最大値が完備双曲体積である. 連続 SL2(Ô)表現の全
体を動かした場合は, 非常に難しそうである. 適当な表現のクラスを設定すべきか.)
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