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概 要

このノートは, 第 13回福岡数論研究集会に於いて著者が行った同一タイトルの講演の
報告文章です. 講演中に詳しく述べられなかった証明の詳細や補題についても纏めてあり
ます. 尚, ノートの内容は [3]に基づきます (と言うかほぼ [3]の和訳).

1 イントロダクション

Kを代数体, 即ち有理数体Qの有限次拡大とします. 本ノートを通じて, 以下の記号を固定
します:

• OK : K の整数環;

• M∞
K : K の Cへの体としての埋め込み全体;

• M0
K : OK の (0)以外の素イデアル全体;

• MK := M∞
K ⊔M0

K ;

• | · |v: 各 v ∈ MK に対して以下で定めたK の絶対値:

|x|v :=

|v(x)| (v ∈ M∞
K ),

#(OK/v)−ordv(x) (v ∈ M0
K);

• Kv: | · |v によるK の完備化.

このノートで扱うのは「高さ函数」と呼ばれる種々の整数論的な集合上に対して定義され
る函数なのですが, 先ずは高さ函数の中でも最も代表的且つ古典的なものの 1つである「Weil

高さH」を紹介します. x⃗ = t(x1, . . . , xn) ∈ Knに対して

H(x⃗) :=

 ∏
v∈MK

max{|x1|v, . . . , |xn|v}

1/[K :Q]

と定めます (但し慣習的にH (⃗0) := 1とします). 今, 代数体Kに対して定義されたH ですが,

これは代数体Kの取り方に依らない事が知られていて ([1, Lemma 1.5.2]), 従ってQn
上の函

数と見做す事が出来ます. このH を「Weil高さ」と呼びます.

さて, 高さ函数と呼ばれるものはQn
以外にも種々の整数論的な集合 (例えばQ-代数であっ

たり, Q上の代数多様体であったり, 或いはこれ等の函数体類似であったり · · · )上で定義され
たものが知られており, 同じ整数論的な集合上に複数の高さ函数が定義される事もしばしばで
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す. こういった種々の高さ函数を公理的に記述する方法は (少なくとも自分は)知らないので
すが, 「高さ函数とは何か？」という問いに標語的に答えるなら「ある種の算術的な複雑さを
測る函数である」となります. 従って高さ函数と呼ばれるものが与えられた時, そいつがどの
様な複雑さを測っているのかを把握するのは最も基本的な問いの 1つであり, その手段の 1つ
として, 高さの値が最小になる様な元を決定する事が考えられます. 例えば先のWeil高さH

については, 次の定理が知られています.

Theorem (A) ([1, Theorem 1.5.9]). x⃗ ∈ Qn
に対して, 以下は同値:

• H(x⃗) = 1;1

• r ∈ Qと全ての成分が 0か 1の冪根であるベクトル e⃗ ∈ Qn
が存在して, x⃗ = re⃗となって

いる.

さて, このノートの目的は, [4]で導入されたMn(Q)上の 2つの高さ函数H, Hopを上記目
的意識に基づいて調べる事, つまりH(A) = 1やHop(A) = 1を満たす行列 A ∈ Mn(Q)の必
要十分条件を求める事ですが2, その為にも先ずはHとHopの定義を述べる事にします. 先ず
はKn上にノルムの族 {Nv}v∈MK

を

Nv(x⃗) :=


√

|x1|2v + · · ·+ |xn|2v (v ∈ M∞
K ),

max{|x1|v, . . . , |xn|v} (v ∈ M0
K)

で定めます. これを用いてMn(K)上に 2つの函数H, Hopを以下で定めます:

H(A) :=

 ∏
v∈MK

∥A∥v

1/[K :Q]

,

Hop(A) := sup
x⃗∈Qn\{0⃗}


 ∏

v∈MKx⃗

Nv(Ax⃗)

Nv(x⃗)

1/[Kx⃗ :Q]
 .

ここに ∥ · ∥v はMn(K)上にNv から誘導される作用素ノルムで, Kx⃗は各 x⃗ = t(x1, . . . , xn) ∈
Qn \ {⃗0}に対してKx⃗ := K(x1, . . . , xn)と定義されたものです. ここでも慣習的にH(O) =

Hop(O) = 1と定めます. Weil高さH 同様, H, HopもK の取り方に依らない, 即ちMn(Q)

上の函数である事が示せます (詳しくはセクション 2, 3参照).

では本ノートの主定理を述べたいのですが, その前に 1つだけ用語を導入しておきます. 行
列Bが scatteredであるとは, Bのどの行もどの列もノンゼロ成分を高々1つしか持っていな
い事とします. 以上の準備の下で

Theorem 1.1. (1) A ∈ Mn(Q)に対して, 以下は同値:

• H(A) = 1;

• 全ての成分が 0か 1の冪根であり scatteredな行列B ∈ Mn(Q)と定数 r ∈ Q×
でA = rB

となるものが存在する.

(2) A ∈ Mn(Q)に対して, 以下は同値:

1H(∀x⃗) ≥ 1である事は, 定義からほぼ直ちに判ります.
2H(∀A) ≥ 1や Hop(∀A) ≥ 1も, 定義からほぼ直ちに判ります.

24



• Hop(A) = 1;

• Aはノンゼロな行を高 1々つしか持たない,又は全ての成分が0か1の冪根であり scattered

な行列B ∈ Mn(Q)と定数 r ∈ Q×
でA = rBとなるものが存在する.

2 Weil L2高さ

セクション 1で見た通り, 通常のWeil高さが各 v ∈ MK に対して L∞ノルムを用いて定義
されていた一方で, HやHopは v ∈ M∞

K に対しては L2ノルムを用いて定義されていたので
した. なのでHやHopを考える上では, 次のWeil L2高さと呼ばれるものを用いるのがより
適切です: 各 x⃗ ∈ Knに対して

H2(x⃗) :=

 ∏
v∈MK

Nv(x⃗)

1/[K :Q]

,

H+
2 (x⃗) :=

 ∏
v∈MK

max{1, Nv(x⃗)}

1/[K :Q]

.

H2に対してもH の場合同様, H2(⃗0) := 1と見做します. 代数体Kの取り方に依らず, 従って
Qn
上の函数と見做せるのも同様です. このH2を用いれば

Hop(A) = sup
x⃗∈Qn\{0⃗}

{
H2(Ax⃗)

H2(x⃗)

}

となる事が判り, 従ってHopも体の取り方に依らず, Mn(Q)上の函数と見做す事が出来ると
判ります (収束性は次のセクションで論じます).

これ等H2, H
+
2 に対しても Theorem (A)の類似を示しておきます (Theorem 1.1の証明に

使いもします).

Lemma 2.1. (1) x⃗ ∈ Qn
に対して, 以下は同値:

• H2(x⃗) = 1;

• x⃗はノンゼロ成分を高々1つしか持たない.

(2) x⃗ ∈ Qn
に対して, 以下は同値:

• H+
2 (x⃗) = 1;

• x⃗の全ての成分は 0か 1の冪根で, しかもノンゼロ成分を高々1つしか持たない.

証明. (1) 前者ならば後者なのは, 不等式H2(a, b) > H2(a) (a, b ̸= 0)より判る. 後者ならば前
者なのは積公式 ([1, Proposition 1.4.4])より明らか.

(2)前者ならば後者なのは (1)同様. なので後者ならば前者である事を示す. 不等式H(1, x⃗) ≤
H+

2 (x⃗)とThoerem (A)より x⃗の全成分は 0か 1の冪根で, 不等式H2(x⃗) ≤ H+
2 (x⃗)と (1)より

ノンゼロ成分は高々1つだと判る.
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3 H, Hopの諸性質

このセクションでは, H, Hopの諸性質の内, 後に必要となるものを簡単に纏めておきます.

先ずはセクション 1で導入した作用素ノルムについて補足します. B = (bij) ∈ Mn(Kv)に
対して

∥B∥v =


√
sp(B∗B) (v ∈ M∞

K ),

maxi,j{|bij |v} (v ∈ M0
K)

(3.1)

となる事が知られています. ここにB∗はBの複素共役で, sp(B∗B)はB∗Bの最大固有値で
す. 従って有限個の v ∈ MK を除き ∥B∥v = 1が判るので, セクション 1のHは well-defined

であり, HがKの取り方に依らない事からHop(A) ≤ H(A) ≤ ∞が常に成り立ち, 従ってHop

も well-definedである事が判ります.

次に, Hを調べる為に, 以下の補助的な高さ函数H+を導入します: A ∈ Mn(K)に対し

H+(A) :=

 ∏
v∈MK

max {1, ∥A∥v}

1/[K :Q]

.

(3.1)より, 以下を得ます.

Lemma 3.1. A ∈ Mn(Q)に対し

H+(A) = H

(
1 t0⃗

0⃗ A

)
.

従って特にH+もMn(Q)上の函数と見做せる事が判りました.

以下の不等式は, 簡単ですが主定理の証明で非常に重要な役割を果たします.

Lemma 3.2. A = (a⃗1, . . . , a⃗n) ∈ Mn(Q)とする. 各 1 ≤ j ≤ nに対して
(1) H2(⃗aj) ≤ Hop(A).

(2) H+
2 (⃗aj) ≤ H+(A).

証明. (aij) := A, K := Q(a11, . . . , ann), e⃗j :=
t(0, . . . ,1

∧
j-th

, . . . , 0)とする.

(1)

H2(⃗aj) =
H2 (Ae⃗j)

H2 (e⃗j)
≤ Hop(A).

(2)

H+
2 (⃗aj) =

 ∏
v∈MK

max

{
1,

Nv(Ae⃗j)

Nv(e⃗j)

}1/[K :Q]

≤ H+(A).

Fを Rか Cとし, B ∈ Mn(F)とします. 線型代数より

∥B∗∥ = ∥B∥

です. ここで ∥ · ∥ は Fn 上の通常の L2 ノルムから誘導される作用素ノルムです. 従って
A ∈ Mn(K)と σ ∈ M∞

K に対し

∥tA∥σ = ∥(σ(aji))∥ = ∥(σ(aij))∥ = ∥A∥σ

が成り立つ事から, 以下を得ます.
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Lemma 3.3. A ∈ Mn(Q)に対して, H(A) = H(tA)とH+(A) = H+(tA)が成立.

次は Theorem 1.1を証明する上で鍵となる補題です.

Lemma 3.4. A ∈ Mn(Q)に対して, 以下は同値:

• H(A) = 1;

• Aの全ての成分は 0か 1の冪根であり, 且つAは scattered.

証明. 後者ならば前者である事は (3.1)から判るので,前者ならば後者である事を示す. Lemma

3.2 (2)と Lemma 2.1 (2)より, Aの各列ベクトルは全ての成分が 0か 1の冪根で, 且つノンゼ
ロ成分を高々1つしか持たない. 更に Lemma 3.3より, Aの各行ベクトルに対しても同様の事
が言える.

4 Theorem 1.1の証明

(1) 後者ならば前者なのは明らかなので, 前者ならば後者である事を示す. H(A) = 1なる
A = (aij) ∈ Mn(Q) \ {O}を取る. Lemma 3.2 (1)と Lemma 2.1 (1)より, Lemma 3.4と同様
にして Aは scatteredである事が判る. ここで, Aに左右から置換行列を掛けてもH(A)の値
は変わらない事から a11 ̸= 0と仮定出来, 更に積公式から a11 = 1だと仮定出来る. 従って A

は (
1 t0⃗

0⃗ A′

)
の形だと仮定出来る. ここで A′ ∈ Mn−1(Q)である. この時, Lemma 3.1より H+(A′) =

H(A) = 1なので, Lemma 3.4より証明は終っている.

(2)先ずは後者ならば前者である事を示す. Aのノンゼロな行ベクトルが高々1つだとすると

A =

 O
a1 · · · an

O

 .

この時, 任意の x⃗ = t(x1, . . . , xn) ∈ Qn \ {⃗0}に対して

H2(Ax⃗) = H2(a1x1 + · · ·+ anxn) = 1,

H2(x⃗) ≥ 1.

従ってHop(A) = 1が判る. 次にAが全ての成分が 0か 1の冪根で且つ scatteredだとすると,

(1)よりH(A) = 1となり, 従って不等式Hop(A) ≤ H(A)からHop(A) = 1が判る.

次に前者ならば後者である事を示す. A = (aij) ∈ Mn(Q)はHop(A) = 1を満たすとする.

この時, Lemma 3.2 (1)と Lemma 2.1 (1)から, Aの各列ベクトルはノンゼロ成分を高々1つ
しか持たないと判る. Aが 2つのノンゼロ成分 aij , aklで j < lと i ̸= kを満たすものを持つ
と仮定する.

c⃗ := t(0, . . . , 0,1
∧

j-th

, 0, . . . , 0,1
∧

l-th

, 0, . . . , 0)
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とする. この時, 計算すれば

H2(Ac⃗) = H2

(
1

aij
Ac⃗

)
= H2(1, a),

H2(c⃗) =
√
2

が判る. ここで a := akl/aij である. 不等式H2(Ac⃗)/H2(c⃗) ≤ Hop(A)より, H2(1, a) =
√
2が

判る. K := Q(a11, . . . , ann), d := [K : Q]とする.

max{1, t} ≥
√
t, (4.1)√

1 + t2 ≥
√
2t (4.2)

が実数 t ≥ 0に対して成り立ち, しかも等号成立が t = 1の時である事に注意する. これより

√
2 ≥ H2(1, a)

≥

 ∏
v∈M0

K

|a|v

1/2d2d
∏

v∈M∞
K

|a|v

1/2d

(∵ (4.1), (4.2))

=
√
2 (∵積公式) (4.3)

であり, 不等式 (4.3)は等式である必要が在ると判る. 従って全ての v ∈ MKに対して |a|v = 1

となり, Theorem (A)から aは 1の冪根となる. 従って, 若しAが scatteredなら, 全ての成分
が 0か 1の冪根であり scatteredな行列 B ∈ Mn(Q)と定数 r ∈ Q×

で A = rBとなるものが
存在する. 今, Aは scatteredでなく, 更にノンゼロな行ベクトルを 2つ以上持つとする (背理
法). つまり 0でないAの成分 aij , akl, akmで, i ̸= k and j ̸= l ̸= m ̸= jとなるものが存在す
る. 簡単の為 j < l < mとする (そうでない場合も以下の議論は同様に可能). 先の議論より,

u1 := akl/aij と u2 := akm/aij は 1の冪根である筈. up1 = uq2 = 1なる自然数 p, qを取り,

d⃗ := t(0, . . . , 0,1
∧

j-th

, 0, . . . , 0, up−1
1
∧

l-th

, 0, . . . , 0, uq−1
2
∧

m-th

, 0, . . . , 0)

と置く. この時,

H2(Ad⃗) = H2

(
1

aij
Ad⃗

)
= H2(1, 2) =

√
5,

H2(d⃗) =
√
3

であり, 従って Hop(A) ≥ H2(Ad⃗)/H2(d⃗) =
√

5/3 > 1 となるけど, これは如何考えても
Hop(A) = 1に矛盾する. 従って, Aが scatteredでない場合は, Aはノンゼロな行ベクトルを
高々1つしか持たない.
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