
志村曲線の虚 2次体上の有理点について

新井 啓介 (東京電機大学)

概 要

kを類数が 1でない虚 2次体とする. このとき, Q上の不定符号 4元数体Bで, 付随す
る志村曲線MB が k有理点をもつようなものは同型を除いて有限個しかない, という定理
を得た. 本稿ではこの定理を, 以前に筆者が得ていた Bの判別式の素因数に関するある種
の合同式を仮定した部分的な結果から導く.

1 モジュラー曲線の有理点と基本問題

pを素数とし, 楕円曲線Eとその位数 pの巡回部分群 C の組 (E,C)の同型類を分類するQ
上の粗モジュライを Y0(p)とする. すると Y0(p)はQ上のアファインスムーズ代数曲線であり,

モジュラー曲線と呼ばれている ([17, 定理 2.10]を参照). Y0(p)をコンパクト化したX0(p)も
よく用いられるが, ここでは扱わない. Y0(p)の有理点に関して, 次の定理が知られている.

定理 1.1 ([13, Theorem 7.1]). p > 163ならば, Y0(p)のQ有理点の集合 Y0(p)(Q)は空集合で
ある.

注 1.2. 定理 1.1は, 2次体 (ただし類数 1の虚 2次体を除く)上の有理点に関する結果へと拡
張された ([16, Theorem B]).

ここで, 次の基本的な問題を考えよう.

問題 1.3. X をある種のアーベル多様体のモジュライとし (例えばX = Y0(p)), kを代数体と
する. X のレベル (X = Y0(p)のときはレベルは p)が上がるとき, k有理点の集合X(k)は小
さくなるか?

この問題は, いくつかの場合に解決されている. この節の残りの部分では, X が (構造付き)

楕円曲線のモジュライの場合に, 解決されている例を紹介する.

楕円曲線Eとその位数 pの点P の組 (E,P )の同型類を分類するQ上の粗モジュライをY1(p)

とする (p > 3なら, Y1(p)は精モジュライである). すると Y1(p)もQ上のアファインスムーズ
代数曲線であり, やはりモジュラー曲線と呼ばれている ([17, 定理 8.34]を参照). Y1(p)の有理
点に関して, 次の定理が知られている.

定理 1.4 ([14, Théorème], cf. [11, Theorem 3.4]). d > 1を整数とし, kを次数 dの代数体と
する. p > d3d

2
なら, Y1(p)(k) = ∅である.

注 1.5. (E,P ) 7→ (E, ⟨P ⟩)によりQ上の射 Y1(p) −→ Y0(p)が定まる. ここに, ⟨P ⟩は P が生
成するEの部分群である. よって, 代数体 kに対して, Y0(p)(k) = ∅ならば Y1(p)(k) = ∅とな
ることが分かる. Y0(p)と比べて Y1(p)の方が強いレベル構造を課しているので, 有理点が少
なくなりがちである. 実際, 知られている結果もそのようになっている. つまり, 問題 1.3は
X = Y0(p)の場合は 2次体までしか解決されていないが, X = Y1(p)の場合は任意の次数の代
数体 (しかも次数を固定すれば体を動かしてもよい)で解決されている.
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楕円曲線 E とその位数 pの部分群 A,B で A ∩ B = {0} となるものの順序をもたない対
{A,B} の組 (E,{A,B})の同型類を分類する Q上の粗モジュライを Ysplit(p)とする. すると
Ysplit(p)も Q上のアファインスムーズ代数曲線であり, モジュラー曲線と呼ばれている ([15,

p.115]を参照). Ysplit(p)の有理点に関して, 次の定理が知られている.

定理 1.6 ([7, Theorem 1.1], cf. [6, Theorem 1.2]). p ≥ 11, p ̸= 13ならば, Ysplit(p)(Q)の任意
の点は (もしあれば) CM点である. ここに, CM点とはCM楕円曲線と対応するような点のこ
とである.

注 1.7. モジュラー曲線の有理点に関しては, [1, §2]も参照.

2 志村曲線の有理点と主結果

B を Q 上の 4 元数環とし, 不定符号 (すなわち B ⊗Q R ∼= M2(R)) かつ斜体 (すなわち
B ̸∼= M2(Q))であるとする. B ⊗Q Qp ̸∼= M2(Qp)を満たす素数 p全ての積を Bの判別式と呼
び, d(B)で表す. Bは不定符号なので d(B)は相異なる偶数個の素数の積に等しく, Bは斜体
なので d(B) > 1である. Bの同型類は d(B)により一意的に定まる. Bの極大整環Oを 1つ
とり, 固定しておく. Oのとり方は一意的ではないが, Bの任意の極大整環は a−1Oa (ただし
a ∈ B×)と表される. Q上の 4元数環については, 例えば [18, §3.5–3.6, 特に定理 3.5, 3.10]を
参照.

O による乗法をもつ QMアーベル曲面とは, 2次元アーベル多様体 Aと環の単射準同型
i : O ↪→ End(A)で i(1) = idを満たすものの組 (A, i)のことである. ここに, End(A)は A

の自己準同型環である. Oによる乗法をもつQMアーベル曲面を分類するQ上の粗モジュラ
イをMB とする. するとMB はQ上の固有スムーズ代数曲線であり, 志村曲線と呼ばれてい
る. MB の Q上の同型類は d(B)により一意的に定まる. MB はアファインな Y0(p), Y1(p),

Ysplit(p)とは異なり, 固有である. また, MB はカスプをもたない. QMアーベル曲面や志村曲
線については, 例えば [9, p.93]を参照.

MB の有理点に関して, 次の基本的な結果が知られている.

定理 2.1 ([19, Theorem 0]). MB(R) = ∅.

定理2.1より,代数体kに実素点があれば,MB(k) = ∅となることが分かる. 特にMB(Q) = ∅
である. MB の具体例を挙げよう.

例 2.2. d(B) = 6ならMB は方程式X2 + Y 2 + 3Z2 = 0で定義されるQ上の射影代数曲線
であり ([12, Theorem 1-1]を参照), この方程式は非自明な実数解 (すなわち方程式を満たす実
数の 3つ組 (X,Y, Z)で (0, 0, 0)でないもの)をもたない.

今回の主結果は以下の通りである.

定理 2.3 ([3, Theorem 1.1]). kを類数が 1でない虚 2次体とする. このとき kに依存した正
の整数の有限集合D(k)が存在して, 次の条件を満たす: d(B) ̸∈ D(k)ならば, MB(k) = ∅.

注 2.4. (1) X =MBのレベルを d(B)と思った場合, 類数が 1でない虚 2次体 kに対して, 問
題 1.3が解決されたことになる.

(2) QMアーベル曲面にレベル構造を付加し, Y0(p)や Y1(p)の類似となるような志村曲線を考
えることもできる. それらに対して問題 1.3が解決された例については, それぞれ [5, Theorem

1.3], [8, Theorem 1.1]を参照. 後者の結果は, 局所体に関するより強い結果になっている.

(3) 志村曲線の有理点に関しては, [4]も参照.

80



主結果を少し言い換えておく. 定理 2.3は次の定理 2.5と同値である. 同値であることは,

d(B)が平方因子をもたないことから従う.

定理 2.5 ([3, Theorem 1.2]). kを類数が 1でない虚 2次体とする. このとき kに依存した素
数の有限集合 P (k)が存在して, 次の条件を満たす: d(B)の素因数で P (k)に入らないものが
あれば, MB(k) = ∅.

注 2.6. 有限集合 P (k)の上界は, 高々1つの元を除いて評価が可能である.

定理 2.5のB ⊗Q k ∼= M2(k)の場合は, Jordanにより証明されていた.

定理 2.7 ([9, Theorem 6.6]). kを類数が 1でない虚 2次体とする. このとき kに依存した素
数の有限集合 PJ(k)が存在して, 次の条件を満たす: B ⊗Q k ∼= M2(k)であり, さらに d(B)の
素因数で PJ(k)に入らないものがあれば, MB(k) = ∅.

虚 2次体 kの類数が 1の場合は, MB(k)は異なる挙動を示す.

定理 2.8 ([9, Proposition 6.5]). kを類数が 1の虚 2次体とすると, B ⊗Q k ∼= M2(k)ならば
MB(k) ̸= ∅.

3 主結果 (定理2.5)の部分的な結果 (定理2.7, 3.1)への帰着

筆者は,以前に定理 2.5のB⊗Qk ̸∼= M2(k)の場合を部分的に証明していた. B⊗Qk ̸∼= M2(k)

の場合がB ⊗Q k ∼= M2(k)の場合と比べて難しい理由は, 次節で述べる.

定理 3.1 ([2, Theorem 1.2]). kを類数が 1でない虚 2次体とする. このとき kに依存した素
数の有限集合 P0(k)が存在して, 次の条件を満たす: B ⊗Q k ̸∼= M2(k)であり, さらに d(B)の
素因数 pで条件

• pは P0(k)に入らない.

• 「pは kで分解しない」または「pは kで分解し, さらに p ≡ 1 mod 4」.

を共に満たすものがあれば, MB(k) = ∅.

定理 2.7, 3.1より定理 2.5が簡単に導かれることが分かったので, その証明を記す. 証明の
鍵となるのは, 志村曲線の局所体上の有理点の有無を判定する次の定理である.

定理 3.2 ([10, Theorems 2.5, 5.1, 5.4, 5.6]). LをQpの有限次拡大とし, eを分岐指数, f を剰
余次数とする.

(1) pが d(B)を割らない場合.

(a) f が偶数なら, MB(L) ̸= ∅.
(b) f が奇数なら, MB(L) = ∅は次の条件と同値.

|s| < 2p
f
2 を満たす任意の s ∈ Zに対して, αが方程式 x2 + sx+ pf = 0の解なら

ば, 次のいずれかが成り立つ.

(i) B ⊗Q Q(α) ̸∼= M2(Q(α)).

(ii) α
p が代数的整数であり, さらに pがQ(α)で分解する.
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(2) pが d(B)を割る場合.

(a) f が偶数なら, MB(L) ̸= ∅.
(b) f が奇数で eが偶数なら, MB(L) ̸= ∅は次のいずれかの条件が成り立つことと同値.

(i) B ⊗Q Q(
√
−p) ∼= M2(Q(

√
−p)).

(ii) p = 2かつB ⊗Q Q(
√
−1) ∼= M2(Q(

√
−1)).

(c) f も eも奇数なら, MB(L) ≠ ∅は次のいずれかの条件が成り立つことと同値.

(i) p ≡ 1 mod 4かつ d(B) = 2p.

(ii) p = 2かつ d(B) = 2q1 · · · q2r−1, ただし qi (1 ≤ i ≤ 2r − 1)は qi ≡ 3 mod 4

を満たす相異なる素数.

実際に証明に用いるのは, 定理 3.2の特別な場合 (pが d(B)を割り, さらに L = Qpの場合)

である.

系 3.3. pが d(B)を割るとき, MB(Qp) ̸= ∅は次のいずれかの条件が成り立つことと同値で
ある.

(i) p ≡ 1 mod 4かつ d(B) = 2p.

(ii) p = 2かつ d(B) = 2q1 · · · q2r−1, ただし qi (1 ≤ i ≤ 2r − 1)は qi ≡ 3 mod 4を満たす相
異なる素数.

定理 2.7, 3.1 =⇒ 定理 2.5の証明. PJ(k), P0(k)を, それぞれ定理 2.7, 3.1にある素数の有
限集合とし,

P (k) := PJ(k) ∪ P0(k) ∪ {2}

とする. d(B)の素因数 pで P (k)に入らないものがあったとする. すると特に p ̸= 2である.

このとき, MB(k) = ∅を示す.

(i) B ⊗Q k ∼= M2(k)とする. p ̸∈ PJ(k)なので, 定理 2.7からMB(k) = ∅が従う.

(ii) B ⊗Q k ̸∼= M2(k)とする. さらに「pは kで分解しない」または「pは kで分解し, さら
に p ≡ 1 mod 4」とする. p ̸∈ P0(k)なので, 定理 3.1からMB(k) = ∅が従う.

(iii) (i)でも (ii)でもないとする. このときB⊗Q k ̸∼= M2(k)であり, さらに「pは kで分解す
る」かつ「p ̸≡ 1 mod 4」となる. p ̸= 2かつ p ̸≡ 1 mod 4に注意して,系 3.3よりMB(Qp) = ∅
が分かる. pは kで分解より, 体の埋め込み k ↪→ Qpがある. よってMB(k) ⊆ MB(Qp)とな
る. MB(Qp) = ∅なので, MB(k) = ∅が従う.

注 3.4. 筆者は, 定理 2.7, 3.1の仮定でカバーされていない場合を, 次節で述べるようなガロ
ア表現を用いた大域的な手法で調べようとしていた. しかしながら, 数年間うまくいかなかっ
た. あきらめかけて別の問題に取り組んでいて, 局所的な結果である定理 3.2を用いて計算を
していた. その過程で, 定理 3.2が定理 2.7, 3.1の未解決部分にぴたりとはまることに気付い
た. この道筋を書き残すことが, 本稿の主要な目的である.
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4 定理3.1の証明の概略

以前に JordanはB ⊗Q k ∼= M2(k)の場合に問題を解決し, 今回筆者はB ⊗Q k ̸∼= M2(k)の
場合に問題を解決したわけだが, B ⊗Q k ̸∼= M2(k)の場合の方が難しい理由は次の 2つである.

(i) B⊗Qk ∼= M2(k)なら, d(B)の素因数でkで分解するものは無い. 一方で, B⊗Qk ̸∼= M2(k)

なら, そのような素因数が (必ず)あるので, 扱わなければならないケースが増える.

(ii) まず定理を述べる.

定理 4.1 ([9, Theorem 1.1]). F を標数 0の体とし, x ∈ MB(F )とする. このとき, xが F 上
のQMアーベル曲面 (A, i)と対応するための必要十分条件は, B ⊗Q F ∼= M2(F )である.

有理点 x ∈MB(k)をとる. 定理 4.1より, B ⊗Q k ∼= M2(k)なら xは k上のQMアーベ
ル曲面 (A, i)と対応するので, k上の幾何が使える. 一方でB⊗Q k ̸∼= M2(k)の場合には,

xは k上のQMアーベル曲面 (A, i)と対応しないので, k上の幾何が使えない.

B⊗Q k ̸∼= M2(k)と仮定し, この場合の筆者によるアイデアを説明する. JordanのB⊗Q k ∼=
M2(k)の場合の議論を改良したものである. まず, 有理点 x ∈MB(k)があったとする. xは k

上のQMアーベル曲面とは対応しない. K を kの 2次拡大のうち, B ⊗Q K ∼= M2(K)を満た
すものとする. このようなK は常に (無限個)存在する. すると定理 4.1により, xはK 上の
QMアーベル曲面 (A, i)と対応する. pを d(B)の素因数とし, TpAをAの p進Tate加群とす
る. TpAは階数 1の自由O ⊗Z Zp加群の構造をもつ. K の絶対ガロア群GK の TpAへの作用
から p進表現

Rp : GK −→ AutO(TpA) ∼= (O ⊗Z Zp)
×

が得られる. ここに AutO(TpA)は, TpAの Zp-線形自己同型のうちOの作用と可換なもの全
体のなす群である. Rp := Rp mod pとする. 必要なら共役と取り替えることにより,

Rp : GK −→

{(
a ∗
0 ap

)
∈ GL2(Fp2)

}
が得られる. Rpの (1, 1)成分からガロア群の指標

ϱp : GK −→ F×
p2

が得られる. ϱpは canonical isogeny characterと呼ばれる ([9, Definition 4.5]を参照). こ
こでは, pが d(B)を割るので

O ⊗Z Fp
∼=

{(
a ∗
0 ap

)
∈ M2(Fp2)

}
となる ([20, Chapitre II, Corollaire 1.7]を参照). この環が指標を生じさせるような特別な
構造をしていることが重要である. もし p が d(B) を割らなければ, O ⊗Z Zp

∼= M2(Zp),

O ⊗Z Fp
∼= M2(Fp)となり, 証明の鍵となる ϱpは得られない.

ところで, xは k有理点なので, K ではなく kに関する情報が欲しい. そこで合成写像

φ : Gk

trK/k−−−−→ Gab
K

ϱabp−−−−→ F×
p2

をとる. ここに trK/kは移送 (transfer)であり, Gab
K はKの最大アーベル拡大のK上のガロア

群であり, ϱabp は ϱpから自然に導かれる写像である. そして
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(i) φ12を分類する (φはK に依存するが, φ4や φ12 は p乗を除けばK に依存しない).

(ii) φ12の各分類に応じて, 必要ならK を都合の良い (つまり ϱpが計算しやすい)ものと取
り替える.

(iii) ϱpを計算して, pが有限集合に入ることを示す.

もう少し詳細を説明する.

(a) pが kで惰性するとき.

p = pOk とおく. 必要なら K を取り替えて, p が K で惰性するようにする. P =

pOK (= pOK)とおく. KPをKのPでの完備化とし, GKP
をKPの絶対ガロア群とす

る. IP ⊆ GKP
を惰性群とし, 埋め込みGKP

⊆ GK を 1つ固定しておく. Rpの IPへの

制限Rp|IP は

(
ψ ∗
0 ψp

)
という形と共役になる (ψは ϱpの IPへの制限).

(1) ψ ̸= ψpのときは, pが有限集合に入ることを示すのは難しくない.

(2) ψ = ψpのときは, まず指標の分類から自動的に p ≡ 1 mod 4となる. 2次指標に付
随するディリクレ L関数の特殊値の評価という解析的な手法を用いて, pが有限集
合に入ることを示す. この解析的な部分で, 「kが 2次体」という仮定が必要にな
る. なお, pが入る有限集合の上界の評価は, 高々1つの元を除いて可能である. ま
た, 評価できない高々1つの素数は, ジーゲルゼロ (Siegel zero)と関係している.

(b) pが kで分解するとき.

(a)の (2)と同様の議論ができるが, 「p ≡ 1 mod 4」を仮定する必要がある.

(c) pが kで分岐するとき.

そのような pは有限個しかない.

なお, 「p ≡ 1 mod 4」という条件の使い道は次のようなものである.

• そのような pは, 2次体Q(
√
p)の判別式である.

• 2でも pでもない素数 qに対して,

(
q

p

)
=

(
p

q

)
となる. ただしこれらは平方剰余記号

である.

• F×
p2
のある元 αが α12 = 1および α

p+1
2 = 1を満たすとき, p ≡ 1 mod 4であれば p+1

2 が
奇数なので α3 = 1となる.
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