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概 要

本稿の目的は, 第 12回福岡数論研究集会での筆者の講演内容をまとめるとともに, 講
演では扱えなかった内容を紹介することにある. 今回の研究集会において, 講演の機会を
与えてくださったオーガナイザーの方々に心より深く感謝申し上げる. なお, 講演内容及
び本稿の内容は [5]に基づくものである.

1 Introduction

「遠アーベル幾何学」とは, 以下に述べるGrothendieck予想と, それに関連する諸問題を扱
う分野である:

Conjecture 1.1. 素体上有限生成な体K上の「遠アーベル」多様体 V の幾何は, 数論的基本
群 π1(V, ξ)と, 全射 π1(V, ξ) ↠ π1(SpecK, ξ)(≃ Gal(Ksep/K))により完全に決定されるであ
ろう (ここで ξは V の幾何的点, KsepはK の分離閉包である).

Grothendieckは「遠アーベル」多様体の定義を与えず, 今日に至るまで適切な定義は見つ
かっていないが, 彼は V が連結かつ非特異な 1次元スキームの場合, V が「遠アーベル」であ
ることと, その Euler-Poincaré標数 χ = 2 − 2g − nが負であることが同値であろうと述べて
いる (ここで, gは V の滑らかなコンパクト化 Y の種数, nは Y \V の幾何的点の個数である).

この条件を満たす曲線を双曲的曲線と呼ぶ. K の標数が 0のとき, これは V の幾何的基本群
(すなわち, K をK の代数閉包としたときの V ×SpecK SpecK の étale基本群)が可換でない
ことと同値である.

Kの標数が 0の場合, 双曲的曲線に対するConjecture 1.1は, 中村博昭氏 ([6], [7])によりK

がQ上有限生成かつ g = 0の場合, 玉川安騎男氏 ([11])によりK がQ上有限生成かつ n ̸= 0

の場合に肯定的に解決された後, 望月新一氏 ([2])により, Grothendieck自身の予想を超える
次のような形で解決された:

Theorem 1.2 (cf. [2, Theorem A], [3, Theorem 1.3.4]). pを素数, Kを劣 p進体 (Qp上有限
生成な体の部分体に同型な体), GK をKの絶対Galois群とする. X, Y をK上の双曲的曲線,

π1(X), π1(Y )をその数論的基本群, ∆X , ∆Y を幾何的基本群とする. IsomK(X, Y )をK同型
X

∼→ Y の集合, IsomOut
GK

(π1(X), π1(Y ))を, GKへの全射と compatibleな同型π1(X)
∼→ π1(Y )

の∆Y 共役類の集合とする. このとき, 自然な写像

IsomK(X, Y ) → IsomOut
GK

(π1(X), π1(Y ))

は全単射である.
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以上は, 基礎体Kを固定し, その絶対Galois群GK上の同型を考えているという意味で「相
対的」な問題であったが, 望月氏は [3]において, K 及びGK を固定しない「絶対的」な状況
で同様の問題を考えることを提唱し, 同じ論文 [3]において, 基礎体が代数体である場合には,

次のような「絶対版」Grothendieck予想が成立することを示した:

Theorem 1.3 (cf. [3, Corollary 1.3.5]). X (resp.Y )を代数体 K (resp.L)上の双曲的曲線,

π1(X) (resp. π1(Y ))をその数論的基本群とする. Isom(X, Y )をスキームの同型X
∼→ Y の集

合, Isomout(π1(X), π1(Y ))を副有限群の同型 π1(X)
∼→ π1(Y )の π1(Y )共役類の集合とする.

このとき, 自然な写像
Isom(X, Y ) → IsomOut(π1(X), π1(Y ))

は全単射である.

この定理の証明の鍵となるのがNeukirch-内田の定理 ([8, Theorem 12.2.1])である. ところ
が, p進局所体 (Qpの有限次拡大体)に対しては, Neukirch-内田の定理の類似が成り立たない
ことが反例をもって知られており (cf. [8, Chapter VII, §5]), 同様の手法は使えない. その後
も, 望月氏により双曲的曲線に特殊な仮定を置いた場合に一部肯定的な結果が知られているも
のの, 一般に Theorem 1.3の「p進局所体版」が成立するか否かは未だ知られていない.

一方で, この「絶対 p進版Grothendieck予想」は望月氏の結果 (cf. Theorem 4.4)により分
解群の群論的復元の問題に帰着され, さらに分解群の群論的復元の問題は, 玉川氏の結果 (cf.

Theorem 4.5)により有理点の有無の群論的判定の問題に帰着される. ここで, Qpの有限次拡大
体K上の固有かつ滑らかな双曲的曲線XのK有理点の集合X(K)が自然にK上の analytic

manifoldの構造を持つことに注目し, Serreにより定義された「i不変量」(cf. 2節)を考える.

K の剰余体の元の数を qとするとき, K 上のコンパクトな analytic manifoldは有限個の (閉)

球の非交和に書け, さらにその球の個数はmod (q − 1)で一定となるという事実により, その
「球の個数 mod (q − 1)」を analytic manifoldの (K 上の) i不変量と呼ぶのである. すぐに
わかるように, X(K)のK 上の i不変量 iK(X(K))が 0でなければX(K)が空でないことが
言えるが, 逆は成り立たない. この意味で, i不変量は「有理点の有無」という情報よりある意
味で「弱い」情報であり, 群論的に「復元しやすい」可能性があるというメリットがある.

i不変量を (必ずしも固有とは限らない一般の双曲的曲線に対する)「絶対p進版Grothendieck

予想」に応用する上で, 大きく分けて 2つの問題がある:

(A) 双曲的曲線およびその被覆の有理点集合の i不変量の情報から分解群が復元できるか？

(B) 双曲的曲線の有理点集合の i不変量そのものは群論的か？

次の定理は本稿の 1つ目の主定理で, (A)の問に完全に肯定的な解答を与える:

Theorem 1.4. K, X, qを上と同様に定める. q ̸= 2とし, mを q − 1の 1でない正の約数と
する. このとき, 次の 5条件は同値である:

(i) X(K) ̸= ∅.

(ii) あるX の有限 étale被覆X ′が存在して, X ′(K) ̸= ∅.

(iii) あるX の有限 étale被覆X ′が存在して, iK(X ′(K)) ̸≡ 0 mod (q − 1).

(iv) あるX の有限 étale被覆X ′が存在して, iK(X ′(K)) ̸≡ 0 mod m.
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(v) あるX の有限 étale被覆X ′が存在して, iK(X ′(K)) ≡ (pの冪) mod (q − 1).

また, Theorem 4.8及び Corollary 4.9はこの定理の遠アーベル幾何的な帰結である.

さらに, 次の定理は本稿の 2つ目の主定理で, (B)の問に部分的に肯定的な解答を与える:

Theorem 1.5. i = 1, 2に対し, piを素数, KiをQpi の有限次拡大体, UiをKi上の双曲的曲
線, Xiをその滑らかなコンパクト化, giをその種数とし, 副有限群の同型 α : π1(U1)

∼→ π1(U2)

が与えられているとする (このとき, 4節で述べるように, p1 = p2 =: p, g1 = g2 =: gである).

pが奇素数で, かつ g ≥ 2で, Xiが log smooth reductionを持つとき,

iK1(X1(K1)) ≡ iK2(X2(K2)) mod 2.

なお, log smooth reductionの定義については 3節を参照されたい.

Remark 1.6. Xiが log smooth reductionを持つことを仮定せずにTheorem 1.5を証明でき
れば, pが奇素数の場合に上の問 (B)に肯定的な解答を与えたことになり, 問 (A)を肯定する
Theorem 1.4 (あるいはCorollary 4.9)と合わせて, 「絶対 p進版Grothendieck予想」が肯定
的に解決する.

以下に, 本稿の流れを述べる. 2節では, 概ね問 (A)の内容を扱い, i不変量を定義した後,

Theorem 1.4を導く. 3節では, 概ね問 (B)の内容を扱い, Theorem 1.5の証明の根幹をなす部
分の議論を行う. 4節では, 前節までの内容を総合し, それらの遠アーベル幾何的帰結を述べ,

Theorem 1.5を証明する.

2 i不変量と有理点

この節では, 「i不変量」を定義した後, J(K) (J はX の Jacobian, J(K)はそのK 有理点
の集合)の部分集合としてのX(K)の性質に注目して, 主定理の一つであるTheorem 1.4を導
く. analytic manifoldの定義等に関しては, [10, Part II, Chapter III]を参照されたい.

「i不変量」が定義できることは次の定理により保証される:

Theorem 2.1 (cf. [10, Part II, Chapter III, Appendix 2, Theorem 2]). K を剰余体が有
限であるような完備離散付値体とし, q をその剰余体の元の個数とする. X を至る所 n次元
(n ∈ Z≥0)である空でないコンパクトな K 上の analytic manifoldとするとき, 以下が成り
立つ:

(1) X は有限個の球の非交和となる.

(2) X を有限個の球の非交和に書いたとき, その球の個数はmod (q − 1)で一定となる.

Definition 2.2. Theorem 2.1の状況で, (2)の主張により定まる球の個数 iK(X) ∈ Z/(q−1)Z
をXのK上の i不変量と呼ぶ. また, 空集合に対しては, iK(∅) ≡ 0 mod (q−1)と約束する.

以下, この節では pを素数, KをQpの有限次拡大体, OK をその整数環, qをKの剰余体の
元の個数とする. また, XをK上の固有かつ滑らかで幾何的に連結な種数 g (≥ 2)の双曲的曲
線とする. このとき, X のK有理点の集合X(K)は自然に (至る所) 1次元のコンパクトなK

上の analytic manifoldの構造を持つ.
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X の Jacobianを J とする. X(K) ̸= ∅なら, P0 ∈ X(K)を取って固定することで, P 7→
[L (P − P0)]により閉埋め込み j : X → J が定まる. m ∈ Z>0 に対し, J の m倍写像を
mJ : J → J とする. Xm := X ×j, J,mJ

J と定めると, XmはX の étale被覆である.

J の K 有理点の集合 J(K)は Abel群の構造と, (至る所) g 次元のコンパクトな K 上の
analytic manifoldの構造を持ち, 次の完全列が存在する [10, Part II, Chapter V, 7, Corollary

4]:

0 → O⊕g
K → J(K) → G → 0.

ただし, Gは有限 Abel群である. 位数が p冪の有限 Abel群Gpと, 位数が pと互いに素な有
限Abel群Gp′ が存在してG ≃ Gp ×Gp′ と書ける. 上の完全列の p-partと prime-to-p-partを
とって

0 → O⊕g
K → J(K)p → Gp → 0,

0 → 0 → J(K)p
′ → Gp′ → 0

を得る. これにより J(K) ≃ J(K)p × J(K)p
′ ≃ J(K)p ×Gp′ となる.

Theorem 1.4を導くために, 命題を 3つ用意する (証明については [5]を参照されたい). 最
初の命題は, 「Abel群 J(K)の部分集合X(K)は部分群ではないが, J(K)の単位元の十分小
さな近傍ではあたかも部分群であるかのような含まれ方をしている」ことを示す:

Proposition 2.3 (cf. [5, Proposition 2.2.2]). K 上の analytic manifold X(K) ⊂ J(K) ≃
J(K)p×Gp′に対し, nを十分大きく取ると,任意のa ∈ Gp′に対してX(K)∩(pn(J(K)p)×{a})
は空またはK 上の 1次元の球の p冪個の非交和に同型である.

2つ目の命題は, m倍写像による J(K)の像とX(K)の共通部分の i不変量からXm(K)の
i不変量が計算できることを示す:

Proposition 2.4 (cf. [5, Proposition 2.2.3]). m ∈ Z>0に対して

iK(Xm(K)) ≡ iK(X(K) ∩m(J(K)))× ♯J(K)[m] mod (q − 1).

3つ目の命題は, X の J への「都合の良い」埋め込み方があることを保証する:

Proposition 2.5 (cf. [5, Proposition 2.3.1]). X(K) ̸= ∅とする. J(K) = B, X(K) = S,

M = {0} × Gp′ ⊂ J(K)p × Gp′ ≃ J(K)とおく. このとき, ある P ∈ X(K)が存在して,

S − P := {Q− P ∈ B |Q ∈ S}と定めると,

(S − P ) ∩M = {(0, 0)}.

これらを用いて, Theorem 1.4を示す:

Proof of Theorem 1.4. (v) =⇒ (iv) =⇒ (iii) =⇒ (ii) =⇒ (i)は自明である. (i) =⇒ (v)を
示す.

Proposition 2.5により, ある P0 ∈ X(K)が存在して, P 7→ [L (P − P0)]から定まる閉埋め
込み j : X → J に関して,

J(K) ≃ J(K)p ×Gp′ ⊃ X(K) ∩ ({0} ×Gp′) = {O}

となる (ここで, OはAbel群 J(K)の単位元に対応する点である).
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このとき, nを十分大きくとると, X(K) ∩ pn(J(K)) = X(K) ∩ (pn(J(K)p) × {0})とな
り, Proposition 2.3により, これはK上の 1次元の球の p冪個の非交和に同型となる. つまり
iK(X(K) ∩ pn(J(K))) ≡ (pの冪) mod (q − 1)である. ところが, Proposition 2.4により

iK(Xpn(K)) ≡ iK(X(K) ∩ pn(J(K)))× ♯J(K)[pn] mod (q − 1)

であるので, ♯J(K)[pn]が p冪であることに注意すると, (v)が従う.

3 有理点へのGalois作用と i不変量

この節では, Qpの有限次拡大体K 上の固有かつ滑らかで幾何的に連結な双曲的曲線X の
K 有理点の集合 X(K)の i不変量を, stable modelの special fiberの情報から復元すること
を目指した議論を展開する. 望月氏の結果 (cf. Theorem 4.10)により, stable modelの special

fiberは群論的であるため, これができれば曲線の有理点集合の i不変量が群論的であることが
言える. Deligne-Mumfordの定理 (Theorem 3.1)により, Kの有限次Galois拡大体 Lがあり,

XL := X ×SpecK SpecLには stable modelが一意に存在する. ここでは, pが奇素数で, L/K

が馴分岐拡大にとれる場合に, iK(X(K)) mod 2が stable modelの special fiberから復元で
きることを示す.

Theorem 3.1 (Deligne-Mumford (cf. [1, §10, Theorem 4.3])). Sを 1次元Dedekindスキー
ム, K(S)をその関数体とする. CをK(S)上の滑らかで射影的,かつ幾何的に連結な種数 g ≥ 2

の曲線とする. このとき, S 上有限かつ平坦な Dedekindスキーム S′ (関数体はK(S′))が存
在して, CK(S′) := C ×SpecK(S) SpecK(S′)は S′ 上で stable modelをもつ. また, このとき
CK(S′)の S′上の stable modelは同型を除いて一意的である. さらにK(S′)はK(S)上分離的
であるようにとれる.

次に述べる log smooth reductionの定義は通常のものとは異なるが, [9, Theorem 4.2]によ
り, それらは同値となる.

Definition 3.2. pを素数とし, KをQpの有限次拡大体とする. XをK上の固有かつ滑らか
で幾何的に連結な双曲的曲線 (したがってその種数 gは 2以上)とする. Theorem 3.1より, あ
るKの有限次拡大体Lが存在して, XL := X×SpecK SpecLはOL上 stable modelを持つ (OL

は Lの整数環). LとしてK上馴分岐であるものが取れるとき, Xは log smooth reductionを
持つという.

以下, この節では pを素数, K を Qp の有限次拡大体, X を K 上固有かつ滑らかで幾何的
に連結な双曲的曲線とする. Theorem 3.1より, K の有限次 Galois拡大体 Lがあり, XL :=

X ×SpecK SpecLは stable model Xをもつ. OK ,OLをそれぞれK,Lの整数環, MK ,MLを
その極大イデアル, k = OK/MK , kL = OL/ML を剰余体とする. 必要ならば Lを適当な不
分岐拡大体に取りかえて, XkL(kL) (ここで, XkL = X ×SpecOL

Spec kLであり, XkL(kL)はそ
の kL有理点の集合)のすべての特異点が splitであると仮定する. q = ♯kとする. また, OLの
uniformizer πをとる. G = Gal(L/K)とし, I ⊂ Gを惰性群とする.

X(K) (resp.X(L))をX のK (resp.L)有理点の集合, X(OL)をXのOL有理点の集合とす
る. また, XkL(kL)の点のうち, kL上滑らかなものの集合を Xsm

kL
(kL), 滑らかでないものの集

合を Xnode
kL

(kL)とする. 特に, XkL(kL) = Xsm
kL
(kL) ∪ Xnode

kL
(kL)となる.
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stable modelの一意性 (Theorem 3.1)により, これらの集合にはGが作用するが, その不変
部分をX(L)Gのように表す. 自然な射X(OL) → X(L), ρ : X(OL) → XkL(kL)が存在するが,

XはOL上固有なので, 固有性の付値判定法から, 前者は全単射である. また, これらの射はG

同変である. X(K) = X(L)Gであることに注意すると, 次の可換図式を得る:

X(L) X(OL)
～oo ρ // XkL(kL)

X(K)
?�

OO

X(OL)
G

?�

OO

～oo ρ′ // XkL(kL)
G

?�

OO

任意の P ∈ XkL(kL)
Gに対して, ρ−1(P )へのGの作用を具体的に書き下す.

pr : XL := X ×SpecK SpecL → X を射影とする.

XL
pr //

��

X

��
SpecL //

□

SpecK

HomSpecL(SpecL, XL) → HomSpecK(SpecL, X), ϕL 7→ pr ◦ ϕL = ϕ は全単射である.

γ ∈ Gに対して, γ が誘導する SpecLの SpecK 上の自己同型を γ̃ とする. このとき, ϕ ∈
HomSpecK(SpecL, X) に対する γ ∈ G の作用を γ · ϕ = ϕ ◦ γ̃ で定める. 全単射
HomSpecL(SpecL,XL) → HomSpecK(SpecL, X)が G同変になるように HomSpecL(SpecL,

XL)にもGを作用させるとすると, γ · ϕL = (γ · ϕ)Lであるから, γ · ϕLは次の図式を可換に
するものである:

SpecL
γ·ϕL //

id %%JJ
JJ

JJ
JJ

J

γ·ϕ

%%
XL

pr //

��

X

��
SpecL //

□

SpecK

つまり, γ · ϕL = (idX × γ̃−1) ◦ ϕL ◦ γ̃である.

k(P )(≃ kL)を P における剰余体とすると, 次のような可換図式がある:

Spec (ÔX, P ⊗OL
L) //

��
□

Spec ÔX, P

��
□

Spec k(P )oo

��
X

��
□

XL
oo //

��
□

X

��
□

XkL
oo

��
SpecK SpecLoo // SpecOL Spec kLoo

Case 1: P ∈ Xsm
kL
(kL)

Gの場合. このとき, ÔX, P ≃ OL[[T ]]であり,

ρ−1(P ) ≃ HomSpecOL
(SpecOL, SpecOX, P )

≃ HomOL
(OX, P , OL) ≃ HomOL

(ÔX, P ,OL) ≃ ML.

ただし, 最後の全単射は x ∈ MLに対して, fx(T ) = xなる fx : ÔX, P ≃ OL[[T ]] → OLを対応
させる.
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x ∈ ML ≃ ρ−1(P )に対応する HomOL
(ÔX, P ,OL)の元を fx とし, この fx から得られる

HomSpecL(SpecL, XL)の元を ϕxとする. γ ∈ Gに対し, γ · ϕx = (idX × γ̃−1) ◦ ϕx ◦ γ̃であっ
たから, (γ · fx)(T ) = γ(fx(γ

−1 · T ))である.

一方で, ÔX, P ≃ OL[[T ]]にはGが次のように作用する:

G ↷ ÔX, P

G ↷

⟲

OL
?�

OO

つまり, γ′ ∈ Gと a ∈ OL ⊂ ÔX, P に対しては γ′ · a = γ′(a)(OL ⊂ Lの元としての作用)であ

る. また, T ∈ OL[[T ]] ≃ ÔX, P に対しては, ai ∈ OLを用いて γ′ · T =

∞∑
i=0

aiT
iと書ける. 以

下では γ′ · T を単に γ′(T )とも書く.

この係数 aiについて, 次が成り立つ:

Lemma 3.3 (cf. [5, Lemma 3.3.2]). 上の ai ∈ OLに関して, a0 ∈ MLかつ a1 ∈ O×
L である.

上の議論で γ′ = γ−1とすると, (γ · fx)(T ) = γ(fx(γ
−1(T ))) =

∞∑
i=0

γ(aix
i)となる. 以上に

より, ρ−1(P )をMLと同一視したとき, x ∈ MLの γ ∈ Gの作用による像を [γ](x)と書くと,

[γ](x) =
∞∑
i=0

γ(aix
i)となる.

Case 2: P ∈ Xnode
kL

(kL)
G の場合. このとき, ある r ∈ Z>0 が存在して, ÔX, P ≃ OL[[S,

T ]]/(ST − πr)である. 以下では, S, T ∈ OL[[S, T ]]のOL[[S, T ]]/(ST − πr)における像も単
に S, T と書く.

Remark 3.4. OL[[S, T ]]/(ST −πr)の元に対し,「定数項」や「Si (resp. T i)の係数 (i ≥ 1)」
はwell-definedでないが, modMr

Lではwell-definedである. また, OL[[S, T ]]/(ST − πr)にお
いては ST = πrという関係式があるから, 任意の F ∈ OL[[S, T ]]/(ST − πr)は

F = a0 +
∞∑
i=1

(ai, 1S
i + ai, 2T

i) (a0, ai, j ∈ OL, i ≥ 1, j = 1, 2)

の形に一意的に書ける.

Case 1と同様に, γ′ ∈ Gと a ∈ OL ⊂ ÔX, P に対しては γ′ · a = γ′(a)のようにOL ⊂ Lの
元として作用する. また, S, T ∈ OL[[S, T ]]/(ST − πr) ≃ ÔX, P に対しては,

γ′ ·

(
S

T

)
=

(
a0

b0

)
+

∞∑
i=1

(
ai, 1 ai, 2

bi, 1 bi, 2

)(
Si

T i

)

の形に一意的に書ける. ここで, a0, b0, ai, j , bi, j ∈ OL (i ≥ 1, j = 1, 2)である. 以下では,

γ′ · S, γ′ · T を単に γ′(S), γ′(T )とも書く.

この係数について, 次が成り立つ:

Lemma 3.5 (cf. [5, Lemma 3.3.4]). 上の a0, b0, ai, j , bi, j ∈ OL (i ≥ 1, j = 1, 2)に関して,

a0, b0 ∈ Mr
Lであり, さらに次のいずれか一方が成り立つ:
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(i) a1, 1, b1, 2 ∈ O×
L かつ ai, 2, bi, 1 ∈ Mr

L (i ≥ 1).

(ii) a1, 2, b1, 1 ∈ O×
L かつ ai, 1, bi, 2 ∈ Mr

L (i ≥ 1).

Definition 3.6. P ∈ Xnode
kL

(kL)
G に対し, 同型 ÔX, P ≃ OL[[S, T ]]/(ST − πr)を固定する.

γ′ ∈ Gに対し,

γ′

(
S

T

)
=

(
a0

b0

)
+

∞∑
i=1

(
ai, 1 ai, 2

bi, 1 bi, 2

)(
Si

T i

)
と書く. この a0, b0, ai, j , bi, j ∈ OL (i ≥ 1, j = 1, 2)が, Lemma 3.5の (i)を満たすとき γ′は
この (上で固定した)同型に関して P 上で (I)型であるといい, (ii)を満たすとき (II)型である
という.

Remark 3.7. Definition 3.6の P ∈ Xnode
kL

(kL)
Gと同型 ÔX, P ≃ OL[[S, T ]]/(ST − πr)に関

する γ′ ∈ Gの型は, 同型の取り方に依らない (詳細については [5, Remark 3.3.6]を参照され
たい).

以上の議論では, Xが log smooth reductionを持つことを仮定していない. ここで,改めてX

が log smooth reductionを持つことを仮定し, L/Kを馴分岐Galois拡大であるようにとる. K

のLにおける最大不分岐拡大体をKur,Kurの整数環をOKurとし, [L : Kur] = e, [Kur : K] = f

とおく (eと pは互いに素である). このとき, Kur は 1の原始 e乗根を含む. また, OL の
uniformizer π として, L = Kur(π)かつ πKur := πe が OKur の uniformizerとなるものを取
れる. さらに, I = Gal(L/Kur)は有限巡回群であり, その生成元を σ とする. 自然な全射
G ↠ Gal(Kur/K) ≃ Gal(kL/k)において, ある τ ∈ Gが存在して, τ により生成されるGの
部分群 ⟨τ⟩の像が Gal(kL/k)全体となる. τ の位数は f の倍数で, e0f とおく (e0は eの約数
で, 特に pと互いに素である).

各 P ∈ XkL(kL)
Gに対し, ρ−1(P )のG不変部分の i不変量を計算することを目指す. 計算

を容易にするために, ÔX, P へのGの作用が単純な形になるように同型 ÔX, P ≃ OL[[T ]](また
はOL[[S, T ]]/(ST − πr))を取る. 以下にその概要を示すが, 証明の詳細については [5]を参照
されたい.

まずは P ∈ Xsm
kL
(kL)

Gについて考える:

Theorem 3.8 (cf. [5, Theorem 3.4.2]). P ∈ Xsm
kL
(kL)

Gに対し, ある T ∈ ÔX, P が存在して,

ÔX, P ≃ OL[[T ]]かつ σ−1(T ) = ωT,

τ−1(T ) =
1

u
T

となる. ここで, ω ∈ O×
L は 1の (原始的とは限らない) e乗根であり, u ∈ O×

L である.

Sketch of Proof. P ∈ Xsm
kL
(kL)

Gと同型 ÔX, P ≃ OL[[T ]]を任意に取って固定する. T の冪級数
T ′であって, 定数項がMLの元で, T の (1次の)係数がO×

L の元であるような T ′ ∈ OL[[T ]]を
取れば, OL上の準同型OL[[T ]] → OL[[T ]], T 7→ T ′はOL[[T ]]の自己同型を定める. ÔX, P ≃
OL[[T

′]]と思い直すことで, Gの元の T への作用が簡単になるように T を取りかえることを
考える.

Step 1: ai ∈ OLを用いて σ−1(T ) =

∞∑
i=0

aiT
iと書くと, Lemma 3.3より a0 ∈ ML, a1 ∈ O×

L

である. ここで, 一般の γ ∈ Gと ν ∈ Z>0に対して, (γ−ν(T )の T の係数) ≡
ν∏

j=1

γ−(j−1)(a1)
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mod MLが成り立つ (cf. [5, Lemma 3.4.1])ので, σ−e(T ) = T に注意すると,
e∏

j=1

σ−(j−1)(a1) ≡

1 mod ML を得る. σ は惰性群の元であるから, ae1 ≡ 1 mod ML となる. したがって,

原始的とは限らない 1 の e 乗根 ω ∈ Kur が存在して a1 ≡ ω mod ML となる. ここで,

T ′ =
e∑

j=1

ωe−jσ−(j−1)(T )と定めると, T 7→ T ′はOL[[T ]]の自己同型を定め, σ(T ′) = ωT ′と

なる.

Step 2: Step 1により, σ−1(T ) = ωT であるとしてよい. I = ⟨σ⟩はGの正規部分群であるか
ら, eと互いに素な整数m ∈ {0, 1, · · · , e − 1}が存在して σ−1τ−1 = τ−1σ−mとなる. また,

τ−f ∈ Ker(G → Gal(Kur/K)) = ⟨σ⟩であるから, ある整数 n ∈ {0, 1, · · · , e− 1}が存在して
τ−f = σ−nとなる.

今, OLの uniformizer πを, OKurのある uniformizer πKurの e乗根の 1つであるように取っ
ているので, 1の原始 e乗根 ζ ∈ Kur が存在して σ−1(π) = ζπ となる. また, ω−1 も 1の e

乗根であるから, ある µ ∈ {0, 1, · · · , e − 1}が存在して ζµ = ω−1 となり, c = πµ とすると
σ−1(c) = ω−1cとなる. τ−1(c) = uc (u ∈ O×

L )とおく.

このとき, d ∈ O×
Kur をうまくとって, T ′ =

e0f−1∑
j=0

τ−j(c)

c
τ−j(dT )に対し, T 7→ T ′がOL[[T ]]

の自己同型を定めるようにできる. さらに, この T ′に対し, σ−1(T ′) = ωT ′, τ−1(T ′) =
1

u
T ′で

ある.

これを用いて P ∈ Xsm
kL
(kL)

Gに対して ρ−1(P )G = ρ′−1(P )の i不変量が計算できる:

Corollary 3.9 (cf. [5, Corollary 3.4.3]). ρ′ : X(OL)
G → XkL(kL)

G に対し, Xsm
kL
(kL)

G ⊂
ρ′(X(OL)

G)である. さらに, 各 P ∈ Xsm
kL
(kL)

Gに対して ρ′−1(P )はK 上の 1次元の球に同型
である. 特に, iK(ρ′−1(P )) ≡ 1 mod (q − 1)である.

Sketch of Proof. P ∈ Xsm
kL
(kL)

Gを任意にとる. Theorem 3.8より, 同型 ÔX, P ≃ OL[[T ]]を,

σ−1(T ) = ωT, τ−1(T ) =
1

u
T となるように取れる. ρ−1(P ) ≃ ML の G 不変な元として,

x0 =
πK
c

(ただし, cは Theorem 3.8の証明の Step 2でとったもの, πK はK の uniformizer)

が取れ, ρ′−1(P ) = ρ−1(P )G ≃ OKx0であることが示される.

次の定理は P ∈ Xnode
kL

(kL)
Gに対する Theorem 3.8の類似である:

Theorem 3.10 (cf. [5, Theorem 3.5.2]). P ∈ Xnode
kL

(kL)
Gを任意に取って固定する. この P

に関して,

(i) σ−1, τ−1がともに (I)型のとき, ある S, T ∈ ÔX, P と u1, u2 ∈ O×
L が存在して, ÔX, P ≃

OL[[S, T ]]/(ST − πr)かつσ−1(S) = u1S,

σ−1(T ) =
σ−1(πr)

πr
u−1
1 T,

τ−1(S) = u2S,

τ−1(T ) =
τ−1(πr)

πr
u−1
2 T.
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(ii) σ−1が (I)型, τ−1が (II)型のとき, pが奇素数であれば,あるS, T ∈ ÔX, P とu3, u4 ∈ O×
L

が存在して, ÔX, P ≃ OL[[S, T ]]/(ST − πr)かつσ−1(S) = u3S,

σ−1(T ) =
σ−1(πr)

πr
u−1
3 T,

τ−1(S) = u4T,

τ−1(T ) =
τ−1(πr)

πr
u−1
4 S.

(iii) σ−1 が (II)型のとき, ある S, T ∈ ÔX, P と u5, u6 ∈ O×
L が存在して, ÔX, P ≃ OL[[S,

T ]]/(ST − πr)かつσ−1(S) = u5T,

σ−1(T ) =
σ−1(πr)

πr
u−1
5 S,


τ ′−1(S) = u6S,

τ ′−1(T ) =
τ ′−1(πr)

πr
u−1
6 T.

ここで, τ−1が (I)型のときは τ ′ = τ , τ−1が (II)型のときは τ ′ = τσとする.

これにより, P ∈ Xnode
kL

(kL)
Gに対しても ρ−1(P )G = ρ′−1(P )の i不変量がある程度計算で

きる:

Corollary 3.11 (cf. [5, Corollary 3.5.4]). pが奇素数であれば, 任意の P ∈ Xnode
kL

(kL)
G に

対し, iK(ρ′−1(P )) ≡ 0または 2 mod (q − 1) である. 特にこのとき, 2 | (q − 1) であり,

iK(ρ′−1(P )) ≡ 0 mod 2である.

Corollary 3.9と Corollary 3.11から, 次がただちに従う:

Corollary 3.12. pが奇素数のとき,

iK(X(K)) ≡ ♯Xsm
kL
(kL)

G mod 2.

4 遠アーベル幾何的帰結

この節では, 数論的基本群に関する準備を行った後, Theorem 1.4の遠アーベル幾何的帰結
を述べ, さらに Theorem 1.5を示す.

pを素数, KをQpの有限次拡大体, Kをその代数閉包, GKをKの絶対Galois群とする. Uを
K上の滑らかで幾何的に連結な双曲的曲線, Xをその滑らかなコンパクト化とする. S = X \U
と定め, n := ♯S(K), gをXの種数とすると, 2g+n− 2 > 0である. また, KU をU の関数体,

KU をその代数閉包とする.

UK := U ×SpecK SpecK の幾何的点 ξを任意に取り, その U における像も ξとする. この
とき, 以下のような副有限群の自然な完全列がある:

1 → π1(UK , ξ) → π1(U, ξ) → GK → 1. (4.1)

π1(U, ξ)を U の数論的基本群, π1(UK , ξ)を U の幾何的基本群と呼ぶ. これらの位相群として
の同型類は幾何的点 ξの取り方に依らないので, 以下では基点を任意に 1つ取って固定し, そ
れを明示せずに π1(U), π1(UK)のように書くこともある.

KU の代数拡大で U 上不分岐なもののうち, 最大のものを K̃U とする. (4.1) (において幾何
的点として SpecKU → U をとったもの)は以下の完全列と自然に同一視できる:

1 → Gal(K̃U/KU ·K) → Gal(K̃U/KU ) → Gal(KU ·K/KU ) (≃ GK) → 1.

K̃U におけるU, Xの整閉包をそれぞれ Ũ , X̃とする. さらに, X̃の閉点の集合を X̃clとおく.
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Definition 4.1 (cf. [11, §2]). x̃ ∈ X̃clに対し, x̃の分解群Dx̃をDx̃ = {γ ∈ π1(U) | γ(x̃) = x̃}
で定める.

以下では, 開部分群H ⊂ π1(U)に対し, Hに対応する U の被覆を UH, Kの UHにおける整
閉包をKHと書く. このとき, UHはKH上の滑らかで幾何的に連結な双曲的曲線である. さ
らに, KHの剰余体を kHとし, qH := ♯kHとする. UHの滑らかなコンパクト化をXHと書き,

SH = XH \ UHと定め, nH := ♯SH(K), gHをXHの種数とする.

Definition 4.2 (cf. [11, Definition 2.3]). G ⊂ GK を開部分群, ι : G → GK を自然な包含写
像, pr : π1(U) ↠ GK を自然な全射とする. また, H ⊂ π1(U)を開部分群とする.

(i)

S(G) := {s ∈ Homcont(G, π1(U)) |pr ◦ s = ι},
SH(G) := {s ∈ S(G) | s(G) ⊂ H}.

これらの元を sectionと呼ぶ.

(ii) s ∈ SH(G)が幾何的であるとは,ある x̃ ∈ X̃clが存在して, s(G) ⊂ Dx̃となることをいう.

SH(G)の sectionのうち, 幾何的であるものの集合を SH(G)geomと書き, Sπ1(U)(G)geom

を単に S(G)geomと書く.

以下では, i = 1, 2に対し, piを素数, KiをQpi の有限次拡大体, Kiをその代数閉包とする.

さらに, OKi を Ki の整数環, ki を Ki の剰余体とし, qi := ♯ki とする. Ui を Ki 上の滑らか
で幾何的に連結な双曲的曲線, Xiをその滑らかなコンパクト化とする. Si = Xi \ Uiと定め,

ni := ♯Si(Ki), giをXiの種数とする.

さらに, 以下では副有限群の同型 α : π1(U1)
∼→ π1(U2)が与えられているとする. このとき,

[3, Lemma 1.3.9]よりg1 = g2であり, [3, Lemma 1.3.8]より,副有限群の同型αK : GK1

∼→ GK2

が存在して, 次は可換である:

π1(U1)
∼
α

//

pr1
����

π1(U2)

pr2
����

GK1

∼
αK

// GK2

(4.2)

Proposition 4.3 (cf. [3, Proposition 1.2.1]). 副有限群の同型 αK : GK1

∼→ GK2 が与えられ
ているとき, 以下が成り立つ:

(i) p1 = p2である. 以下では p = p1 = p2と書く.

(ii) αK はGK1 , GK2 の惰性群の間の同型 IK1

∼→ IK2 を誘導する.

(iii) [K1 : Qp] = [K2 : Qp], [k1 : Fp] = [k2 : Fp]である. 特に, K1, K2のQp上の分岐指数は
一致する.

この命題により, p1 = p2, q1 = q2であり, 以下ではこれらをそれぞれ単に p, qとも書く.

次の定理により, 絶対版Grothendieck予想は, 分解群の群論的復元の問題に帰着される:
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Theorem 4.4 (cf. [4, Corollary 2.9]). 副有限群の同型α : π1(U1)
∼→ π1(U2)について, π1(U1)

の閉部分群が X̃1
cl
の点の分解群であることと, その αによる像が X̃2

cl
の点の分解群であるこ

とが同値になっているとする. このとき, αは幾何的である. つまり, 一意的なスキームの同型
U1

∼→ U2から (より正確には Ũ1
∼→ Ũ2から)引き起こされる.

さらに, 次の定理により分解群の群論的復元の問題は, 有理点の有無の群論的判定の問題に
帰着される:

Theorem 4.5 (cf. [11, Corollary 2.10]). x̃i ∈ X̃i
cl
から, その分解群への対応 x̃i 7→ Dx̃i

は単
射である. また, 各開部分群 Gi ⊂ GKi に対し, S(Gi)

geom ⊂ S(Gi)は次のように特徴づけら
れる:

si ∈ S(Gi)
geom ⇐⇒ si(Gi)を含むπ1(Ui)の任意の開部分群Hiに対して, (Xi)Hi(Li) ̸= ∅.

ここで, Li = Ki
Gi である.

さらに, 可換図式 (4.2)が次を満たしているとする:

任意の開部分群G1 ⊂ GK1 と任意の s1 ∈ S(G1)に対して,

s1 ∈ S(G1)
geom ⇐⇒ α ◦ s1 ◦ α−1

K ∈ S(αK(G1))
geom.

このとき, π1(U1)の閉部分群が X̃1
cl
の点の分解群であることと, その αによる像が X̃2

cl
の

点の分解群であることは同値である.

曲線及びその被覆の有理点集合の i不変量から分解群 (したがって曲線の同型類)が復元で
きること (Theorem 4.8, Corollary 4.9)を示すために, 補題を 2つ用意する:

Lemma 4.6 (cf. [11, Theorem 2.8, Remark 2.11]). G′
i ⊂ Gi ⊂ GKi を開部分群とする. この

とき, si ∈ S(Gi)に対し,

si|G′
i
∈ S(G′

i)
geom ⇐⇒ si ∈ S(Gi)

geom.

Lemma 4.7 (cf. [5, Lemma 4.2.7]). ある開部分群Hi ⊂ π1(Ui)が存在して, gHi ≥ 2となる.

以上でTheorem 1.4の遠アーベル幾何的帰結であるところの次の定理 (及びその系)を示す
準備ができた:

Theorem 4.8. ある開部分群 H0 ⊂ π1(U1)と qH0 − 1の 1でない正の約数 mが存在して,

H ⊂ H0なる π1(U1)の任意の開部分群Hに対し,

i(K1)H((X1)H((K1)H)) ≡ i(K2)α(H)
((X2)α(H)((K2)α(H))) mod m

が成り立つとする. このとき, 任意の開部分群G1 ⊂ GK1 と任意の s1 ∈ S(G1)に対して,

s1 ∈ S(G1)
geom ⇐⇒ α ◦ s1 ◦ α−1

K ∈ S(αK(G1))
geom.

Proof. 開部分群G1 ⊂ GK1 と s1 ∈ S(G1)を任意に取る.

Lemma 4.7より, π1(U1)の開部分群H′
0 ⊂ H0で, gH′

0
≥ 2なるものが存在する (このとき,

[3, Lemma 1.3.9]より, gα(H′
0)

= gH′
0
≥ 2である). G′

1 := pr1(s1(G1) ∩ H′
0)はGK1 の開部分
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群で, s1(G
′
1) ⊂ H′

0 である. L1 := K1
G′

1 , L2 := K2
αK(G′

1) とする. 仮定より, H ⊂ H′
0 なる

π1(U1)の任意の開部分群Hに対し,

i(K1)H((X1)H((K1)H)) ≡ i(K2)α(H)
((X2)α(H)((K2)α(H))) mod m

であるから, Theorem 1.4より, s1(G
′
1) ⊂ H ⊂ H′

0なる π1(U1)の任意の開部分群Hに対し,

(X1)H(L1) ̸= ∅ ⇐⇒ (X2)α(H)(L2) ̸= ∅.

よって, s2 := α ◦ s1 ◦ α−1
K ∈ S(αK(G1))とすると, Theorem 4.5より,

s1|G′
1
∈ S(G′

1)
geom ⇐⇒ s2|αK(G′

1)
∈ S(αK(G′

1))
geom.

したがって, Lemma 4.6より,

s1 ∈ S(G1)
geom ⇐⇒ s2 ∈ S(αK(G1))

geom.

Corollary 4.9. ある開部分群H0 ⊂ π1(U1)と qH0 −1の 1でない約数mが存在して, H ⊂ H0

なる π1(U1)の任意の開部分群Hに対し,

i(K1)H((X1)H((K1)H)) ≡ i(K2)α(H)
((X2)α(H)((K2)α(H))) mod m

が成り立つとする. このとき, α は一意的なスキームの同型 U1
∼→ U2 から (より正確には

Ũ1
∼→ Ũ2から)引き起こされる.

Proof. Theorem 4.4, 4.5, 4.8より自明である.

次に, 3節の議論を用いて, Theorem 1.5を示す. 次の定理により, stable modelの special

fiberは群論的である:

Theorem 4.10 (cf. [3, Theorem 2.7]). gi ≥ 2なるXiが, OKi 上の stable model Xiを持つ
とする. (Xi)ki := Xi×SpecOKi

Spec kiと定める. このとき, 副有限群の同型 π1(X1)
∼→ π1(X2)

は次の副有限群の可換図式 (4.3)とスキームの可換図式 (4.4)を誘導する:

π1(X1)
∼ //

��

π1(X2)

��
GK1

∼ // GK2

(4.3)

(X1)k1
∼ //

��

(X2)k2

��
Spec k1

∼ // Spec k2

(4.4)

この対応は次の意味で関手的である:

i = 3に対してもXi, Kiなどを同様に定め, X3もOK3 上の stable model X3を持つとする.

また, 1 ≤ i < j ≤ 3に対し, 副有限群の同型 αij : π1(Xi)
∼→ π1(Xj)があるとする. これらは

上のようにスキームの同型 fij : (Xi)ki
∼→ (Xj)kj を誘導する. このとき, α13 = α23 ◦ α12なら

ば f13 = f23 ◦ f12である.
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これと Corollary 3.12を用いて Theorem 1.5を示す:

Proof of Theorem 1.5. [3, Lemma 1.3.9]より, 同型 α : π1(U1)
∼→ π1(U2)から次の可換図式が

得られることに注意する:

π1(U1)
∼ //

��

π1(U2)

��
π1(X1)

∼ / /

��

π1(X2)

��
GK1

∼ // GK2

仮定より, 有限次馴分岐拡大 L1/K1が存在して, (X1)L1 := X1 ×SpecK1 SpecL1は L1の整

数環OL1 上の stable model X1を持つ. このとき, L2 := K2
αK(GL1

)
はK2の有限次馴分岐拡

大体で, (X2)L2 := X2 ×SpecK2 SpecL2は L2の整数環OL2 上の stable model X2を持つ (cf.

[5, Remark 4.3.4]). L1, L2の剰余体をそれぞれ kL1 , kL2 とする.

Theorem 4.10より, 副有限群の同型 π1(X1)
∼→ π1(X2)は次の可換図式を誘導する:

π1((X1)L1)
∼ //

��

π1((X2)L2)

��
π1(X1)

∼ //

��

π1(X2)

��
GK1

∼ //

��

GK2

��
Gal(L1/K1)

∼ / / Gal(L2/K2)

さらに再びTheorem 4.10より, 誘導される fiberの同型と, そこへのGalois群の作用が次の
ように可換図式をなす:

(X1)kL1

∼ //

↶

(X2)kL2

↶

Gal (L1/K1)
∼ // Gal(L2/K2)

よって, Corollary 3.12より主張が従う.
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