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概 要

本稿では, ある種の微分形式を用いて, 総実代数体に付随するある種の代数トーラスの
de Rhamポリログを新しく定義する. 乗法群の場合, de Rhamポリログを与える代数関
数はDirichlet L関数の負の整数点での値の母関数を与える. 代数トーラスの場合にも, 総
実代数体の Hecke L関数の特殊値に対して, 新谷 [Shi76]の理論より同様の母関数が与え
られる.

はじめに

アフィンスキーム U := P1 \ {0, 1,∞} = Gm \ {1} = SpecZ[t, t−1, (t− 1)−1]上の有理関数

G(t) := t

1− t

を考える. 整数 k ≥ 1に対して古典的なポリログ関数 Lik(t)は, 反復積分

Li1(t) :=

∫ ∞

0
G(s)ds

s
, Lik+1(t) :=

∫ ∞

0
Lik(s)

ds

s
(k > 1) (1)

で定義されるU(C)上の多価正則関数である. これらポリログ関数はDeligneにより, ポリログ
層と呼ばれるGm\{1}上の混合実Hodge構造の変形 (variation of mixed R-Hodge structures)
の周期関数として解釈が与えられた. ポリログ層は, BeilinsonとDeligneにより, Gm \ {1}上
のモチビックな混合層の Hodge実現であることが示され, 対応する「ポリログ」と呼ばれる
モチビックコホモロジーの元は, t = 1での留数が 1という極めて簡単なコホモロジー論的特
徴付けを持つことが示された. 以上の事実が, 有理数体の Dirichlet L関数の Beilinson予想
[Bei84][Neu88][HW98]や Bloch-Beilinson加藤予想 [BK90]の証明の背景にある.

乗法群Gmに対するポリログの構成は, Beilinson-Levin [BL94], Wildeshaus [Wil97], Kings

[Kin09]などにより, 楕円曲線やより一般のアーベル多様体の場合にも拡張された. 最近では
Huber-Kings [HK18]により, 一般の代数群の場合にポリログの構成が与えられた. 筆者は, 総
実代数体の Hecke指標の特殊値と関係の深い, ある種の代数トーラス Taに注目し, この代数
群に対するポリログを具体的に記述することを目指して研究して来た. 本稿では, ある種の微
分形式を用いて, 代数トーラス Taの de Rhamポリログを具体的に定義する.

本稿で扱っている内容は, 2014年度–2018年度の慶應義塾基礎科学・基盤工学インスティ
テュート (KiPAS), および科研費 (課題番号：26247004, 16J01911, 16K13742, 18H05233)の
研究の一環として, 坂内健一, 山本修司, 萩原啓, 山田一紀が共同で研究を行なっているもので
ある. 本研究は, 日本学術振興会拠点形成事業「数論と幾何学を核とする数理科学国際連携研
究拠点形成」(代表：栗原将人先生)からも, 支援をいただいた. この研究を進めるにあたり,

慶應義塾大学理工学部で開催したプレクティックセミナーにおいて, 小林真一さん, 安田正大
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さんに助言をいただいた. また, 慶應義塾大学理工学研究科の平川義之輔さん, 松村英樹さん,

金村佳範さん, 冨田拓希さんには, 研究室の p進 L関数セミナーにおいて, 助言をいただいた.

第 12回福岡数論研究集会において講演の機会を下さった世話人の金子昌信先生, 権寧魯さん,

岸康弘さん, 高妻倫太郎さんに, 深く感謝する.

1 乗法群のde RhamポリログとLerchゼータ関数

乗法群Gmのポリログ関数のコホモロジー論的特徴付けで最初の鍵となるのが, ポリログ関
数の反復積分の最初に現れる G(t) = t/(1− t)という有理関数である. この関数を用いて定義
される

η := −G(t)dt
t

=
dt

t− 1

という代数的微分形式は, U の de Rhamコホモロジーの類を定義する. すなわち, U はQ上
滑らかなアフィンスキームであることから, Ω•

U を U 上の代数的微分形式からなる de Rham

複体とすると, U の de RhamコホモロジーHm
dR(U)は, Hm

dR(U) = Hm(Γ(U,Ω•
U ))と表され

る. この表示を通して, ηはH1
dR(U)の類を定める.

定義 1.1. 上記 η ∈ Γ(U,Ω1
U ) が定めるH1

dR(U)の類

η := [η] ∈ H1
dR(U)

を, 乗法群Gmの de Rhamポリログと呼ぶ.

包含 U ⊂ Gmと Z := {1} ↪→ Gmに対応するGyzin完全系列は

0 // H1
dR(Gm) // H1

dR(U)
ResZ // H0

dR(Z)
// 0 (2)

で与えられる. 留数写像ResZ の定義より, 下記が直ちに従う.

補題 1.2. 乗法群Gmの de Rhamポリログ ηは, 標準的な同型H0
dR(Z) = Qを通して,

ResZ(η) = 1

をみたす.

上記完全系列 (2)は標準的に分裂し, de Rhamポリログ ηは, ResZ(η) = 1をみたす類とし
て自然に特徴付けられる.

η とポリログ関数 Lik(t)の関係は下記の通りである. Gm 上には対数層と呼ばれる混合実
Hodge構造の変形 Logが定義される. ポリログの Hodge実現 polは, Deligne-Beilinsonコホ
モロジーH1

D(U,Log)の類
pol ∈ H1

D(U,Log)

で, Zでの留数が 1として一意的に特徴付けられる類として定義される. Deligne-Beilinsonコ
ホモロジーの留数写像の定義を紐解くと, U のBeilnson-Deligneコホモロジーと通常の特異コ
ホモロジー間のスペクトル系列

Ep,q
2 = Hp

D(SpecR,H
q(U,Log)) ⇒ Hp+q

D (U,Log) (3)
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から導かれる退化写像

H1
D(U,Log)

∼=−→ H0
D(SpecR,H

1(U,Log))
∼=−→ H1(U,R) ↪→ H1

dR(U)⊗Q C

を通して, η ⊗ 1は polの像と一致することが示される. ただしここで, 左から 2番目の同型は
Log係数のコホモロジーの計算から従い, 左から 3番目の単射は de Rhamの定理より与えら
れる. このとこから, de Rhamポリログは, ポリログの de Rham実現として解釈できる.

polが η ⊗ 1に移るという事実を用いて polを代表するコサイクルを具体的に記述する過程
で, 反復積分 (1)が現れる. 以上が, 整数 k > 0に対するポリログ関数 Lik(t)と, 代数的微分形
式 ηの関係である.

上記ポリログ polが円分体の整数論と関係する 1つの大きな理由は, 代数的微分形式 ηと,

Lerchゼータ関数の特殊値との関係による. Lerchゼータ関数は, 次の様に定義される.

定義 1.3. 有理数 u ∈ QとRe(s) > 1をみたす複素数 sに対して, Lerchゼータ関数を L(u, s)
を, 絶対収束する級数

L(u, s) :=
∞∑
n=1

e2πiun

ns

で定義する. この関数は, 全複素平面 s ∈ Cに有理型関数として解析接続される.

いま複素数 z ∈ Cに対して t = e2πiz ∈ Gm(C) = C×を対応させると, 乗法群Gmの複素一
意化

C/Z
∼=−→ Gm(C) = C× (4)

が与えられる. この一意化を通して, 代数的微分形式 ηを与える有理関数 G(t)に対応するC/Z
上の有理型関数を

G(z) := G(e2πiz) = e2πiz

1− e2πiz

と記す. 特に zの虚部が正の場合には,

G(z) =
∞∑
n=1

e2πinz

が成り立つ. この関数は次の通り, Lerchゼータ関数の特殊値の母関数となっていることが知
られている (例えば, [Kato93, Lemma 1.3.15]参照).

定理 1.4. ∂z := (2πi)−1d/dzとおくと, 任意の u ∈ Q \ Zと整数 k ≥ 0に対して,

∂kzG(u) = L(u,−k)

が成り立つ.

u ∈ Zに対しても, G0(z) := G(z)− z−1が同様の式を満たす. 定理 1.4は, 様々な u ∈ Qや
整数 k ≥ 0に対する Lerchゼータ関数の特殊値が全て, G(z)という C/Z上の 1つの関数で統
制されていることを主張している. 乗法群Gmは, Z上の加法的指標の成す代数群

Gm = HomZ(Z,Gm) (5)

と解釈できる. すなわち, 任意の Z代数Rに対して

Gm(R) = R× = HomZ(Z, R×) = HomZ(Z,Gm(R))
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が成り立つ. x ∈ Gm(R)に対して対応する HomZ(Z, R×)の元は, n 7→ xnにより与えられる
加法的指標である. 特に複素一意化 (4)を通して, 点 z = u ∈ C/Z ∼= Gm(C)に対して, 指標
n 7→ e2πiunが対応する. 以上の理由から, G(z)が点 z = u ∈ Qで n 7→ e2πiunという指標に対
する Lerchゼータ関数 L(u, s)の特殊値の母関数となっているという事実は, Gmの Z上の加
法的指標の成す代数群としての解釈と, 綺麗に対応している.

良く知られている通り, Dirichlet L関数は, Lerchゼータ関数の線型和で与えられる. N > 1

を整数として, χ : (Z/N)× → C×をDirichlet指標とする. この指標を 0で伸ばすことで, Z/N
や Z上の関数とみなすことができる. χのDirichlet L関数はRe(s) > 1の範囲で

L(χ, s) =

∞∑
n=1

χ(n)

ns

という無限級数で定義され, 全複素平面に解析接続されることが知られている.

Z/N 上の関数の Fourier展開の理論より, 任意の u ∈ N−1Zに対して

cχ(u) :=
1

N

N∑
m=1

χ(m)e−2πium

とおくと, 任意の n ∈ Zに対して

χ(n) =
∑

u∈ 1
N
Z/Z

cχ(u)e
2πiun

が成り立つ. このことから, Re(s) > 1のときに

L(χ, s) =
∑

u∈ 1
N
Z/Z

cχ(u)L(u, s)

となり, この等式は一致の定理より, 全複素平面で成り立つ. 特に χが導手N の原始的な指標
である場合には, d = (Nu,N) > 1となる uに対して, cχ(u) = 0となる. 定理 1.4より, 以下
の系が導かれる.

系 1.5. χ : (Z/N)× → C×を導手N の原始的な指標とする. この時, 任意の整数 k ≥ 0に対
して

L(χ,−k) =
∑

u∈ 1
N
Z/Z

cχ(u)∂
k
zG(u) (6)

が成り立つ.
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χが原始的という仮定より, (6)の和で u = 0 ∈ 1
NZ/Zに対して cχ(u) = 0であることに注

意する. χが原始的とは限らない場合には, u ∈ Zに対して G(z)を G0(z) = G(z)− z−1で置き
換えると, (6)と同様の公式が成り立つ.

2 代数トーラスのde Rhamポリログ

F を総実代数体として, OF を F の整数環とする. また, g = [F : Q]と置く. 以下, 埋め込
みQ ↪→ Cを 1つ固定する. また, X := Hom(F,Q)とする. α ∈ F と τ ∈ X に対して, ατ を
αの τ による像と定義する. F は総実であることから, 任意の τ ∈ X に対して ατ ∈ Rとなり,

α⊗ 1に (ατ )τ ∈ RX :=
∏

τ∈X Rを対応させると, 標準的な同型

F ⊗ R ∼= RX

が得られる. 以下, RX =
∏

τ∈X Rや CX =
∏

τ∈X Cの元 zの τ 成分を下付き添字 zτ で記す.

従って, 任意の α ∈ F に対して (α⊗ 1)τ = ατ が成り立つ.

以下, RX
+ := {z = (zτ ) ∈ RX | ∀τ ∈ X, zτ > 0}とおく. α ∈ F に対して α⊗ 1 ∈ RX

+ となる
とき, αは総正であると言い, α≫ 0と記す. A ⊂ F に対してA+ := {α ∈ A |α≫ 0}を, Aの
総正な元全体の成す集合とする.

総実代数体 F の場合にGmの役割を果たす代数群は, Katz [Katz81, §1]によって定義され
たアフィン代数トーラス

Ta := HomZ(a,Gm)

である. ただし, aは F の整イデアルであるとする. Barsky [Bar78]やCassou-Noguès [CN79]

は, 新谷の方法を用いて総実代数体の p進Hecke L関数を構成した. Katzは代数トーラス Ta

を用いて, この p進Hecke L関数を構成する p進測度に解釈を与えた. (5)より, F = Q, a = Z
のとき, Taは乗法群Gmと一致する.

定義より, Taは任意の Z代数Rに対して

Ta(R) = HomZ(a, R
×)

をみたす. α ∈ aに対して, 写像 Ta(R) ∋ x 7→ x(α) ∈ R× が定義する代数群の射 Ta → Gm

を, t 7→ tαの様に表す. このとき, tαは Taの関数環の元を与える. Homの加法性より, 任意
の α, α′ ∈ aに対して tαtα

′
= tα+α′

となり,

Ta = SpecZ[tα |α ∈ a]

となる. 特に α1, . . . , αg を aの基底とすると,

Ta = SpecZ[t±α1 , . . . , t±αg ]

と表される. 従って, aの基底を固定すると, 非標準な同型

Ta
∼= Gg

m

が導かれる. また, 任意の β ∈ OF に対して tαを tαβ に写すことで, Z上のアフィンスキーム
の射

[β] : Ta → Ta
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が誘導される. 特に F の総正単数全体の成す群∆ := (O×
F )+は, Taに作用する.

代数トーラス Taの単位元を 1と記し, U := Ta \ {1}と置く. ∆は, U にも作用する. 以下,

代数トーラス Taの場合に,

H2g−1
dR (∆\U)

の類として, 定義 1.1の類似物として Taの de Rhamポリログを定義する. ここで, ∆\U は U

の∆による作用の商スタックを表し, Hm
dR(∆\U)は U の∆の作用による同変 de Rhamコホ

モロジー (equivariant de Rham cohomology)として定義する. このコホモロジーは, 次の様
に記述される.

Ta はアフィンスキームであるが, g > 1のとき, U はアフィンでは無い. まずは Ta の de

Rhamコホモロジーを Čech複体で計算するために, U のアフィン開被覆を定義する.

定義 2.1. α ∈ a+に対して, Taのアフィン開集合 Uαを,

Uα := Ta \ {tα = 1}

と定義する. このとき Uα ⊂ U であり, U := {Uα}α∈a+ は U のアフィン開被覆を与える.

Čech複体を定義するために便宜上, Uの添字集合 a+に全順序を入れる. このとき, 有限集合
I ⊂ a+に対して I = {α1, . . . , αm}と記すとき, α1 < . . . < αmが成り立つものとする. I ⊂ a+

に対して, UI :=
∩

α∈I Uαと定義する. このとき, UI もアフィン開集合となる.

定義 2.2. U の Čech-de Rham複体 C•(U,Ω•
U )を, 2重複体∏

|I|=1

Γ(UI ,Ω
•
U )

∂−→ · · · ∂−→
∏

|I|=m

Γ(UI ,Ω
•
U ) → · · ·

を単純化した複体として定義する. ただし, この複体の 0次の項を
∏

|I|=1 Γ(UI ,OU ) となる様
に取り, 水平の微分 ∂ は, 標準的な交代和 (∂u)α1···αm :=

∑m
µ=1(−1)µuα1···α̌µ···αm として定義

する.

Čech複体の理論より, 任意の整数mに対して標準的な同型

Hm(C•(U,Ω•
U ))

∼= Hm
dR(U)

が存在する. すなわち U の de Rhamコホモロジーは, Čech-de Rham複体で表される.

次に, U の同変 de Rhamコホモロジーを記述する同変 Čech-de Rham複体を構成する. 任
意の ε ∈ ∆に対して, [ε]∗Uα = Uεαとなることから, 被覆 U = {Uα}α∈a+ は∆の作用で保たれ
る. 従って, 写像

[ε]∗ : C•(U,Ω•
U ) → C•(U,Ω•

U )

が誘導され, C•(U,Ω•
U )は Z[∆]加群としての構造を持つ.

Dirichletの単数定理より∆ ∼= Zg−1となる. ε1, . . . , εg−1を∆のアーベル群としての生成元
とする. 任意の µ = 1, . . . , g − 1に対してAµ

• を, 1次と 0次に項のある Z代数の複体

Z[⟨εµ⟩]
[εµ]−1−−−−→ Z[⟨εµ⟩]

と定義する. この時,

P• := A1
• ⊗Z · · · ⊗Z A

g−1
•
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とおくと P•の各項は自由 Z[∆]加群となり, P0 = Z[∆] → Zを [ε] 7→ 1で定義される自然な写
像とすると, P• → ZはZのZ[∆]加群としての自由分解を与える. 特にZ加群M が∆の作用
を持つとき, M は Z[∆]加群となり, 任意の整数mに対してM の群コホモロジーHm(∆,M)

は
Hm(∆,M) = Hm(HomZ[∆](P•,M))

と表される.

定義 2.3. U の同変 Čech-de Rham複体 C•(∆\U,Ω•
U )を, 2重複体

HomZ[∆](P•, C
•(U,Ω•

U ))

を単純化した複体として定義する.

同変 de Rhamコホモロジーに対して, 任意の整数mに対して標準的な同型

Hm(C•(∆\U,Ω•
U ))

∼= Hm
dR(∆\U) (7)

が存在する. 本稿では, (7)を同変 de Rhamコホモロジー Hm
dR(∆\U)の定義とみなす. de

Rhamコホモロジーと同変 de Rhamコホモロジーの関係は, スペクトル系列

Ep,q
2 = Hp(∆,Hq

dR(U)) ⇒ Hp+q
dR (∆ \ U)

で与えられる.

以下, 表示 (7)を用いて, H2g−1
dR (∆\U)に de Rhamポリログを具体的に構成する. まずは錐

(cone)の言葉を用意する.

定義 2.4. {α1, . . . , αm} ⊂ a+に対して,

σ = {x1α1 + · · ·+ xmαm |x1, . . . , xm ∈ R+}

と表される Rg
+の部分集合 σを (Rg

+内の)有理開錐 (open rational cone), あるいは簡単に錐
と呼ぶ. 特に α1, . . . , αmがQ上 1次独立なとき, σは単体錐 (simplicial cone)であると言う.

錐 σに対して, σの次元 dimσを, σの生成するR線型空間 ⟨σ⟩の次元 dimR⟨σ⟩と定義する.

山本 [Yam10]に従って, 錐 σの上閉包 σ̂を,

σ̂ := {x ∈ Rg | ∃δ > 0, 0 < ∀δ′ < δ, x− (0, . . . , 0, δ′) ∈ σ}

と定義する. 特に dimσ < gのとき, σ̂ = ∅となる.
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錐 σに対して次の Gσ(t)が, 乗法群の場合の G(t) = t/(1− t)に対応する.

定義 2.5. σを Rg
+内の錐とする. このとき,

Gσ(t) :=
∑

α∈σ̂∩a
tα

と定義する.

定義より dimσ < gのとき, Gσ(t) = 0となる. 以下, I ⊂ a+に対して I が生成する錐を σI

と記す. I = {α1, . . . , αg} ⊂ a+に対して dimσI = gとなるとき,

GσI (t) =

∑
α∈R∩a t

α

(1− tα1) · · · (1− tαm)
∈ Γ(UI ,OU )

が成り立つ. ただしここでRは, α1, . . . , αgで張られる平行多面体の上閉包とする. 特に GσI (t)

は, Ta上の有理関数である. この関数を用いて, 以下の結果を得た.

定理 2.6. I = {α1, . . . , αg} ⊂ a+に対して,

ηI :=
(−1)g

|R ∩ a|
GσI (t)

dtα1

tα1
∧ · · · ∧ dtαg

tαg
∈ Γ(UI ,Ω

g
U )

と定義する. 特に dimσI < gのとき, ηI = 0と定義する. このとき,

(ηI) ∈
∏
|I|=g

Γ(UI ,Ω
g
U ) ⊂ HomZ[∆](P0, C

2g−1(U,Ω•)) ⊂ C2g−1(∆\U,Ω•)

は, H2g−1
dR (∆\U)の類 ηa := [(ηI)]を定義する. この類を, 代数トーラス Taの de Rhamポリ

ログと呼ぶ.

上記の ηaを de Rhamポリログとみなす理由は, 以下の留数の計算による. 同変 de Rham

コホモロジーに対して, 完全系列

0 // H2g−1
dR (∆\Ta) // H2g−1

dR (∆\U)
Res∆\Z // H0

dR(∆\Z) // 0

が与えられる. 留数写像Res∆\Z の定義より, 以下が従う.

定理 2.7. 代数トーラス Taの de Rhamポリログ ηaは, 標準的な同型

H0
dR(∆\Z) = H0(∆,H0

dR(Z)) = Q

を通して, Res∆\Z(ηa) = 1 をみたす.

3 de RhamポリログとLerch型新谷ゼータ関数

この章では, σをイデアル aに対する Rg
+内の有理開錐とする. 新谷によって定義された新

谷ゼータ関数の特別な場合として, Lerch型新谷ゼータ関数 Lσ(u, s)が, 次の様に定義される.
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定義 3.1 (Lerch型新谷ゼータ関数). u ∈ F と, 各 τ ∈ X に対して Re(sτ ) > 1をみたす複素
数 s = (sτ ) ∈ Cg に対して, Lerch型新谷ゼータ関数 Lσ(u, s)を, 絶対収束する級数

Lσ(u, s) :=
∑

α∈σ̂∩a

e2πiTr(uα)

αs

と定義する. ただしここで, αs :=
∏

τ∈X(ατ )sτ とする. 新谷 [Shi76, Proposition 1]は, この関
数は s = (sτ ) ∈ CX に有理型関数として解析接続されることを示した.

以下, 定理 1.4と同様に, Lerch型新谷ゼータ関数の特殊値と代数トーラス Ta の de Rham

ポリログを与える微分形式の関係を考察する. dF を F の差分イデアル

d−1
F := {α ∈ F |Tr(αOF ) ⊂ Z}

として, a∗ := a−1d−1
F とする. いま, z ∈ F ⊗ Cに対して加法的指標 α 7→ e2πiTr(αz)を対応さ

せると, 代数トーラス Taに対して (4)の一般化となる, 複素一意化

(F ⊗ C)/a∗
∼=−→ Ta(C) = HomZ(a,C×)

が得られる. ただし, z = (zτ ) ∈ F ⊗ C ∼= CX に対して, Tr(αz) =
∑

τ∈X ατzτ と定義する.

この一意化を通して Gσ(t)に対応する (F ⊗ C)/a∗上の関数を

Gσ(z) := Gσ(e
2πiTr(z))

と記す. この場合, 次の定理が新谷により証明されている.

定理 3.2 ([Shi76, Proposition 1]). いま, τ ∈ X に対して ∂zτ := (2πi)−1d/dzτ として, ∂kz :=∏
τ∈X ∂kτzτ とおく. 任意の u ∈ F \ a∗と整数の組 k = (kτ ) ∈ NX

≥0に対して,

∂kzGσ(u) = Lσ(u,−k)

が成り立つ.

4 総実代数体のHecke L関数

f ̸= (0)をOF の整イデアルとして, I(f)を fと互いに素な F の分数イデアル全体のなす群
とする. また,

P (f∞) := {(α) |α ∈ F, α ≡ 1 (mod× f), α≫ 0}
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とする. ここで (α)は α ∈ F で生成される F の単項分数イデアルであり, α ≡ 1 (mod× f)と
は, 任意の p | fとなるOF の素イデアル pに対して vp(α− 1) ≥ vp(f)が成り立つことである.

このとき, F の導手 f∞のイデアル類群 (＝導手 fの狭義イデアル類群)を

ClF (f∞) := I(f)/P (f∞)

と定義する. この群は有限であり, 類体論より Galois群 Gal(F (f∞)/F )と同型であることが
知られている. ここで, F (f∞)は F 上の導手 f∞の射類体である.

F の有限Hecke指標は, 次の様に定義される.

定義 4.1. 任意の指標
χHecke : ClF (f∞) → C×

を, F の法 f∞の有限Hecke指標 (＝Dirichlet指標)と呼ぶ.

特に χHecke がより大きいイデアル f′ | fに対して ClF (f
′∞)を経由しないとき, χHecke は原

始的であると言う. 以下, fと互いに素でない分数イデアル aに対して χ(a) = 0と定義するこ
とで, χHeckeを F の (0)でない分数イデアル全体のなす群 IF 上の指標とみなす. Hecke指標
χHeckeに対するHecke L関数は, 無限級数

L(χHecke, s) :=
∑

a∈IF ,a⊂OK

χHecke(a)

Nas

として定義される. この級数は, Re(s) > 1で絶対収束する. 有限Hecke指標について, 以下の
結果が知られている ([Neu99, (6.9) Proposition]参照.)

命題 4.2. いま, χHecke : ClF (f∞) → C×を有限Hecke指標とする. このとき, ある指標の組

χ : (OF /f)
× → C×, χ∞ : (F ⊗Q R)× → {±1}

が一意的に存在して, fと互いに素な任意の α ∈ OF に対して,

χHecke((α)) = χ(α)χ∞(α)

が成り立つ. ここで χ∞は,

χ∞(α) =
∏
τ∈X

(
ατ/|ατ |

)qτ , qτ ∈ {0, 1} (8)

という形で与えられる指標とする.

注意 4.3. 任意の連続準同型 ψ : (F ⊗Q R)× → {±1}は, (8)の形で与えられる.

χHeckeが原始的であることと χが原始的であること, すなわち, より小さなイデアル f′ | fに
対して χは (OF /f

′)×を経由しないことは, 同値である. χ∞の形から, 特に α ∈ OF が fと互
いに素で α≫ 0であれば,

χHecke((α)) = χ(α)

が成り立つ.

以下, aを fと互いに素な F の整イデアルとする. 包含 a ⊂ OF は自然な全単射

a/fa ∼= OF /f
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を導く. この同型を通して, χをa/fa上の関数とみなすこともできる. いま,任意のu ∈ f−1a∗/a∗

に対して

cχ(u) :=
1

N(f)

∑
β∈a/fa

χ(β)e−2πiTr(uβ)

とおくと, 任意の α ∈ aに対して

χ(α) =
∑

u∈f−1a∗/a∗

cχ(u)e
2πiTr(uα) (9)

が成り立つ. cχ(u)は一見 aの取り方に依存している様にも見えるが, 自然な包含による全単射
a/fa ∼= OF /fと f−1d−1

F /d−1
F

∼= f−1a∗/a∗を同一視すると, aに依存しないことが分かる. χHecke

が原始的な指標の場合には, u ∈ a∗に対して cχ(u) = 0となることが知られている.

いま ClF (∞) の代表系を与える, f と互いに素な F の整イデアル a1, . . . , ah を固定する.

ClF (∞) 内で a−1
i と同じ類となる整イデアルは, α ∈ ai により a−1

i α と言う形で表される.

このとき,

L(χHecke, s) =
∑
a∈I(f)
a⊂OF

χHecke(a)

Nas
=

h∑
i=1

∑
[a]≡[a−1

i ]
a⊂OF

χHecke(a)

Nas

=
h∑

i=1

∑
α∈(ai)+/(O×

F )+

χHecke(a
−1
i α)

N(a−1
i α)s

=
h∑

i=1

χ−1
Hecke(ai)N(ai)

s
∑

α∈(ai)+/(O×
F )+

χ(α)

N(α)s

が成り立つ. 最後の和は (9)より,∑
α∈(ai)+/(O×

F )+

χ(α)

N(α)s
=

∑
α∈(ai)+/(O×

F )+

∑
u∈f−1a∗i /a

∗
i

cχ(u)
e2πiTr(uα)

N(α)s

と表される. この和は α ∈ (ai)+/(O×
F )+ の代表系の取り方に依存しないが, 固定した u ∈

f−1a∗i /a
∗
i に対する和 ∑

α∈(ai)+/(O×
F )+

e2πiTr(uα)

N(α)s

は αの代表系の取り方に依存し, well-definedでは無い. α ∈ (ai)+の法 (O×
F )+の代表系の取

り方を 1つ定めるために, 以下の新谷分割を利用する.

定理 4.4 ([Shi76, Proposition 4]). aに対する単体錐からなる有限集合 Φaが存在して,

RX
+ =

⨿
ε∈∆

⨿
σ∈Φa

εσ

が成り立つ.

以上の系として, 山本 [Yam10]より下記が示されている.

命題 4.5. Φaを新谷分割として, Φg
a を Φaの g次元錐からなる部分集合とする. この時,

RX
+ =

⨿
ε∈∆

⨿
σ∈Φg

a

εσ̂

が成り立つ.
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新谷分割に対して
LΦa(u, s) :=

∑
σ∈Φg

a

Lσ(u, s)

とおくと, 定義より

L(χHecke, s) =

h∑
i=1

χ−1
Hecke(ai)N(ai)

s
∑

u∈f−1a∗i /a
∗
i

cχ(u)LΦai
(u, (s, . . . , s))

が成り立つ. 特に
GΦa(z) :=

∑
σ∈Φg

a

Gσ(z)

と置くと, 定理 3.2より以下の系を得る.

系 4.6. いま, f ̸= (0)を F の整イデアルとして, χHecke : ClF (f∞) → C× を導手 f∞の有限
Hecke指標とする. このとき, 任意の整数 k ≥ 0に対して ∂z :=

∏
τ∈X ∂zτ とおくと,

L(χHecke,−k) =
h∑

i=1

χ−1
Hecke(ai)N(ai)

−k
∑

u∈f−1a∗i /a
∗
i

cχ(u)∂
k
zGΦai

(u)

が成り立つ.

系 4.6は, 系 1.5の代数トーラスへの一般化であり, F の有限 Hecke指標 χHeckeの非正整数
点での特殊値が, 代数トーラスの de Rhamポリログを定義する関数で捉えられていることを
意味している.

5 考察

本稿では, 代数トーラス Taの de Rhamポリログ ηaを定義した. 今後の研究の方向性は, 乗
法群の場合の一般化として, Ta上にも対数層と呼ばれる, ∆の作用で同変な混合実 Hodge構
造の変形 Logを定義し, Taのポリログの Hodge実現 polaを, 同変 Deligne-Beilinson コホモ
ロジーH2g−1

D (∆\U,Log)の類

pola ∈ H2g−1
D (∆\U,Log)

で∆\Zでの留数が 1となるものとして定義することである. この場合にも, (3)から導かれる
退化写像

H2g−1
D (∆\U,Log)

∼=−→ H0
D(SpecR,H

2g−1(∆\U,Log))
∼=−→ H2g−1(∆\U,R) ↪→ H1

dR(∆\U)⊗Q C

を通して, ηa ⊗ 1は polaの像と一致することが期待される. 現時点では, 反復積分 (1)の対応
物は不明であるが, polaを表すコサイクルを具体的に記述する過程で, 正しい形が見えてくる
ことを期待している.

また乗法群の場合, 系 1.5より, Dirichlet L関数の特殊値は, de Rhamポリログを定義する
有理型関数 G(z)の等分点での微分係数の線型和で表されている. 総実代数体の場合, 系 4.6か
ら分かる通り, 総実代数体のHecke L関数の特殊値を表すためには単純な等分点での線型和だ
けでなく, 新谷分割を選ぶ必要がある. 現在, ポリログを等分点に制限する際に新谷分割が現
れるコホモロジー論的理由は不明であり, ポリログから総実代数体のHecke L関数の特殊値を
導くコホモロジー論的操作を定義できるかが, 今後の課題である.
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p-adiques, Invent. Math. 51 (1979), no. 1, 29–59.

[HW98] A. Huber and J. Wildeshaus, Classical motivic polylogarithm according to Beilin-

son and Deligne, Doc. Math. 3 (1998), 27–133.

[HK18] A. Huber and G. Kings, Polylogarithm for families of commutative group schemes,

J. Algebraic Geom. 27 (2018), 449–495.

[Kato93] K. Kato, Lectures on the approach to Iwasawa theory for Hasse-Weil L-functions

via BdR. I, In: Arithmetic algebraic geometry (Trento, 1991), 50–163, Lecture

Notes in Math., 1553, Springer, Berlin, 1993.

[Katz81] N. M. Katz, Another look at p-adic L-functions for totally real fields, Math. Ann.

255 (1981), no. 1, 33–43.

[Kin09] G. Kings, A note on polylogarithms on curves and abelian schemes, Math. Z. 262

(2009), no. 3, 527–537.
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