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概 要

本稿では, ヤコビ楕円関数の等分多項式の終結式を紹介する.

1 はじめに

これまで, 様々な等分多項式の終結式の公式が得られており, 円分多項式については [1], [3],

[5], 実円分多項式については [6], [12], チェビシェフ多項式については [4], [7], [12]で紹介され
ている. 円分多項式 (実円分多項式)は円分体 (円分体の最大実部分体)の有理数体上の最小多
項式であり, その終結式の公式には対応する代数体の整数環への応用がある [8] ([11]). 2015年
には, H.SchmidtがWeierstrass ℘関数の n倍多項式の終結式の公式を得て, 数論力学系への
応用にも言及した [9]. これらの先行研究に対し, 本稿では, ヤコビ楕円関数において定義され
る等分多項式 (n倍多項式)の終結式を紹介する.

sn, cn, dnを母数k (kはk2 ̸= 0, 1を満たす複素数)のヤコビ楕円関数とし, x = snu, y = cnu,

z = dnuとおくとき, 正整数 nに対して,

(snnu, cnnu, dnnu) =


(xAn(x)

Dn(x)
,
yBn(x)

Dn(x)
,
zCn(x)

Dn(x)

)
(n : 奇数),(xyzAn(x)

Dn(x)
,
Bn(x)

Dn(x)
,
Cn(x)

Dn(x)

)
(n : 偶数)

(1.1)

を満たすような xを変数とする多項式An, Bn, Cn, Dnが存在し, これらをヤコビ楕円関数の
等分多項式 (n倍多項式)と呼ぶ.

以下の定理が本稿の主結果である.

定理 1.1. X,Y ∈ {A,B,C,D}, X ̸= Y とするとき, 正整数 nに対し,

res(Xn, Yn) = κn(X,Y )k2ln(X,Y )(1− k2)mn(X,Y ). (1.2)

ただし,

κn(X,Y ) = 2
n2(n2−1)

3 , ln(X,Y ) = ln(Y,X), mn(X,Y ) = mn(Y,X),

ln(A,B) = mn(A,D) =


n2(n2−1)

6 (n : 奇数),
n2(n2−4)

6 (n : 偶数),

ln(A,C) = ln(A,D) = mn(A,B) = mn(A,C) =


(n2−1)(2n2−3)

12 (n : 奇数),
n2(n2−4)

6 (n : 偶数),

ln(B,C) = ln(B,D) = mn(B,D) = mn(C,D) =


(n2−1)(2n2−3)

12 (n : 奇数),
n2(n2−1)

6 (n : 偶数),
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ln(C,D) = mn(B,C) =


n2(n2−1)

6 (n : 奇数),
n2(n2+2)

6 (n : 偶数).

円分多項式 [8], 実円分多項式 [11]や ℘関数の n倍公式 [9]の先行研究と同様に, この主結果
を整数環や数論力学系へ応用することが今後の課題である.

証明は以下のように行う.

1. ヒルベルトの零点定理を使い, (1.2)を満たすkによらない整数κn(X,Y ) > 0, ln(X,Y ) ≥
0, mn(X,Y ) ≥ 0の存在を示す (補題 3.1).

2. (1.2)の両辺の q展開を比較して, 3つの定数を決定する.

(a) 両辺の先頭次数の比較から ln(X,Y )を得る.

(b) 母数 kを補母数 k′ (:=
√
1− k2)に取り替えたときの等分多項式の変化を見ること

で, mn(X,Y )を求める (系 3.2).

(c) 先頭係数の比較によって κn(X,Y )が決まる.

なお, ヒルベルト零点定理と q展開を用いたこの証明においては, Schmidtによる [9]にある手
法を大いに参考にした.

2 ヤコビ楕円関数の等分多項式

ヤコビ楕円関数の記号は [2]や [10]に倣い snu, cnu,dnuと表記する. sn, cn,dn の周期はそ
れぞれ

4mK + 2niK ′, 2mK + 2n(K + iK ′), 2mK + 4niK ′ (m,n ∈ Z)

である. ただし

K =

∫ 1

0

dt√
(1− t2)(1− k2t2)

, K ′ =

∫ 1

0

dt√
(1− t2)(1− k′2t2)

は第一種楕円積分で, k′ :=
√
1− k2は補母数である. ヤコビ楕円関数の定義や基本的な性質

については, 本稿では [2], [10]や [13]を参考にした.

多項式An, Bn, Cn, Dnの基本的な性質を述べる.

命題 2.1 (次数, 最高次係数, 因数分解). 等分多項式An, Bn, Cn, Dnは xを変数する Z[k2]係
数の偶多項式で, X ∈ {A,B,C,D}とするとき,

Xn(x) = xn
∏

(r, s) ∈ RX
n

(
x2 − sn2

rK + siK ′

n

)
と因数分解される. ただし, Rn = ({1, 2, . . . , n−1}×{0, n})⊔({0, 1, . . . , 2n−1}×{1, 2, . . . , n−
1})とし,

RA
n = {(r, s) ∈ Rn | (r, s) ≡ (0, 0)}, RB

n = {(r, s) ∈ Rn | (r, s) ≡ (1, 0)}
RC

n = {(r, s) ∈ Rn | (r, s) ≡ (1, 1)}, RD
n = {(r, s) ∈ Rn | (r, s) ≡ (0, 1)}

(≡の法は 2)
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であり, xn ∈ {an, bn, cn, dn}はXnの最高次係数を表し, それぞれ,

an =

(−1)(n−1)/2k(n
2−1)/2 (n : 奇数),

(−1)(n−2)/2nk(n
2−4)/2 (n : 偶数),

bn = cn =

k(n
2−1)/2 (n : 奇数),

kn
2/2 (n : 偶数),

dn =

(−1)(n−1)/2nk(n
2−1)/2 (n : 奇数),

(−1)n/2kn
2/2 (n : 偶数)

である. また, An(0) = n, Bn(0) = Cn(0) = Dn(0) = 1, An(1)Bn(1)Cn(1)Dn(1) ̸= 0.

証明. 等分多項式 An, Bn, Cn, Dnが満たす漸化式 [2, p.79] (ここで扱う An, Bn, Cn, Dnは [2,

p.87]における A′
n, B

′
n, C

′
n, D

′
nであることに注意)とヤコビ楕円関数の基本平行四辺形内の零

点と極の分布から示される.

母数を kから k′に取り替えたときを考える. 次数 2nの偶多項式 f(x)に対し,

f∗(x) =
√

1− x2
deg f

f

(
ix√
1− x2

)
(2.1)

と定義すれば, f∗(x)も偶多項式で, f∗(x)の x2n の係数は (−1)nf(1)であり, 特に deg f∗ =

deg f であることは f(1) ̸= 0と同値であることがわかる. また, f(1) ̸= 0なら f∗∗(x) = f(x)

である. ここで, 命題 2.1の最後の主張より, An, Bn, Cn, Dnは偶多項式で x = 1としても 0を
とらないことに注意すれば, kを k′に取り替えたときの様子がわかる.

命題 2.2. 母数 kへの依存を明記するため, An(x, k)等と書くこととする. このとき,

An(x, k
′) = A∗

n(x, k), Bn(x, k
′) = D∗

n(x, k),

Cn(x, k
′) = C∗

n(x, k), Dn(x, k
′) = B∗

n(x, k).

証明. f(1) ̸= 0を満たす多項式 f(x)の根を ±αj (j = 1, 2, . . . , n)とすれば, f∗(x)の根は
± iαj√

1−α2
j

(j = 1, 2, . . . , n)と表される. これを踏まえれば, sn(iu, k) = i sn(u,k′)
cn(u,k′) (cf. [10, 22·4])

と命題 2.1より, すべての場合で両辺が同じ零点をもち, 先頭係数も一致することがわかる.

3 終結式

2 つの多項式 f(x) = a
∏m

i=1(x − αi) (a ̸= 0) と g(x) = b
∏n

i=1(x − β1) (b ̸= 0) の終
結式は res(f, g) = anbm

∏m
i=1

∏n
j=1(αi − βj) によって定義される. このとき, res(g, f) =

(−1)mn res(f, g)であり, hをもう一つの別の多項式とするとき res(f, gh) = res(f, g) res(f, h)

である. これと, (2.1)の記号で (fg)∗ = f∗g∗であることと, f(x) = x2− p, g(x) = x2− qとす
るとき f∗(x) = (p− 1)x2 − p, g∗(x) = (q− 1)x2 − qとなり, res(f∗, g∗) = (p− q)2 = res(f, g)

であることより, 一般の多項式 f , gに対しても res(f∗, g∗) = res(f, g)となることがわかる.

X,Y ∈ {A,B,C,D}, X ̸= Y とし, nを正整数とする. 終結式は 2多項式の係数を成分
に持つ行列式で表示できることと Xn, Yn ∈ Z[k2][x2] により, res(Xn, Yn) は Z[k2] に属し,

res(Xn, Yn) = res(Yn, Xn)であることがわかる. 以下の補題は終結式 res(Xn, Yn)の一般的な
形を与える.
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補題 3.1. X,Y ∈ {A,B,C,D}, X ̸= Y とするとき, 正整数 nに対し,

res(Xn, Yn) = κn(X,Y )k2ln(X,Y )(1− k2)mn(X,Y ).

を満たすような (k に依存しない)整数 κn(X,Y ) > 0, ln(X,Y ) ≥ 0, mn(X,Y ) ≥ 0が存在
する.

証明. 終結式 res(Xn, Yn)は k2を変数とする整数係数多項式とみなしてよい. 命題 2.1の因数
分解からXnと Ynは共通根を持たないことがわかるので, k2 ̸= 0, 1ならば, res(Xn, Yn) ̸= 0

である. よって, ヒルベルトの零点定理より, (k2(1 − k2))t = Q res(Xn, Yn)を満たす正整
数 tと k2 を変数とする整数係数多項式 Qが存在する. 多項式環 Q[k2]は一意分解整域だか
ら, res(Xn, Yn) = κk2l(1 − k2)m を満たすような有理数 κと非負整数 l,mがとれる. そして,

res(Xn, Yn) ∈ Z[k2]であることと, Xnと Ynは偶多項式であることから, κは正整数であるこ
とがわかる.

命題 2.2と終結式の定義の直後の議論より, lnとmnの関係式が得られる.

系 3.2. 補題 3.1の状況で,

ln(A,B) = mn(A,D), ln(A,D) = mn(A,B), ln(A,C) = mn(A,C),

ln(B,C) = mn(C,D), ln(C,D) = mn(B,C), ln(B,D) = mn(B,D),

κn(A,B) = κn(A,D), κn(B,C) = κn(C,D).

命題 2.1の因数分解と終結式の定義から, 終結式 res(Xn, Yn)は以下のようになる.

命題 3.3. 命題 2.1の記号で, X,Y ∈ {A,B,C,D}, X ̸= Y とするとき,

res(Xn, Yn) = xdeg Yn
n ydegXn

n

∏
(r,s)∈RX

n

∏
(r′,s′)∈RY

n

f(r, s, r′, s′)2.

ただし, xn, ynはそれぞれXn, Ynの最高次係数とし,

f(r, s, r′, s′) = sn2
rK + siK ′

n
− sn2

r′K + s′iK ′

n

とする.

これを踏まえて, 次節では f(r, s, r′, s′)2を調べる.

4 q展開

τ = iK ′/K, q = eπiτ とする. 主結果の証明では以下の q展開 ([10, 21·61], [10, 22·6,22·61])
を使う:

k
1
2 = 2q

1
4 + · · · , 2K = π

(
1 + 2

∞∑
j=0

qj
2)2

, (4.1)

snu =
2π

Kk

∞∑
j=0

qj+
1
2 sin(2j + 1)x

1− q2j+1
, (4.2)
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nsu =
1

snu
=

π

2K
cosecx+

2π

K

∞∑
j=0

q2j+1 sin(2j + 1)x

1− q2j+1
(4.3)

ただし, x := πu/2K であり, (4.2), (4.3)はそれぞれ | Im(x)| < π
2 Im(τ), {x ∈ C | | Im(x)| <

π Im(τ), x ∋ πZ}において成立する.

u = rK+siK′

n ((r, s) ∈ Rn)としたときを考える. 0 ≤ s < nなら (4.2), s = 0なら (4.3)が使
えることに注意すれば, −4 sn2 rK+siK′

n は qに関する先頭次数が− s
n で, 先頭係数が

(ζr − ζ−r)2 s = 0のとき,

ζ−2r 0 < s < nのとき,

(ζr − ζ−r)−2 s = nのとき

(ζ = exp
πi

2n
)

である q
1
2n のローラン級数で表示できる. よって f(r, s, r′, s′)2の q展開の先頭項が得られ, 主

定理の証明に使う部分を以下の補題でまとめる.

補題 4.1. s ≥ s′とするとき, 16f(r, s, r′, s′)2の q展開の先頭項は qに関する次数が−2s
n であ

り, 先頭係数を L(r, s, r′, s′)とおくと

|L(r, s, r′, s′)| =


|1− ζr

′
2n|−4 s < s′ = n, n : 奇数のとき,

|1− ζr2n|−4 s′ < s = n, n : 偶数のとき,

1 その他.

(ζm = exp
2πi

m
)

5 定理1.1の証明

X,Y ∈ {A,B,C,D}, X ̸= Y とする. 命題 3.3の設定と同様に, xn, yn はそれぞれ多項式
Xn, Ynの xを変数としたときの先頭係数とする. 命題 2.1の最高次係数と (4.1)より, xnと yn

の q展開が得られ, その先頭係数をそれぞれ x′nと y′nとする. このとき, 命題 3.3と補題 4.1か
ら, res(Xn, Yn)の q展開の先頭項は

x′n
deg Yny′n

degXn
∏

(r,s)∈RX
n

∏
(r′,s′)∈RY

n

L(r, s, r′, s′)

16
q−

2
n
max{s,s′} (5.1)

である.

まず, q展開の先頭項の次数を考える. 補題 3.1と (4.1)によれば, res(Xn, Yn)の q展開の先
頭項の次数は qln(X,Y )である. 一方で, 命題 2.1と (4.1)から, x′n

deg Yny′n
degXn の qのべきの部

分は q
1
2
degXn deg Yn であり, よって, (5.1)より,

ln(X,Y ) =
1

2
degXn deg Yn − 2

n

∑
(r,s)∈RX

n

∑
(r′,s′)∈RY

n

max{s, s′}

であるとわかり, ln(X,Y )が得られる. よって, 系 3.2より, mn(X,Y )の値も求められる.

次に, res(Xn, Yn) の q 展開の先頭係数について考える. 補題 3.1 と (4.1) より, それは
κn(X,Y )16ln(X,Y )であることがわかる. κn(X,Y )は正であるから, (5.1)の絶対値のみわかれ
ばよい. res(Xn, Yn) = res(Yn, Xn)であることと系 3.2より, (X,Y ) ∈ {(A,C), (A,D), (B,C),

(B,D)}の場合のみ求めればよいことがわかるため, ここでは sは偶数で, s′は奇数としてよ
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い. 命題 2.1と (4.1)より, (5.1)の x′n
deg Yny′n

degXn と 16のべきの部分は自明である. 残る
P :=

∏
(r,s)∈RX

n

∏
(r′,s′)∈RY

n

|L(r, s, r′, s′)|は

P1 =
∏

(r,s)∈RX
n ,

s̸∈{0,n}

∏
(r′,s′)∈RY

n ,
s′ ̸∈{0,n}

|L(r, s, r′, s′)|, P2 =
∏

(r,s)∈RX
n ,

s∈{0,n}

∏
(r′,s′)∈RY

n ,
s′ ̸∈{0,n}

|L(r, s, r′, s′)|,

P3 =
∏

(r,s)∈RX
n ,

s̸∈{0,n}

∏
(r′,s′)∈RY

n ,
s′∈{0,n}

|L(r, s, r′, s′)|, P4 =
∏

(r,s)∈RX
n ,

s∈{0,n}

∏
(r′,s′)∈RY

n ,
s′∈{0,n}

|L(r, s, r′, s′)|

として, P = P1P2P3P4と分解し, s,s′の偶奇の仮定を踏まえ, 補題 4.1を用いれば, よく知ら
れた

∏n−1
r=1 (1− ζrn) = nと |1− ζrn| = |1− ζn−r

n |が使える. したがって, P1, P2, P3, P4が計算で
き, res(Xn, Yn)の先頭係数が得られる. よって, (1.2) (補題 3.1内の式と同じ式)の両辺の q展
開の先頭係数を比較すれば, κnが得られ, 証明が完了する.
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