
種の指標L関数の明示式とその応用

水野 義紀 ∗ (徳島大学)

1 導入

城戸義旗さんは大阪大学修士論文 [7] (平成 15年)において, 多くの数値例を基に次の予想を
提示した. 主張にある h(Di) は, 判別式 Di の虚 2次体 Q(

√
Di) の類数, W (Di) は単数群の位

数, A0(f
2D0)は判別式 f2D0 の簡約 2次無理数の集合, ⌊α⌋はガウス記号 (⌊α⌋ ≤ α < ⌊α⌋+1

を満たす整数) である.

城戸の予想. D0 > 0 を実 2次体の判別式とし, D1 < 0, D2 < 0 を虚 2次体の判別式とする.

さらに, ある f ∈ N が存在して, f2D0 = D1D2 の関係があるものとする. このとき,

24
h(D1)h(D2)

W (D1)W (D2)
=

∑
α∈A0(f2D0)

ψ(α)⌊α⌋

が成り立つ. ここで, ψ は, ±1 に値を取るもので次で定義される. α ∈ A0(f
2D0) に対して,

α の特性多項式を aX2 + bX + c (a, b, c ∈ Z, (a, b, c) = 1, a > 0, b2 − 4ac = f2D0) とする.

D1を割る素判別式 d に対して, クロネッカー記号 (da) と (dc ) の少なくとも一方は 0でなく,

χd(α) を 0でない方の値とする. ここで, ψ を

ψ(α) =
∏

prime discriminant d|D1

χd(α)

と定義する.

(D1, D2) = 1, f = 1, ψ が種の指標である場合はザギエによる既知の結果であり, 条件を弱
めたらどうなるかを実験し定式化したのが城戸の予想である.

ザギエの結果を特殊化することで, ヒルツェブルフ ([4, p. 63]) による虚 2次体の類数を連
分数で記述する面白い公式が導ける. ザギエ「数論入門」([17, 14章])に解説がある. 主張の
条件 p > 3 は, p = 3 のとき単数群の位数が違ってくることに由来する.

ヒルツェブルフ・ザギエ. 3 < p ≡ 3 (mod 4) を素数, Q(
√
p) の類数 h(4p) = 1とする.

√
p

の連分数展開を
√
p = [a0, a1, a2, a3, · · · , a2t] とすると, Q(

√
−p) の類数が

h(−p) = 1

3

2t∑
i=1

(−1)iai

で与えられる.

城戸さんは大阪大学博士前期課程の 1学年後輩で, 山本芳彦先生の研究室であった. 彼が卒
業するときに修士論文をもらい, それから折をみて考えていたが, [8], [3] をきっかけとして
やっと理解できた. 城戸の予想と一般化, 応用として得られるヒルツェブルフ・ザギエ型の公
式について報告する.

∗この研究は,科学研究費補助金により助成を受けたものです (若手研究 (B) 25800021,基盤研究 (C) 17K05175).
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2 種の指標の L 関数と, その明示式

∆ を 2次判別式とする. すなわち整数 ∆ は平方数でなく, ∆ ≡ 0, 1 (mod 4). ∆ が偶数か奇
数かに従って σ = 0または 1とおき, ω∆ := (σ+

√
∆)/2 (平方根は

√
∆ := i(1−sign(∆))/2

√
|∆|)

とする. O∆ := [1, ω∆] を判別式 ∆ の整環とする. 極大でないものも含めて考えている. C∆
でイデアル類群, C+

∆ で狭義イデアル類群を表し, h(∆) := |C∆|, h+(∆) := |C+
∆| が類数である.

∆ < 0 なら W (∆) := ♯O×
∆ とおく. 2次判別式 ∆ は ∆ = dKf

2 の形に一意的に表せる. ここ
で dK は 2次体 K = Q(

√
∆) の判別式, 自然数 f は導手とよばれる.

任意の O∆-可逆な整イデアル a に対し, 整数基底 a = [β1, β2] を (β1β
′
2 − β′1β2)/

√
∆ < 0

を満たすように取る. 但し, β′ は β の共役である. この様な基底を向き付けられた基底とよ
ぶ. この基底に対し fβ1,β2(x, y) := N∆(a)

−1(β1x+ β2y)(β
′
1x+ β′2y) とおくと, これは判別式

∆ の原始的 2元 2次形式となる. ここで N∆(a) := (O∆ : a) は a の絶対ノルムとした. 整数
係数 2元 2次形式 ax2 + bxy + cy2 を [a, b, c] と略記することもある. 2次形式の SL2(Z) 同
値類 [[fβ1,β2 ]] は, 向き付けられた基底の取り方に依らず定まる. 第 10章も参照.

e1, e2 を二つの基本判別式とする. 自然数 f0 に対し, ∆ := e1e2f
2
0 は判別式になる. 逆に判

別式 ∆ に対し, ∆/e1 がまた判別式になる様な基本判別式 e1 | ∆ を取り, ∆/e1 = e2f
2
0 と表

せば ∆ = e1e2f
2
0 の形の表示を得る.

∆ = e1e2f
2
0 を 2次判別式とする. 文献 [1], [8], [5] 等に従い, 判別式 ∆ の原始的 2元 2次形

式で負定値でないものに対し, 種の指標 χe1,e2 を次で定義する:

χe1,e2([a, b, c]) :=
∏

prime discriminant q∗|e1

χ(q∗)([a, b, c]),

χ(q∗)([a, b, c]) :=

χq∗(a) if (a, q) = 1,

χq∗(c) if (c, q) = 1,
χq∗(m) :=

(
q∗

m

)
.

ここで χq∗(m) はクロネッカー記号. この χe1,e2 は well-defined な狭義の類指標になる. 特に
SL2(Z) 同値類上で一定値を取る. χe1,e2 = χe2,e1 も確認できる.

2次判別式 ∆ に付随する次のふたつの対象を同一視する (本稿, 第 10章を参照): 狭義イデ
アル類群 C+

∆, 原始的 2元 2次形式で負定値でないものの SL2(Z) 同値類 F∆. この同一視によ
り, 種の指標 χe1,e2 を C+

∆ の指標と考え, 種の指標の L 関数を次で定義する:

ζ(s,O∆, χe1,e2) :=
∑

invertible O∆−ideal a

χe1,e2(a)N∆(a)
−s (ℜ(s) > 1).

ここで和はすべての O∆-可逆な整イデアルをわたる. 表題に有る明示式とは, 次の結果を指す.

定理 1. e1, e2 を異なる二つの基本判別式, f0 を自然数, ∆ := e1e2f
2
0 とすると,

ζ(s,O∆, χe1,e2) = L(s, χe1)L(s, χe2)

×
∏

prime p|f0

(1− χe1(p)p
−s)(1− χe2(p)p

−s)− pmp−1−2mps(p1−s − χe1(p))(p
1−s − χe2(p))

1− p1−2s
.

ここで L(s, χe) はディリクレ L 関数, χe(∗) = ( e∗) はクロネッカー記号, mp は pmp が f0 を
割る最大の整数.

(e1, e2) = 1, f0 = 1 の場合は良く知られた分解式で, 証明も易しい. 基本判別式 e1, e2 のど
ちらかが 1 の場合, この結果は金子先生 [9] の結果であり, e1, e2 のどちらかは奇数で, ∆ の導
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手も奇数の場合, この結果は Chinta-Offen [3] にある. しかし, 両論文において証明は省略さ
れている.

指標の直交性を援用して局所因子を分析すると, 定理 1から 2元 2次形式の表現数を係数に
持つディリクレ級数を, 固定した種の中の類をわたって平均したものの明示式 (Williams 達に
よる)を再導出することも出来る. ∆ < 0 なら [5, Theorem 10.1, p. 295], ∆ > 0 なら [13,

Theorem 3, p. 52] を参照. 言い換えると, 定理 1は彼らの結果と同値である. その意味で定理
1は, 本当に新しいとは言えないが, 我々の証明は Williams 達のものに比べて直接的で工夫は
要らない.

また, 伊吹山先生 [6] もこの明示式を独立に出されていることを知った. その動機は, 2次
ジーゲル保型形式の跡公式で type VII の寄与に清水の L 関数という形で出てくるというこ
とである.

3 ヒルツェブルフ・ザギエ型公式

定理 1の応用として, ヒルツェブルフ・ザギエ型の公式を得ることが出来る.

系 1. p ≡ 1 (mod 12)を素数で, Q(
√
p)の類数が h(p) = 1であるとする. ω9p := (1+3

√
p)/2

の連分数展開を ω9p = [a0, a1, a2, a3, · · · , a2t] とすると, h(9p) = 1 であって, かつ Q(
√
−3p)

の類数が

h(−3p) =
1

2

2t∑
i=1

(−1)iai

で与えられる.

例 1 (p = 73). (1+ 3
√
73)/2 = [13, 3, 6, 12, 1, 1, 1, 12, 6, 3, 25], −3+ 6− 12+ 1− 1+ 1− 12+

6− 3 + 25 = 8 から h(−3 · 73) = 4.

系 2. p ≡ 1 (mod 24) を素数で, Q(
√
p) の類数が h(p) = 1 であるとする. ω36p := 3

√
p の連

分数展開を ω36p = [a0, a1, a2, a3, · · · , a2t] とすると, h(36p) = 1 であって, かつ Q(
√
−3p) の

類数が

h(−3p) =
1

10

2t∑
i=1

(−1)iai

で与えられる.

例 2 (p = 73). 3
√
73 = [25, 1, 1, 1, 2, 1, 1, 5, 1, 4, 1, 5, 1, 1, 2, 1, 1, 1, 50], −1 + 1 − 1 + 2 − 1 +

1− 5 + 1− 4 + 1− 5 + 1− 1 + 2− 1 + 1− 1 + 50 = 40 から h(−3 · 73) = 4.

得られた L 関数の明示式と併せて, この様なことを金子先生に報告すると,「こんなのもあ
る」と次の観察を教示頂くことが出来た. その観察も, 我々の結果の系として導くことが出来
る. この系 3は, ヒルツェブルフ・ザギエにあたる p ≡ 3 (mod 4) の場合を補う形の定式化で
あって, さすが金子先生, と思われた.

系 3. p ≡ 1 (mod 4) を素数, 整環 O4p の類数 h(4p) = 1 とする. ω16p := 2
√
p の連分数展開

を ω16p = [a0, a1, a2, a3, · · · , a2t] とすると, h(16p) = 1 であって, かつ Q(
√
−p) の類数が

h(−4p) =
1

3

2t∑
i=1

(−1)iai

で与えられる.
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例 3 (p = 53). 2
√
53 = [14, 1, 1, 3, 1, 1, 1, 6, 1, 1, 1, 3, 1, 1, 28], −1+ 1− 3+ 1− 1+ 1− 6+ 1−

1 + 1− 3 + 1− 1 + 28 = 18 から h(−4 · 53) = 6.

例 4 (p = 73). 2
√
73 = [17, 11, 2, 1, 3, 8, 3, 1, 2, 11, 34], −11+2−1+3−8+3−1+2−11+34 = 12

から h(−4 · 73) = 4.

注意 1. p ≡ 1 (mod 8) のとき, h(4p) = 1 は h(p) = 1 と同値になる. 実際, 後で述べる
補題 4から h(4p) = h(p)(2 − χp(2))/[O×

p : O×
4p] と [O×

p : O×
4p] | (2 − χp(2)) が出るので,

[O×
p : O×

4p] = 1. 従って p ≡ 1 (mod 8) の場合, 系 3はルーにより既知である ([12, p. 1147]).

これらの系は, 次に述べる定理 2の特殊化として得られる. ∆ > 0 を 2次判別式とする. 判
別式 ∆ の原始的不定形式 f = [a, b, c] に対し, ξf = (b +

√
∆)/(2a) とおく. ξf は 2次無理

数である (型 (a, b, c), 判別式 ∆ の 2次無理数とよばれている). A∆ を判別式 ∆ の 2次無理
数全体, A+

∆ := {α ∈ A∆ ; −1 < α′ < 0, 1 < α} を判別式 ∆ の簡約 2次無理数全体とする.

α = (b +
√
∆)/(2a) ∈ A+

∆ に対し, 格子 a = [a, aα] は O∆-正規イデアル (regular ideal)と
なる. ここで O∆-正規イデアルとは, 整イデアルであって可逆かつ原始的なことを意味する.

α = (b+
√
∆)/(2a) ∈ A+

∆ に原始的 2次形式 fα(x, y) := fa,aα(x, y) = [a, b, (b2 −∆)/(4a)] を
付随させ, その指標の値として記号 χe1,e2(α) を定める: χe1,e2(α) := χe1,e2(fα).

定理 2. e1, e2 < 0 を異なるふたつの負基本判別式, f0 を自然数, ∆ := e1e2f
2
0 > 0 とすると,

6
√
∆

π2
ζ(1,O∆, χe1,e2) =

∑
α∈A+

∆

χe1,e2(α)⌊α⌋ =
h(e1)h(e2)

W (e1)W (e2)
· 24f0

×
∏

prime p|f0

(1− χe1(p)p
−1)(1− χe2(p)p

−1)− p−1−mp(1− χe1(p))(1− χe2(p))

1− p−1
.

ここで mp は定理 1と同様に定義され, ⌊α⌋ は ⌊α⌋ ≤ α < ⌊α⌋+ 1 を満たす整数である.

f0 = 1, e1 ̸= e2 の場合が城戸さんの予想である. e1 | e2, f0 = 1 の場合には, Lu [12] も
h(e1)h(e2) の表示を得ているが, 少し複雑に見える.

判別式 ∆ = 1440 の例. e1 = −4, e2 = −8 ·5, f0 = 3,∆ = 1440のとき, h(e1) = 1, W (e1) = 4,

h(e2) = 2, W (e2) = 2, χe1(3) = χe2(3) = −1 で
∑

α∈A+
∆
χe1,e2(α)⌊α⌋ = 36.

e′1 = −4 · 5, e′2 = −8, f0 = 3,∆ = 1440 のとき, h(e′1) = 2, W (e′1) = 4, h(e′2) = 1,

W (e2) = 2, χe′1
(3) = χe′2

(3) = 1 で
∑

α∈A+
∆
χe′1,e

′
2
(α)⌊α⌋ = 24.

reduced forms α ∈ A+
∆ cont.frac. χe1,e2(α)⌊α⌋ χe′1,e

′
2
(α)⌊α⌋

[13,−20,−20] 2
13 (5 + 3

√
10) [2, 4, 2, 1] +2 −2

[20,−20,−13] 1
10 (5 + 3

√
10) [1, 2, 4, 2] −1 +1

[8,−24,−27] 3
4 (2 +

√
10) [3, 1, 6, 1] +3 −3

[27,−24,−8] 2
9 (2 +

√
10) [1, 6, 1, 3] −1 +1

[5,−30,−27] 3
5 (5 + 2

√
10) [6, 1, 3, 1] +6 −6

[27,−30,−5] 1
9 (5 + 2

√
10) [1, 3, 1, 6] −1 +1

[8,−32,−13] 1
4 (8 + 3

√
10) [4, 2, 1, 2] −4 +4

[13,−32,−8] 2
13 (8 + 3

√
10) [2, 1, 2, 4] +2 −2

[1,−36,−36] 6(3 +
√
10) [36, 1] +36 +36

[36,−36,−1] 1
6 (3 +

√
10) [1, 36] −1 −1

[4,−36,−9] 3
2 (3 +

√
10) [9, 4] −9 −9

[9,−36,−4] 2
3 (3 +

√
10) [4, 9] +4 +4

36 24
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reduced forms は簡約形式のつもりであるが, Halter-Koch ([8, p. 210])の定義は高木 [15]

と少し異なる. A+
∆ の元を列挙するために用いたのみで本論とは関係ないが, 上では [15]の意

味で用いている.

4 定理1の証明方針

2次判別式∆ = e1e2f
2
0 が偶数か奇数かに従ってσ = 0または 1とおき, ω∆ = (σ+

√
∆)/2と

していた. 格子 b = [a, r+ω∆] (a, r ∈ N)がO∆-イデアルになるのは, a | N (r+ω∆)なるときで
ある. さらに, O∆-イデアル b = [a, r+ω∆]がO∆-可逆になるのは, gcd(a,∆,N (r+ω∆)/a) = 1

なるときである. O∆ の原始的イデアル b は, 適当な a, r ∈ N, r (mod a), a | N (r + ω∆),

N∆(b) = a を用いて b = [a, r + ω∆] と表せる ([8, Theorem 5.4.2, p. 133]参照). この基底
β1 = a, β2 = r + ω∆ は (β1β

′
2 − β′1β2)/

√
∆ < 0 を満たし, 向き付けられている. O∆ の整イ

デアルは O∆-可逆かつ原始的なとき, O∆-正規 (regular)と呼ばれる.

2次判別式 ∆ = e1e2f
2
0 を ∆ = dKf

2, dK は K := Q(
√
∆) の判別式, f は導手, と表して

おく. O∆ においては, 素イデアル分解の一意性は必ずしも成立しない. しかし導手 f と素な
イデアル a ((N∆(a), f) = 1) に限れば成立する. また, 可逆整イデアルを互いに素な素数冪ノ
ルムをもつ可逆整イデアルの積に分解する仕方は一意的である. 自然数でくくれば原始的なイ
デアルに帰着出来るので, O∆-正規イデアルで考えれば十分である. 具体的には, O∆-正規イ
デアル b = [

∏
p p

lp , r + ω∆] の一意分解は b =
∏

p b
(p), b(p) := [plp , r + ω∆], N∆(b

(p)) = plp

で与えられる ([8, Exercise 5.4.8, p. 139] のイデアル積の公式と [8, Theorem 5.4.2, p. 133]の
正規イデアルの特徴付け参照). 従って, オイラー積表示を得る ([9] も参照):

ζ(s,O∆, χe1,e2) =
∏

prime p

ζp(s,O∆, χe1,e2),

ζp(s,O∆, χe1,e2) :=
∑
t≥0

∑
invertible O∆−ideal a

N∆(a)=pt

χe1,e2(a)N∆(a)
−s =

∑
t≥0

p−stη1(p
t).

ここで

η1(p
t) :=

∑
invertible O∆−ideal a

N∆(a)=pt

χe1,e2(a) =

⌊t/2⌋∑
j=0

∑
regular O∆−ideal b

N∆(b)=pt−2j

χe1,e2(b) =

⌊t/2⌋∑
j=0

θ1(p
t−2j),

η0(p
t) :=

∑
invertible O∆−ideal a

N∆(a)=pt

1 =

⌊t/2⌋∑
j=0

∑
regular O∆−ideal b

N∆(b)=pt−2j

1 =

⌊t/2⌋∑
j=0

θ0(p
t−2j),

θ1(p
t−2j) :=

∑
regular O∆−ideal b

N∆(b)=pt−2j

χe1,e2(b), θ0(p
t−2j) :=

∑
regular O∆−ideal b

N∆(b)=pt−2j

1.

上に述べたように, 導手 f を割る素数 p のオイラー因子の計算に特に注意が要る. 文献 [2,

p. 263]にある, ノルムが p 冪の正規イデアルのリストを用いて, 対応する原始的 2次形式を求
めた後, χe1,e2 の値を定めて θj(p

t) を書き下し, 指標和を計算することでオイラー因子が計算
できる.

値 θj(p
t) の計算例. 奇素数 p | f を取り, n を d1 := ∆/p2n がまた判別式になる最大の整数と

する. 他の場合も同様であるから, (d1p ) = −1 の場合に値 θj(p
2n) の計算を紹介する.
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文献 [2, p. 263] あるいは [8, Theorem 5.4.2, p. 133] により, b = [p2n, r + ω∆] が O∆-正
規になるのは, ある自然数 m で 2r + σ = pnm, p ∤ m2 − d1 なるものが存在するときである.

(d1p ) = −1 と仮定しているので, これは 2r + σ = pnm なる自然数 m が存在することとして
よく, m は mod pn を動くことが出来る. 従って

θ0(p
2n) =

∑
regular O∆−ideal b

N∆(b)=p2n

1 =
∑

m mod pn

1 = pn.

b = [p2n, r + ω∆] の定める原始的 2次形式の同値類の代表は

fp2n,r+ω∆
(x, y) = p−2n(p2nx+ (r + ω∆)y)(p

2nx+ (r + ω′
∆)y) = [p2n, pnm, (m2 − d1)/4]

である (10章にある全単射 Φ∆ : F∆ → C+
∆ により, Φ∆([[fp2n,r+ω∆

]]) = [b]+). 従って

χ(q∗)(b) =

1 if q ̸= p,

χp∗(m
2 − d1) if q = p,

χe1,e2(b) =

1 if p ∤ e1,

χp∗(m
2 − d1) if p | e1,

θ1(p
2n) =

∑
regular O∆−ideal b

N∆(b)=p2n

χe1,e2(b) =


∑

m mod pn 1 = pn if p ∤ e1,∑
m mod pn χp∗(m

2 − d1) = −pn−1 if p | e1.

5 2-因子の扱い

判別式 e を基本判別式 D と導手 F を用いて e = DF 2 と表す. このとき次の記号を用い
る: ∆(e) := D とし, ∆2(e) は ∆(e) の 2-因子. 従って∆2(e) ∈ {1,−4,±8} かつ ∆(e)/∆2(e)

は奇基本判別式 (または 1). 前の設定に戻って, ∆ = e1e2f
2
0 とする. m2 は 2m2 ||f0 なる 0 ま

たは自然数とし, いつもの様に ∆ = dKf
2 と表し, 2 | f の場合を考える. n で d1 := ∆/22n

がまた判別式になる最大の整数を表す. 偶な素判別式は 3種類あるため, それらが e1, e2 に含
まれる仕方に従って e1e2f

2
0 に付随する基本判別式 ∆(e1e2f

2
0 ) および導手の 2冪がいろいろ

起こりえる. そのため, 少し注意が必要になる.

• d1 は奇判別式 (i.e. ∆2(d1) = 1) ⇐⇒ ∆2(e1) = ∆2(e2)

• ∆2(d1) = −4 ⇐⇒ (∆2(e1),∆2(e2)) ∈ {(1,−4), (−4, 1), (±8,∓8)} =⇒ d1 ≡ 12 (mod 16)

• ∆2(d1) = 8 ⇐⇒ (∆2(e1),∆2(e2)) ∈

{
(1, 8), (8, 1),

(−4,−8), (−8,−4)

}
=⇒ d1 ≡ 8 (mod 32)

• ∆2(d1) = −8 ⇐⇒ (∆2(e1),∆2(e2)) ∈

{
(1,−8), (−8, 1),

(−4, 8), (8,−4)

}
=⇒ d1 ≡ 24 (mod 32)

n と m2 の関係は, ∆2(e1) または ∆2(e2) が 1 なら n = m2, そうでない場合 ∆2(d1) = −4

のとき n = m2 + 2, ∆2(d1) = ±8 のとき n = m2 + 1 等となる. d1 は判別式であるから
• (d12 ) = −1 ⇐⇒ d1 ≡ 5 (mod 8) • (d12 ) = 1 ⇐⇒ d1 ≡ 1 (mod 8)

以上に注意しつつ, [2, p. 263]にあるノルムが 2 冪の正規イデアルのリストを活用する.

6 Hecke-Meyer-Siegel-Zagier

ζ(1,O∆, χe1,e2)の簡約 2次無理数をわたる和による表示を得るため, ヘッケ・マイヤー・ジー
ゲル・ザギエの結果を用いる (実 2次体のクロネッカー極限公式). ∆ > 0 が基本判別式の場
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合, 次の公式がジーゲルの本 [14, p. 133] にある. ∆ > 0 が (基本判別式とは限らない) 2次判
別式の場合も全く同様に証明できる. C∆ は判別式 ∆ のイデアル類群, C+

∆ は狭義イデアル類
群であった. O∆-可逆な分数イデアル a と b が同値なことを a ∼ b で表し, 同値類は [a] と表
す. 狭義同値は, a ∼+ b, 狭義同値類は [a]+ とする.

命題 (ジーゲル). ∆ > 0 を 2次判別式とする. χ は狭義の類指標で χ((β)) = signN (β) を満
たすとする. O∆ の基本単数 ϵ∆ > 1 について N (ϵ∆) = 1 を仮定する. そのとき

ζ(1,O∆, χ) =
π2√
∆

∑
[b]+∈C+

∆

χ(b)G(b),

G(b) =
χ((β2))

2πi

[
Log

(√
(z − α)(z − α′)η(z)2

)]z∗0
z0
.

ここに η(z) はデデキントのエータ関数, z0 は上半平面の任意の点, 任意の O∆-可逆な分数イ
デアル b = [β1, β2] の基底を (β1β

′
2−β′1β2)/N (β2) > 0 に取るとき, Mb ∈ SL2(Z), z

∗
0 , α ∈ R

は次で定義されている:

ϵ∆

(
β1

β2

)
=Mb

(
β1

β2

)
, Mb ∈ SL2(Z), z∗0 :=Mb⟨z0⟩, α := β1/β2.

また, Log の枝は, ひとつ選んで固定している.

行列 M =
(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) で c > 0, |a+ d| > 2 を満たすものに対し, 文献 [16] に従って,

I(M, s) :=

∫ z∗0

z0

∂

∂z
E(z, s)dz, z∗0 :=M⟨z0⟩

とおく. 命題の行列 Mb =
(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) は, 条件 c > 0, |a+ d| > 2 を満たす. 命題は次の

表示から従う:

ζ(1,O∆, χ) =
i

2
√
∆

∑
[b]+∈C+

∆

χ(b)χ((β2))I(Mb, 1).

値 I(Mb, 1) を詳しく計算するため, ℑ(z) > 0 に対し

δ(z) := 24Logη(z) = 2πiz − 24

∞∑
n,m=1

e2πinmz/m

とし, 任意の M ∈ SL2(Z) に対し

2πinM := δ(M⟨z⟩)− δ(z)− 12Log(cz + d)

とおく. この Log は主値とする. この nM は, z に依らない整数値を取る (Logη(z) の変換公
式). 次が知られている.

補題 1 (マイヤー [16]). I(Mb, 1) = π2nMb
/(6i)

補題 2 (ザギエ [16]). (1) M ∈ SL2(Z) がM =
(
b1 −1
1 0

) (
b2 −1
1 0

)
· · ·

(
br −1
1 0

)
(bj ∈ Z) の形な

ら, nM =
∑r

i=1(bi − 3).

(2) 任意の M =
(
a b
c d

)
∈ SL2(Z), c ̸= 0 について, n−M = nM + 6 sign(c).

89



7 系1,2,3の証明

いくつか必要な補題を述べておく. e > 0 が 2次判別式のとき, ϵe > 1 を Oe の基本単数と
する.

補題 3. (1) もし N (ϵe) = −1 であれば, e は p ≡ 3 (mod 4) なる素数で割れない.

(2) e1, e2 を異なる二つの負基本判別式とする. 判別式 ∆ = e1e2f
2
0 について, N (ϵ∆) = 1.

従って, 任意の α ∈ A+
∆ に対し, 連分数展開の周期の長さは偶数.

Proof. (1)は [8, Theorem 5.2.2, p. 124] にある. (2)を示す.

場合 1 ∆ が素数 p ≡ 3 (mod 4) で割れるとき. (1)により N (ϵ∆) = 1 が言える.

場合 2 ∆ が素数 p ≡ 3 (mod 4) で割れないとき. ei < 0 かつ p ≡ 1 (mod 4) は正の素判
別式であるから, 各 ei は負の素判別式 −4 または −8 で割り切れる. 従って 42 | ∆. この
とき, O∆ = [1,

√
∆/2] 故, ϵ∆ は, ある整数 x, y により ϵ∆ = x + y

√
∆/2 と表せる. 従って

N (ϵ∆) = x2 − y2∆/4 ≡ x2 ≡ 0, 1 (mod 4). よって N (ϵ∆) = −1 は不可能である.

補題 3の (2)は (証明は簡略化できたものの)城戸 [7] にある. 連分数展開の周期の長さの偶
奇と基本単数のノルムの関係は [11, p. 126] 参照.

補題 4. 2次判別式 e, K := Q(
√
e) とし, e = dKf

2 (dK は K の判別式, f は自然数) と表し
ておく. OdK を K の整数環, χdK を K のクロネッカー記号,

ν := [O×
dK

: O×
e ], ψ(f) := f ·

∏
prime q|f

(1− χdK (q)q
−1)

とおき, φ(f) でオイラー関数を表すことにする. このとき
(1) ν | φ(f)ψ(f),
(2) h(dKf

2) = h(dK)ψ(f)/ν.

補題 4の (1)は [15, 定理 5.26, p. 319, 問題 1, p. 310], (2)は [17, p. 77], [8, Excercise 8.1.5,

p. 328]参照.

補題 5 (高木 [15, p. 316]). 素数 p ≡ 1 (mod 4) なら, N (ϵp) = −1.

系 1,2,3 を証明するため, 一般的事実を準備する. e1, e2 を異なる二つの負基本判別式とする.

∆ = e1e2f
2
0 が偶数か奇数かに従って σ = 0 または 1 とおき, 基数を ω∆ = (σ +

√
∆)/2 と定

義した. その連分数展開は ω∆ = [a0, a1, a2, a3, · · · , a2t] = [a0, a1, · · · , ξj ] の形で与えられる.

補題 3 (2)により, 周期の長さは偶数である. 各終項は ξj = [aj , aj+1, aj+2, · · · , a2t−j ] ∈ A+
∆

で, [8, Theorem 2.3.5, p. 54] を用いた直接計算により

ξ2t = a0 − ω′
∆, fξ2t = [1, 2a0 − σ, a20 − a0σ + (σ2 −∆)/4],

ξ1 = 1/(ω∆ − a0), fξ1 = [−ξ2tξ′2t, 2a0 − σ,−1] (ξ2tξ
′
2t < 0).

χe1,e2 の定義から, χe1,e2(ξ2t) = χe1(1) = 1, χe1,e2(ξ1) = χe1(−1) = −1 (e1 < 0 である).

2次形式 fξ2j は基本形式 f1,ω∆ = g∆ := [1, σ, (σ − ∆)/4] と SL2(Z) 同値, fξ2j−1
は g∆ と

GL2(Z) 同値であるが SL2(Z) 同値ではない. 第 10章の記号を用いて 2次無理数の用語で言
えば, ξj ∈ A+

∆, [ξ1]∼ = [ξj ]∼ (∀j), 偶数 j につき [ξ2]∼+ = [ξj ]∼+ , χe1,e2(ξj) = 1, 奇数 j につ
き [ξ2]∼+ ̸= [ξj ]∼+ , [ξ1]∼+ = [ξj ]∼+ , χe1,e2(ξj) = −1 が分かる. [11, 定理 3.6, p. 115]も参照.
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系 1 を証明するため, 定理 2 で e1 = −3, e2 = −3p, f0 = 1 従って ∆ = 9p とおく.

K = Q(
√
9p) の判別式は dK = p なので, ∆ = 9p の導手は f = 3, 補題 4にいう φ(3) =

ψ(3) = 2 である. 今, νp = [O×
p : O×

9p] とおく. 補題 4と仮定 h(p) = 1 により, νp | 4 か
つ h(9p) = 2/νp ∈ N. 一方, 補題 3 (2)と補題 5から, νp > 1, νp = 2 が出て, h(9p) = 1

が結論される. これにより全ての A+
9p が同値になり, 特に ω9p と GL2(Z) 同値なこと, 及び

A+
9p = {ξj ; j = 1, 2, · · · , 2t} が分かる ([11, 定理 3.6, p. 115]). 故に,

∑
α∈A+

9p

χ−3,−3p(α)⌊α⌋ =
2t∑
j=1

χ−3,−3p(ξj)⌊ξj⌋ =
2t∑
j=1

(−1)jaj .

値 h(−3) = 1, W (−3) = 6, W (−3p) = 2 と定理 2の等式から系 1が導かれる. 系 2も同様で
e1 = −3, e2 = −3p, f0 = 2 とおけばよい.

系 3を証明するため, 定理 2で e1 = −4, e2 = −4p, f0 = 1 従って ∆ = 16p とおく. K =

Q(
√
16p) = Q(

√
4p) の判別式は dK = p である. また, ν ′p = [O×

p : O×
16p], νp = [O×

p : O×
4p]. と

おく. 補題 4により, h(4p) = h(p)(2− χp(2))/νp かつ νp | (2− χp(2)), 特に h(p) | h(4p). 今,

h(4p) = 1 を仮定しているので h(p) = 1 となる. 従って, p ≡ 1 (mod 8) なら νp = 1, p ≡ 5

(mod 8) なら νp = 3 であることが分かる. 一方, 補題 4から h(16p) = 2(2− χp(2))/ν
′
p かつ

ν ′p | 4(2 − χp(2)). 補題 3 (2)と補題 5から ν ′p > 1 は偶数. O×
16p ⊂ O×

4p ⊂ O×
p を踏まえると

νp | ν ′p. これらを用いて h(16p) = 1 が以下のように示される.

場合 1 p ≡ 1 (mod 8) のとき, h(16p) = 2/ν ′p ∈ N なので, 偶数 ν ′p > 1 は 2 である.

場合 2 p ≡ 5 (mod 8) のとき, ν ′p は νp = 3で割り切れ, ν ′p | 12 なので ν ′p ∈ {3, 6, 12}, しか
も ν ′p は偶数で h(16p) = 6/ν ′p ∈ N 故, ν ′p = 6 となり h(16p) = 1.

あとは系 1の証明と同様に進む. 値 h(−4) = 1, W (−4) = 4, W (−4p) = 2 に注意する.

例 3 であるが, 連分数展開 (1 +
√
53)/2 = [4, 7] により, [7] = (7 +

√
53)/2 ∈ A+

53 と
ϵ53 = (7 +

√
53)/2 が分かる. ϵj53 (1 ≤ j ≤ 12) を計算することで (あるいは同様に ϵ4·53 =

182 + 25
√
53 を求めることで) ν53 = 3 が言え, 補題 4 (2)と h(53) = 1 から h(4 · 53) = 1 が

分かる. 従って系 3の仮定は満たされており, 例 3を得る.

8 定理2の証明

定理 2の設定で話を進める. 特に ∆ = e1e2f
2
0 である. 次により命題 (ジーゲル)を適用で

きる.

補題 6. χe1,e2 は狭義の類指標で, χe1,e2((α)) = signN (α) を満たす.

Proof. 狭義の類指標であることは [8] 6.5 章を参照. N (α) > 0 なる α ∈ Q(
√
∆) に対し, 単項

イデアル (α)に対応する原始的2次形式は g∆ = [1, σ, (σ−∆)/4]. 従って χe1,e2((α)) = 1. 一方,

N (α) < 0なる α ∈ Q(
√
∆)に対しては, (α)に対応する原始的 2次形式は [(∆−σ)/4,−σ,−1].

今, e1 < 0 だから χe1,e2((α)) = χe1(−1) = −1.

一般に, 簡約 2次無理数 ξ = (b+
√
∆)/(2a) ∈ A+

∆に対し, 格子 I(ξ) = [aξ, a] は O∆-正規
イデアルである. 基底 β1 = aξ, β2 = a は β2 > 0, (β1β

′
2 − β′1β2)/N (β2) = ξ − ξ′ > 0 を満

たしている. 同値類 [b] ∈ C∆ の代表を, ある ξ ∈ A+
∆ を用いて b = I(ξ) の形に選べる. ξ の

連分数展開を ξ = [u0, u1, u2, · · · , u2n−1] = [u0, u1, · · · , ξj ] (ξ0 := ξ) とする. 任意の j につ
いて ξj ∈ A+

∆ である. 第 10章の記号を用いて言えば, ξj ∈ A+
∆, [ξ]∼ = [ξj ]∼ (∀j), 偶数 j に
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つき [ξ]∼+ = [ξj ]∼+ , 奇数 j につき [ξ]∼+ ̸= [ξj ]∼+ , [ξ1]∼+ = [ξj ]∼+ である ([11, 定理 3.6, p.

115]参照). [8, Theorem 2.2.9, p. 44] により, この基底 β1 = aξ, β2 = a に付随する命題 (ジー
ゲル)の行列 Mb は Mb =

(
u0 1
1 0

) (
u1 1
1 0

)
· · ·

(
u2n−1 1

1 0

)
と表せる. J =

(−1 0
0 1

)
とおき, 恒等式

( u 1
1 0 ) J = −

(
u −1
1 0

)
, J ( u 1

1 0 ) =
(−u −1

1 0

)
, J2 = ( 1 0

0 1 ) に注意すると

Mb = (−1)n
(
ũ0 −1
1 0

) (
ũ1 −1
1 0

)
· · ·

(
ũ2n−1 −1

1 0

)
, ũj := (−1)juj .

補題 2 (ザギエの公式)を援用して,

nMb
=

2n−1∑
j=0

(ũj − 3) +
(−1)n − 1

2
6.

以上は O∆-正規イデアル b = I(ξ0) に対して nMb
を求めた. 同じことを O∆-正規イデアル

b := I(ξ1) に行い nMb
を求める (b は共役イデアル b′ を意味しない). N (ϵ∆) = 1 であるこ

とから, [b] = [b], [b]+ ̸= [b]+ である. さっきの論法を ξ1 = [u1, u2, u3, · · · , u2n−1, u0] に適用
することで, 次を得る:

nMb
=

2n−1∑
j=0

(−ũj − 3) +
(−1)n − 1

2
6.

関係式 χe1,e2(I(ξj)) = (−1)jχe1,e2(I(ξ0)) を考慮すると,

χe1,e2(b)nMb
+ χe1,e2(b)nMb

= χe1,e2(I(ξ0))nMb
+ χe1,e2(I(ξ1))nMb

=

2n−1∑
j=0

χe1,e2(I(ξ0))(ũj − 3) +

2n−1∑
j=0

χe1,e2(I(ξ1))(−ũj − 3)

= 2
2n−1∑
j=0

χe1,e2(I(ξj))uj = 2
2n−1∑
j=0

χe1,e2(ξj)⌊ξj⌋.

この等式を C+
∆ =

∪
[b]∈C∆{[b]

+, [b]+} にわたって加えれば,

ζ(1,O∆, χ) =
i

2
√
∆

∑
[b]+∈C+

∆

χe1,e2(b)χe1,e2((β2))I(Mb, 1) =
i

2
√
∆

∑
α∈A+

∆

π2

6i
2χe1,e2(α)⌊α⌋.

これと, 明示式 (定理 1)及びディリクレの類数公式により得られる ζ(1,O∆, χ) の表示を等値
すると定理 2を得る.

9 オイラー因子のリーマン予想の類似

金子先生のもうひとつの論文 [10] を参考に, L 関数に現れたオイラー因子がリーマン予想
の類似を満たすことを確認する. ここでオイラー因子とは次を指す (u := p−s):

Pm(u) :=
(1− χe1(p)u)(1− χe2(p)u)− pm−1u2m(pu− χe1(p))(pu− χe2(p))

1− pu2
.

s = 1/2 + it/ log p とおくと u = p−s = e−it/
√
p であり, Pm(u) は

1− e−2(m+1)it − (χe1(p) + χe2(p))p
−1/2e−it(1− e−2mit) + χe1(p)χe2(p)p

−1e−2it(1− e−2(m−1)it)

1− e−2it

=
e−imt

p

(
p
sin(m+ 1)t

sin t
−√

p(χe1(p) + χe2(p))
sinmt

sin t
+ χe1(p)χe2(p)

sin(m− 1)t

sin t

)
.
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x := cos t と変数変換し, Qm(x) := peimtPm(u) と定義する. 例えば

Q0(x) = p− χe1(p)χe2(p), Q1(x) = 2px−√
p(χe1(p) + χe2(p)).

第 2種チェビシェフ多項式 Um(x) を用いて, Qm(x) は次のように表せる:

Qm(x) = pUm(x)−√
p(χe1(p) + χe2(p))Um−1(x) + χe1(p)χe2(p)Um−2(x).

多項式 Um(x) (m = 0, 1, 2, · · · ) の次数は m である. 例えば,

U0(x) = 1, U1(x) = 2x, U2(x) = 4x2 − 1, U3(x) = 8x3 − 4x.

U−1(x) = 0, U−2(x) = −1 も便宜上思い出しておく.

オイラー因子 Pm(u) に対するリーマン予想の類似を確認するには, Qm(x) の全ての根が区
間 (−1, 1) にあることを見れば十分である (実際, これは t ∈ R を導く). 良く知られた漸化式
Um(x) = 2xUm−1(x)− Um−2(x) を用いると, Qm(x) の漸化式

Qm(x) = 2xQm−1(x)−Qm−2(x) (m = 2, 3, 4, · · · ) (1)

を得る. Qm(x) は実係数 m 次かつ最高次の係数が正なので, まず Qm(x) が異なる m 個の実
根を持つことが分かる. 実際, Q0(x), Q1(x) については明らかで, 漸化式 (1) に Qm−1(x) の
零点を代入することでグラフの概形が帰納的に読み取れ, 全ての Qm(x) でも正しいことが分
かる.

もう一度, 漸化式 (1), Qm(x) は実係数 m 次かつ最高次の係数が正なこと, 及びこれらから
分かるグラフの概形を用いると, Qn(x), Qn−1(x), · · · , Q0(x)が [−1, 1]においてスツルム列を
成すことが帰納法で確認できる. 点 x = ±1 における符号変化の回数 N(−1) = n, N(1) = 0

は, 次から求められる:

Qn(1) = (p− χe1(p)χe2(p)) + n(
√
p− χe1(p))(

√
p− χe2(p)) > 0,

(−1)nQn(−1) = (p− χe1(p)χe2(p)) + n(
√
p+ χe1(p))(

√
p+ χe2(p)) > 0.

スツルムの定理によりQm(x) は N(−1)−N(1) = m− 0 = m 個の根を区間 (−1, 1) にもつ
ことが結論される.

スツルム列. f(x) = f0(x), f1(x), · · · , fl(x) ∈ R[x] が区間 [a, b]で次の 4条件を満たすとき,

区間 [a, b] においてスツルム列を成すという.

(1) 任意の x0 ∈ [a, b], k = 0, 1, · · · , l − 1 に対し, 値 fk(x0) と fk+1(x0) は同時に零になら
ない.

(2) ある x0 ∈ [a, b], k = 1, · · · , l − 1 に対し fk(x0) = 0 とすると, fk−1(x0)fk+1(x0) < 0.

(3) fl(x) > 0 (∀x ∈ [a, b]), または fl(x) < 0 (∀x ∈ [a, b]).

(4) ある x0 ∈ [a, b] で f(x0) = 0 とすると, f ′(x0)f1(x0) > 0.

スツルムの定理. f(x) = f0(x), f1(x), · · · , fl(x) ∈ R[x] が区間 [a, b] においてスツルム列を成
すとする. 簡単のため f(x) = f0(x) は重根を持たないとし, f(a)f(b) ̸= 0 と仮定する. c ∈ R

に対し N(c) は数列 f0(c), f1(c), · · · , fl(c) ∈ R を左から右に見ていったときの符号変化の回
数とする (0 は削除して数える). このとき f(x) の区間 [a, b] 内の根は N(a)−N(b) 個.
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10 用語と対応の纏め ([8]から抜粋)

∆ を 2次判別式とする. a が分数 O∆-イデアルとは, 格子 a ⊂ Q(
√
∆) で O∆a ⊂ a を満た

すものを指す. 分数 O∆-イデアル a が O∆-可逆とは, aa1 = O∆ となる分数 O∆-イデアル a1

が存在することを言う. 2つの分数 O∆-イデアル a, b が同値 (a ∼ b) であるとは, a = λb と
なる λ ∈ Q(

√
∆)× が存在することである. a の同値類を [a] で表し, O∆-可逆な分数 O∆-イ

デアルの同値類全体を C∆ とする (イデアル類群). 2つの分数 O∆-イデアル a, b が狭義同値
(a ∼+ b) であるとは, a = λb となる λ ∈ Q(

√
∆)×, N (λ) > 0 が存在することである. a の狭

義同値類を [a]+ で表し, O∆-可逆な分数 O∆-イデアルの狭義同値類全体を C+
∆ とする (狭義

イデアル類群). 判別式 ∆ の 2次無理数全体を

A∆ := {ξ = (b+
√
∆)/(2a) ; a, b, c ∈ Z, a ̸= 0, (a, b, c) = 1, b2 − 4ac = ∆},

一次分数変換をM⟨z⟩ := αz + β

γz + δ
, M =

(
α β
γ δ

)
で表す. 2つの数 z1, z2 ∈ A∆ が同値 (z1 ∼ z2)

であるとは, z1 = A⟨z2⟩ となる A ∈ GL2(Z) が存在することである. ξ の同値類を [ξ]∼ で
表し, 同値類全体を X∆ とする. 2つの数 z1, z2 ∈ A∆ が狭義同値 (z1 ∼+ z2) であるとは,

z1 = A⟨z2⟩ となる A ∈ SL2(Z) が存在することである. ξ の同値類を [ξ]∼+ で表し, 同値類全
体を X+

∆ とする. Halter-Koch に従って

h(∆) := |X∆|, h+(∆) :=

|X∆| if ∆ < 0,

|X+
∆| if ∆ > 0,

と定義する ([8, p. 20]).

判別式 ∆ の負定値でない原始的 2元 2次形式の SL2(Z) 同値類の全体を F∆ と表す. ax2+

bxy + cy2を [a, b, c] と略記し, f = [a, b, c] の同値類は [[f ]] = [[a, b, c]] で表す. f = [a, b, c]に
対し, ξf := (b+

√
∆)/(2a) とおく. ξf は f(X,−1) = 0 のひとつの解である.

事実 1. ∆ > 0 に対し, ϑ∆([[f ]]) := [ξf ]∼+ で定まる写像 ϑ∆ : F∆ → X+
∆ は全単射. また

∆ < 0 に対し, ϑ∆([[f ]]) := [ξf ]∼ で定まる写像 ϑ∆ : F∆ → X∆ は全単射. 従って,

h+(∆) :=

|X∆| if ∆ < 0

|X+
∆| if ∆ > 0

= |F∆|

([8, p. 197]).

判別式 ∆ の 2 次無理数 ξ = (b +
√
∆)/(2a) ∈ A∆ は, a ̸= 0, b, c ∈ Z, (a, b, c) = 1,

b2 − 4ac = ∆ のとき型 (a, b, c) と呼ばれる. 格子 I(ξ) := [a, aξ] は O∆-正規イデアル (即ち,

整イデアルであって可逆かつ原始的) になり, N∆(I(ξ)) = |a|.

事実 2. 任意の 2次判別式 ∆ に対し, ι∆([ξ]∼) := [I(ξ)] で定まる写像 ι∆ : X∆ → C∆ は全単
射. また ∆ > 0 に対し, ι∆([ξ]∼+) := [I(ξ)]+ で定まる写像 ι∆ : X+

∆ → C+
∆ は全単射. ここで

ξ は 型 (a, b, c) で, a > 0 に選んでおく. 従って,

h(∆) := |X∆| = |C∆|, h+(∆) =

|C∆| if ∆ < 0

|C+
∆| if ∆ > 0

= |C+
∆|

([8, p. 146]).

事実 3. 任意の 2 次判別式 ∆ に対し, Φ∆([[f ]]) :=
[
I(ξf )

√
∆

(1−sign(a))/2
]+
で定まる写像

Φ∆ : F∆ → C+
∆は全単射. 従って, h+(∆) = |F∆| = |C+

∆| ([8, p. 214]).
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