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概 要

本稿では, 第 11回福岡数論研究集会における講演に基づき, ℘進 Drinfeld保型形式の
幾何的理論の展開とその応用に関する講演者の結果 [Hat3] を紹介する.

1 背景

pを素数, q > 1を p巾, A = Fq[t]とおく. ℘ ∈ A \ Fq をモニックな既約多項式, d > 0

をその次数とする. K を Aの素イデアル (℘)における完備局所環の商体とし, その剰余体
k(℘) = A/(℘)を自然に A代数と思う. K は ℘を素元とする完備離散付値体である. また,

Laurent巾級数体 Fq((1/t))の代数閉包の 1/t進完備化を C∞と書く.

Drinfeld保型形式とは楕円保型形式の関数体類似であり, ℘進Drinfeld保型形式とは p進楕
円保型形式の関数体類似である. 本稿の主題はこれらの関数体上の保型形式だが, その前に楕
円保型形式と p進楕円保型形式の理論について概略を復習しておく. (p進保型形式の理論と
その応用については [Hat1, Hat2]も参照.)

1.1 楕円保型形式と p進楕円保型形式

1.1.1 楕円保型形式

kとM > 0を整数とし,

Γ1(M) =

{
γ ∈ SL2(Z)

∣∣∣∣∣ γ ≡

(
∗ ∗
0 1

)
modM

}

とおく. レベル Γ1(M), 重さ kの楕円保型形式とは, 上半平面H = {z ∈ C | Im(z) > 0}上の
正則関数 f : H → Cで,

f

(
az + b

cz + d

)
= (cz + d)kf(z) (∀z ∈ H, ∀γ =

(
a b

c d

)
∈ Γ1(M))

を満たし,さらに尖点での正則性の条件を満たすものだった. これらのなす空間をMk(Γ1(M))C

と書く. この中で尖点で消えるものは尖点形式と呼ばれる.

保型形式の数論幾何的な研究においては, このような関数論的定義よりも次の言い換えが
重要だった. M ≥ 5のとき, Z[1/M ]上固有スムーズな代数曲線X1(M)と, (普遍楕円曲線の
不変微分形式のなす層から定まる) X1(M)上の可逆層 ω̄が存在して, これらの Cへの底変換
X1(M)C, ω̄Cに対し次が成立する:

Mk(Γ1(M))C = H0(X1(M)C, ω̄
⊗k
C ).
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X1(M)は楕円曲線とそのレベル Γ1(M)構造の組を分類するモジュライ空間, 正確にはそのコ
ンパクト化 (レベル Γ1(M)のモジュラー曲線)だった.

同様に, 任意の Z[1/M ]代数 Rに対し, レベル Γ1(M), 重さ kの R上の楕円保型形式が, R

への底変換X1(M)R, ω̄Rを用いて

Mk(Γ1(M))R = H0(X1(M)R, ω̄
⊗k
R )

で定義される.

1.1.2 q展開

保型形式 f ∈ Mk(Γ1(M))R は, その∞での q 展開 f∞(q) ∈ R ⊗ (Z[1/M ][[q]])で決まる.

また, Z[1/M ] 代数 R ⊆ S に対し, f ∈ Mk(Γ1(M))S が Mk(Γ1(M))R の像に入ることと,

f∞(q) ∈ R⊗ (Z[1/M ][[q]]) ⊆ S ⊗ (Z[1/M ][[q]])となることは同値 (q展開原理).

1.1.3 Hecke作用素

各素数 lに対するHecke作用素 Tl(l ∤M), Ul(l |M)がMk(Γ1(M))Rに作用し, それによっ
て保型形式 f , あるいは R加群Mk(Γ1(M))R を, 各素数ごとの情報の総体と考えることがで
きる.

1.1.4 p進楕円保型形式

N ≥ 5 を p と素な整数とする. 従順レベル N の p 進楕円保型形式とは, 保型形式の族
f = (fi)i∈Z≥0

, fi ∈ Mki(Γ1(N))Qで, (fi)∞(q) ∈ Q[[q]]がQp[[q]]において (Zp[[q]]が定める p

進位相で)収束するようなもののことである [Ser, §1.4 (b)]. このとき, 整数列 (ki)iは

X = Z/(p− 1)Z× Zp

において (離散位相と p進位相の直積位相で)収束する [Ser, §1.4 (c), Théorème 2]. 但し, こ
こでは対角写像で Z ⊆ X と思っている. このようにして定まるX の元を, p進楕円保型形式
f の重さと呼ぶ. 従順レベルN , 重さ χの p進楕円保型形式のなすQp線型空間をMχ(Np

∞)

で表す. 集合Xは, 重さ空間 (weight space)と呼ばれるQp上のリジッド解析多様体W のQp

値点W(Qp)と同一視できる.

p進楕円保型形式についても次のような幾何的な言い換えが重要である. モジュラー曲線
の Qp への底変換 X1(N)Qp を Qp 上のリジッド解析多様体と思い, X1(N)ordQp

で X1(N)Qp か
ら超特異良還元を持つ楕円曲線に対応する点を全て除いた許容開集合を表す. X1(N)ordQp

は
X1(N)Qp の通常跡 (ordinary locus)と呼ばれる.

注 1.1. X1(N)の標数 pのファイバーには超特異点が有限個しかないが, ここで除外している
点は特殊化によるそれらの逆像なので無限集合であり, 従ってX1(N)ordQp

は代数幾何的な開集
合ではない. これが定義に p進解析幾何 (あるいは形式幾何)が現れる理由である.

このとき, 任意の χ ∈ X に対し, X1(N)ordQp
上の可逆層 ω̄χ

Qp
が存在して

Mχ(Np
∞) = H0(X1(N)ordQp

, ω̄χ
Qp

)
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を満たす. χ = k ∈ Zの場合は ω̄χ
Qp

= ω̄⊗k|X1(N)ordQp
であり, 従ってMk(Γ1(N))Qp ⊆Mχ(Np

∞)

と見なせる. また, p進楕円保型形式に対しても∞での q展開を定義でき, それが p進楕円保
型形式自身を決定する.

さらに, Mχ(Np
∞)にも各素数に対するHecke作用素が作用する. pでのHecke作用素Upは

q展開に ∑
n≥0

anq
n 7→

∑
n≥0

apnq
n

を引き起こすような作用素である.

注 1.2. 通常還元を持つ (あるいはそれに近い)楕円曲線には標準部分群 (canonical subgroup)

が存在し, 従って「もともとレベルが pで割れている」ような状況にある. そのため, モジュ
ラー曲線のレベルが pと素でも, Mχ(Np

∞)に作用するHecke作用素は TpでなくUpを考える
のが正しい. これはMχ(Np

∞)の元を, 標準部分群が定める標準切断によって, レベルが pで
割れるモジュラー曲線の標準的通常跡 (＝通常跡のうち標準部分群に対応する部分)上の切断
と考えているから, と言うこともできる.

1.1.5 保型形式の p進族

保型形式の間の p進的な合同関係は現代の整数論において重要な役割を果たしている. その
一つの理由は, 保型形式の研究を合同によって簡単な場合 (例えば重さ 2)に帰着できる, とい
う点にある. そのような合同は, 古典的には特定の保型形式に対する q展開の組み合わせ論的
な性質に依拠していたが, 今や保型形式の p進族の理論によって, 体系的かつ大量に構成でき
るようになっている.

古典的な保型形式は整数を重さに持つので, それだけでは p進連続的な族をなさない. その
ため, p進保型形式 (正確には, その部分空間をなす過収束保型形式)や, それに相当する別の概
念 (過収束モジュラーシンボルなど)を接合剤として用いることで, 古典的な保型形式を p進
的に補間する必要がある.

実際は, 上で定義した (X の元を重さとして持つ) p進楕円保型形式も接合剤としては不十
分であり, 重さ空間W の任意の Q̄p値点に対し, それを重さとして持つ過収束楕円保型形式の
概念を定義しなければならない. X = W(Qp)の元は連続指標 Z×

p → Z×
p と同一視されるが,

W(Q̄p)の元は連続指標 Z×
p → O×

Q̄p
と対応する.

いずれにせよこのようにして,肥田族, Coleman族, Coleman-Mazur固有値曲線 (eigencurve),

固有値多様体 (eigenvariety)などの保型形式の p進族を, 重さ空間上のリジッド解析多様体と
して構成することができる.

1.1.6 傾斜の構造

m ≥ 1を整数とし, vp で vp(p) = 1を満たす加法的 p進付値を表す. 楕円保型形式の空間
Mk(Γ1(Np

m))C における Up の固有値の vp による付値のことを傾斜 (slope)と呼ぶ. 傾斜は
Q≥0 ∪ {+∞}の元である. 過収束楕円保型形式の空間においても Upの固有値や傾斜の概念を
定義できる.

例えば尖点形式の空間 Sk(Γ1(2))C におけるU2の傾斜は次の表のようになる. ([Buz, Intro-

duction]から引用.) 傾斜 (k− 2)/2は 2-newformのもので, 2-oldformの空間には足して k− 1
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になる傾斜が対になって表れる, ということまでは古典理論から分かるが, 2-oldformの傾斜の
具体的な値が問題になる.

k 傾斜

12 3,8

14 6,6

16 3,7,12

18 4,8,13

20 3,9,9,16

22 5,10,10,16

24 3,7,11,16,20

26 4,12,12,12,21

傾斜は多くの神秘的な構造を有しており, 1990年代から研究者の関心を集めていた. 例えば
上の表で各 kでの最小の傾斜を並べると 3, 6, 3, 4, 3, 5, 3, 4となるが, 実は Sk(Γ1(2))Cに現れる
最小の傾斜はこの数列の繰り返しである [Eme, Theorem 1.1, Lemma 1.2]. 傾斜に関する問い
としては, 傾斜の値としてどのような有理数が現れるか (幽霊予想), 特定の傾斜が現れる回数
は重さを動かした時どのように変動するか (Gouvêa-Mazur予想), 固有値多様体やスペクトル
多様体が重さ空間の外縁付近でどのような様相を呈するか (Buzzard-Kilford-Coleman-Mazur

予想, スペクトル光輪予想)などが活発な研究の対象となっているが, いずれも Coleman族・
固有値多様体や, Up作用素の重さ空間上の特性巾級数などの, p進族を用いた保型形式の取り
扱いと密接に関連している.

1.2 Drinfeld保型形式と ℘進Drinfeld保型形式

1.2.1 Drinfeld加群とDrinfeld保型形式

A = Fq[t]の定数でない元mに対し

Γ1(m) =

{
γ ∈ GL2(A)

∣∣∣∣∣ γ ≡

(
∗ ∗
0 1

)
mod m

}

とおく. また, Drinfeld上半平面ΩをΩ = C∞ \Fq((1/t))で定義する. Ωは Fq((1/t))上のリ
ジッド解析多様体としての構造を持つ. また, ΩにはGL2(A)が

γ =

(
a b

c d

)
∈ GL2(A), z ∈ Ω に対し γ(z) =

az + b

cz + d

によって作用する.

k ∈ Z, m ∈ Z/(q − 1)Zとする. レベル Γ1(m), 重さ k, 型mのDrinfeld保型形式とは, Ω

上のリジッド解析関数 f : Ω → C∞で

f

(
az + b

cz + d

)
= (cz + d)k(ad− bc)−mf(z) (∀z ∈ Ω, ∀γ =

(
a b

c d

)
∈ Γ1(m))

を満たし, さらに尖点での正則性の条件を満たすものである [Gos1, Gek]. これらのなす空間
をMk,m(Γ1(m))C∞ と書く. Drinfeld尖点形式の概念も同様に定義できる.
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注 1.3. Drinfeld「上半」平面と言っても, 上半平面のように C \ Rが二つの連結成分に分か
れ, その一方を選んでいる, というわけではない. Drinfeld保型形式の定義に型の概念が現れ
るのはそのためである.

この場合も, 上のような関数論的な定義より, ある種のモジュライ空間—Drinfeldモジュ
ラー曲線—上の可逆層の切断としての解釈が重要になる. モジュラー曲線は楕円曲線とその
レベル構造の組のモジュライ空間だったが, Drinfeldモジュラー曲線は「楕円曲線の関数体類
似」である (階数 2の) Drinfeld加群とそのレベル構造の組のモジュライ空間である.

定義 1.4. S を A上のスキームとするとき, S 上の Drinfeld加群とは, S 上の可逆層 Lと, そ
れに伴う同変線束 V∗(L)へのA作用の組で, 次の性質を満たすものである. S上 Zariski局所
的には V∗(L)は加法群Ga = Spec(OS [X])と同一視できるが, このとき

• 定数 Fq ⊆ Aの作用はOS への作用が定める自然なものと一致し,

• t倍は [t](X) = tX + a1X
q + a2X

q2 , 但し a2 ∈ OS(S)
×, で定まる.

Drinfeld加群に対してもレベル Γ1(m)構造を定義することができ, それらの組のモジュライ
空間 (のコンパクト化) X1(m)はA[1/m]上の固有スムーズ絶対連結な代数曲線になる. また,

「mに次数が q − 1と素な既約因子が存在する」という仮定の下では, レベル Γ1(m)構造に別
の付加構造を組にした, 「レベル Γ∆

1 (m)構造」を定義することができる [Hat3, §4.1]. これに
対するモジュライ空間 (のコンパクト化)X∆

1 (m)も A[1/m]上固有スムーズ絶対連結な代数曲
線である. X∆

1 (m)上にも (普遍Drinfeld加群の不変微分形式のなす層から定まる)自然な可逆
層 ω̄を定義でき, Mk,m(Γ1(m))C∞ と, H0(X∆

1 (m)C∞ , ω̄
⊗k
C∞

)における (付加構造の部分への自
然な F×

q 作用についての)同変部分, とを同一視できる.

同様に, 任意の A[1/m]代数Rに対し, R上のDrinfeld保型形式のなす空間Mk,m(Γ1(m))R

と, その幾何的な解釈が存在する.

1.2.2 x展開

Drinfeld保型形式f ∈Mk,m(Γ1(m))Rに対し,その∞でのx展開f∞(x) ∈ R⊗A(A[1/m][[x]])

を定義することができる. (t展開と呼ぶのが標準的のようだ.) f はその x展開で決まり, 楕円
保型形式の場合と同様の x展開原理が成り立つ [Hat3, Proposition 5.1].

1.2.3 Hecke作用素

Aの既約多項式 vに対し, Hecke作用素 Tv(v ∤ m), Uv(v | m)がMk,m(Γ1(m))Rに作用する.

1.2.4 ℘進Drinfeld保型形式

n ∈ A \ Fq を ℘と素な元とする. 従順レベル nの ℘進Drinfeld保型形式とは, Drinfeld保
型形式の族 f = (fi)i∈Z≥0

, fi ∈Mki,mi
(Γ1(n))Fq(t)で, (fi)∞(x) ∈ Fq(t)[[x]]がK[[x]]において

(OK [[x]]が定める℘進位相で)収束するようなもののことである ([Vin, Definition 2.5], [Gos2,

Definition 5]).

Gossは ℘進Drinfeld保型形式の取りうる重さの集合として

S = Z/(qd − 1)Z× Zp

51



を提案した [Gos2, Definition 3]. Sには離散位相と p進位相の直積位相を入れる. ところが, ℘

進Drinfeld保型形式 f = (fi)iに対しその重さ χ ∈ Sを定義できるかどうか, また任意の χ ∈ S
に対し「重さ χの ℘進Drinfeld保型形式」の幾何的解釈が存在するかどうかについてはこれ
まで分かっていなかった. それらが本稿の主定理の一部である.

1.2.5 Drinfeld保型形式の ℘進族？

代数体上の保型形式の p進族の理論が高度に発展し, 様々な応用を生んでいるのに対し, そ
の関数体類似の研究は殆ど進んでいない. 代数体の場合最も基本的だったのが Eisenstein級
数のなす p進族だったが, それに相当する ℘進族も構成されていない. (類似の構成は [Gos2,

Theorem 2]にあるが, 以下に述べる意味で不十分に思える.)

代表的な障害の一つが, 関数体上では重さ空間W の類似が定義されていない, ということ
である. W(Qp) = Z/(p− 1)Z× Zpの類似がGossの重さ集合 Sだが, Drinfeld保型形式の ℘

進族の理論を展開するにはW(K) = Sとなるような何らかの意味での多様体Wが必要に思え
る. ところが, 安直にW の構成を真似しても, (O×

K が位相的無限生成である, Frobenius写像
が存在するために局所解析的指標が p進数乗に限られる [Jeo, Lemma 2.1], などの理由で) W
のようなリジッド解析多様体を得ることはできない.

1.2.6 傾斜の構造

ところが, ℘進理論の展開が障害されているにも関わらず, Drinfeld保型形式の傾斜には何
らかの構造があるようだ. この場合, 傾斜とは U℘の固有値の ℘進付値のことを言う. p = 2,

q = 2, ℘ = tに対し, レベル Γ1(t), 重さ kのDrinfeld尖点形式の空間における Ut作用素の傾
斜を, Utの表現行列に関する Bandini-Valentinoの公式 [BV, (6)]を用いて計算すると次のよ
うになる. (太字は重複度.)

k 傾斜

5 1, 52
2
,+∞

6 1, 2, 3,+∞2

7 1, 3, 72
2
,+∞2

8 1, 2, 43,+∞2

9 1, 52
2
, 92

2
,+∞3

10 1, 2, 3, 53,+∞3

11 1, 3, 5, 112
4
,+∞3

12 1, 2, 4, 5, 63,+∞4

k 傾斜

13 1, 52
2
, 5, 132

4
,+∞4

14 1, 2, 3, 6, 75,+∞4

15 1, 3, 72
2
, 7, 152

4
,+∞5

16 1, 2, 43, 85,+∞5

17 1, 52
2
, 92

2
, 172

6
,+∞5

18 1, 2, 3, 53, 95,+∞6

19 1, 3, 5, 112
2
, 9, 192

6
,+∞6

20 1, 2, 4, 5, 6, 9, 107,+∞6

これを見ると,最小の有限傾斜は周期 1 (全て 1),二番目に小さな有限傾斜は周期 4 (52
2
, 2, 3, 2

の繰り返し), 三番目の有限傾斜は周期 8 (3, 72
2
, 43, 92

2
, 3, 5, 4, 5の繰り返し)で重複度込みの決

まった数列を繰り返しているのではないか, と思わずにいられない. 実際, 計算機で計算した
限り (q = 2で k ≤ 60, q = 4で k ≤ 82, q = 8で k ≤ 126, q = 9で k ≤ 108等)において
このような p巾周期の周期性が観察できる. もちろんこれは楕円保型形式の場合の Emerton

の定理 [Eme]の類似だが, それよりもはるかに強いことが成り立っていそうだ. [Eme]ではモ
ジュラー曲線X0(2)が種数 0であることが本質的だが, [BV]で扱っているのも結局種数 0の
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Drinfeldモジュラー曲線である. では種数> 0の場合はどうだろうか？無限傾斜の重複度にも
何らかの構造があるのか？傾斜に存在するこのような強い構造は, 代数体の場合は保型形式の
p進族の存在を反映していたが, 関数体の場合でも同様にDrinfeld保型形式の ℘進族の存在を
示唆しているのか, あるいはそれと全く別の原理によるものなのか？

2 主定理

本稿の主定理は次のものである.

定理 2.1. 1. [Hat3, Theorem 5.9] i = 1, 2に対し, fi ∈Mki,mi
(Γ1(n))OK

の x展開が

(f1)∞(x) ≡ (f2)∞(x) ̸≡ 0 mod ℘n

を満たすなら, k1 ≡ k2 mod (qd − 1)p⌈logp(n)⌉である. このことから, ℘進Drinfeld保型
形式の重さを, Sの元として定義できることが従う.

2. [Hat3, Proposition 5.10] 任意の χ ∈ Sに対し, 通常跡X∆
1 (n)ordK 上の可逆層 ω̄χ

K が存在
して, 従順レベル n, 重さ χの ℘進Drinfeld保型形式と, H0(X∆

1 (n)ordK , ω̄χ
K)の元とを同

一視できる.

3. [Hat3, Theorem 5.11] nに次数が q− 1と素な既約因子が存在すると仮定する. f をレベ
ル Γ1(n) ∩ Γ0(℘), 重さ k, 型mのDrinfeld保型形式で, x展開の係数が局所化A(℘)に入
るものとする. このとき, f は従順レベル n, 重さ kの ℘進Drinfeld保型形式.

3 証明のアイデア

主定理 2.1の主張 2は主張 1から従う. これは次のような理由による. ℘進Drinfeld保型形
式の定義では極限を取るDrinfeld保型形式の重さに条件が課されていないので, 可逆層 ω̄χ

K と
関連付けるためには重さの列が Sにおいて収束することを保証する必要があり, そこで主張 1

を使う. また, 主張 3も主張 2の幾何的解釈と, 後述するDrinfeld加群の標準部分群の理論を
用いれば直ちに従う.

以下では主張 1の証明のアイデアを簡単に説明する.

3.1 Drinfeld加群の標準部分群

B̄を k(℘)代数, Ēを B̄上のDrinfeld加群とする. このとき, 楕円曲線と同様に,「Ēが通常
(ordinary)である」という概念を定義することができる [Sha, Definition 2.11]. 楕円曲線の場
合は通常かどうかをHodge高さ (あるいはHasse不変量)と呼ばれる関数で判定できたが, 類
似の関数がDrinfeld加群の場合にも存在する. また, Hasse不変量は重さ p−1のEisenstein級
数Ep−1の法 p還元として得られていたが, 関数体上では重さ qd − 1のDrinfeld-Eisenstein

級数 gdがEp−1と同様の役割を果たす [Gek, (6.8)].

BをOK 代数, EをB上のDrinfeld加群とする. Eが通常還元 (ordinary reduction)を持つ
とは, EのB/℘Bへの底変換 Ēが通常であることを言う. このとき, Bが ℘進完備ならば, E

の℘nねじれ部分E[℘n]の, B上階数 qdnの有限局所自由閉部分群スキーム Cn(E)で, Ēの n階
相対 qd乗 Frobenius写像の核の持ち上げになっているようなものがただ一つ存在する [Hat3,

Lemma 3.5]. これをEのレベル nの標準部分群と呼ぶ.
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3.2 田口双対性とHodge-Tate-田口写像

主張 1は p進楕円保型形式における [Kat, Corollary 4.4.2]の関数体類似である. [Kat]におけ
る証明の鍵になっていたのは, 有限局所自由 (可換)群スキームのCartier双対性とHodge-Tate

写像だった. G をスキーム S 上の有限局所自由群スキーム, ωG をその不変微分形式のなす層
とする. G の Cartier双対 Car(G)とは, Car(G) = HomS(G,Gm)で定まる S上の有限局所自
由群スキームである. 従って, Gm = Spec(OS [X,X

−1])の不変微分形式 dX/X を引き戻すこ
とにより, Hodge-Tate写像

HTG : Car(G) → ωG

を得る. E が p進完備な Zp代数 R上の通常還元を持つ楕円曲線の場合, E[pn]の標準部分群
Cnはエタールな Cartier双対を持つ. このことから, HTCn が可逆層の同型

Car(Cn)⊗R/pnR→ ωE ⊗R R/p
nR

を定めることが従う. このエタール側と de Rham側の「ねじれ比較同型」が [Kat, Corollary

4.4.2]の証明の根幹だった.

ところが我々の場合, Drinfeld加群 Eは局所的には加法群なので, エタールな Cartier双対
を持つ非自明な有限局所自由閉部分群スキームは存在しない. 従ってHodge-Tate写像を用い
て「ねじれ比較同型」を構成することはできない. この障害を克服するのが, 有限 v加群 (finite

v-module)と呼ばれる有限局所自由 A加群スキームのあるクラスに対する田口双対性の理論
[Tag, §4]である.

SをA上のスキームとし, Cで S上のCarlitz加群を表す. すなわち, Cは階数 1のDrinfeld

加群で,群スキームとしてはC = V∗(OS) = Ga = Spec(OS [Z])であり, t倍が [t](Z) = tZ+Zq

で与えられるものである. EC = HomFq ,S(C,Ga) =
⊕

n≥0OSZ
qn とおき, E(q)

C で S の q 乗
Frobenius写像による EC の引き戻しを表す. C の相対 q乗 Frobenius写像と t倍写像はそれ
ぞれ, OS 加群の射

φC : E(q)
C → EC , ψC

t : EC → EC

を引き起こす. このとき, OS 加群の射

vC : EC → E(q)
C , Zqn 7→ Zqn−1 ⊗ (tq

n − t) + Zqn ⊗ 1

は, ψC
t − t = φC ◦ vC を満たし ψC

t と可換な唯一の射である. これが v構造 (v-structure)と呼
ばれるものの例である.

S上の有限 v加群とは, 大雑把に言うと, S上の有限局所自由 A加群スキーム Gで, 同様の
構成が可能なもののことである. 特に, 有限生成局所自由OS加群 EGと, v構造 vG : EG → E(q)

G
が定まっている. v構造は一意的とは限らないが, 被約な平坦OK 代数の上では, Aの 0でない
元で消えるような G に対しては一意的に存在する. (多くの場合, まずこの性質を満たす OK

代数上で v構造を導入し, そうでないOK 代数上にはその底変換を考えることで, v構造の不
定性の問題を回避できる. 例えば, X∆

1 (n)OK
の ℘進完備化の通常跡は, 形式アファイン環がこ

の性質を満たすアファイン形式スキームである.)

これらの準備のもとで, S上の有限 v加群 Gの田口双対 GDとは, GD = Homv,S(G, C)を満
たす S上の有限 v加群である. Homの添え字は, v構造と両立するA加群スキームの射, を意
味する. 従って, C の不変微分形式 dZ を引き戻すことにより, Hodge-Tate-田口写像

HTTG : GD → ωG
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を得る. Bを ℘進完備かつ被約な平坦OK 代数, EをB上の通常還元を持つDrinfeld加群と
するとき, その標準部分群 Cn(E)がエタールな田口双対を持つことを示せる. このことから,

HTTCn(E)が可逆層の同型

Cn(E)D ⊗A B/℘
nB → ωE ⊗B B/℘

nB

を引き起こすことが従う [Hat3, Proposition 3.8]. つまり, Cartier双対の代わりに田口双対を
用いることで, 所望の「ねじれ比較同型」が得られる.

3.3 Riemann-Hilbert対応と「井草の定理」の適用

Xord
n でX∆

1 (n)OK/(℘n)の通常跡を表す. 可逆層 ω̄のXord
n への制限を ω̄ord

n と書く. Xord
n の

非尖点部分 Y ord
n 上には普遍Drinfeld加群に対するレベル nの標準部分群 Cn,nが存在するが,

Cn,nは有限 v加群としての自然な構造を持ち, Hodge-Tate-田口写像が可逆層の同型

HTT : CD
n,n ⊗A OY ord

n
→ ω̄ord

n |Y ord
n

を定める. ここで, 両辺には標準部分群による商を取ることで定まる自然な Frobenius構造が
入っているが, Tate-Drinfeld加群を用いた分析により, HTTがそれらを保つことを示せる.

一方で, Cn,nをXord
n 上の, エタールな田口双対を持つ有限 v加群 C̄n,nに拡張することがで

きる. 実は, KatzのRiemann-Hilbert対応 [Kat, Proposition 4.1.1]が我々の場合にも一般
化でき [Hat3, Lemma 5.6], HTTが Frobenius構造を保つ同型であるということから, 局所定
数エタール層 C̄D

n,nと Frobenius構造付き可逆層 ω̄ord
n がRiemann-Hilbert対応することが従う

[Hat3, Proposition 5.8].

定理の仮定を満たす fiに対し, f1/f2は可逆層 (ω̄ord
n )⊗k1−k2 の, ∞を含む開集合における,

Frobenius構造で不変な切断を定める. このことから Frobenius構造付き可逆層 (ω̄ord
n )⊗k1−k2

が自明であることが分かる [Hat3, Corollary 5.7]. Riemann-Hilbert対応により, エタール層
C̄D
n,nの k1 − k2階テンソルも自明である. ところが, C̄D

n,nが定める基本群の表現 π1(X
ord
n ) →

(A/℘nA)×は全射である [Hat3, Lemma 5.3]. これは井草の定理の関数体類似である. 従って,

k1 − k2は群 (A/℘nA)×の exponent (qd − 1)p⌈logp(n)⌉で割れる. これで定理が証明できた.
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