
λ不変量が 3である岩澤加群の同型類を決定する

新しい不変量について

村上 和明 (慶應義塾大学)

1 はじめに

pを奇素数, Λ = Zp[[T ]]を p進整数環 Zp上の一変数冪級数環とする. Λが作用する加群の
構造の研究は岩澤理論において重要である. 環Λの性質より, Λ-加群の構造は擬同型類まで分
類することができる. 本稿はいくつかの条件のもとで λ不変量が 3である Λ-加群の同型類を
決定する不変量について考える. また, 得られた結果を楕円曲線の岩澤理論へ応用する.

まず, 以下の問題を考えたい.

問題 1. 有限生成ねじれ Λ-加群について, その特性イデアルよりも詳しい情報は得られるか?

有限生成ねじれ Λ-加群M に対して, その特性イデアル char(M)はM のΛ-加群としての構
造を知るうえで最も重要な不変量である. 岩澤理論では代数体に付随する岩澤加群の特性イデ
アルは, p進 L関数の代数的な側面と考えることができる.

この他に, 高次 Fitting イデアルもΛ-加群として構造を知るうえで重要な不変量である. Λ-

加群M の高次 FittingイデアルはM の有限表示から定義される行列の小行列式たちで生成さ
れるイデアルである (正確な定義は後で述べる). 特に, Zp-自由な Λ-加群の 0次 Fittingイデ
アルはその特性イデアルであることを注意しておく. 一般に, Λ-加群M の高次 Fittingイデア
ルはM の擬同型類を決定することが知られているが, M の同型類を決定することはできない
([7], Remark 9.4). それゆえ, M の同型類を知るためにはM のより詳細な情報が必要となる.

この様な問題に関して, distinguished多項式 f(T )を一つ固定して次の集合を考える:

Mf(T ) =

{
[M ]Qp

∣∣∣∣∣ M は有限生成ねじれ Λ-加群,

char(M) = (f(T )), M は自由 Zp-加群

}
.

ここで, [M ]QpはM のΛ-加群としての同型類を表す (M のΛ-同型類を [M ]Qpや [M ]で表す).

Mf(T )は f(T )が重根を持たないときに限り有限集合になる ([15], Thoerem 2). degf(T ) = 1

の場合は, Mf(T ) = {[Λ/(f(T ))]}である. degf(T ) = 2の場合は, 隅田氏と小池氏の研究に
よりMf(T )が決定されている ([4], [15]). 栗原氏は高次 Fitting イデアルを用いてMf(T )を
決定している ([6], Corollary 9.3). また, 隅田氏と小池氏の研究手法により, degf(T ) = 3と
degf(T ) = 4の場合もMf(T )が決定されている ([10], [11]).

本稿は
f(T ) = (T − α)(T − β)(T − γ)

と仮定する. ここで α, β, γ は相異なる pZp の元である. E(α, β, γ) = Λ/(T − α) ⊕ Λ/(T −
β) ⊕ Λ/(T − γ) とおく. Λ-加群の構造定理により, Λ-加群M で [M ] ∈ Mf(T )を満たすもの
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を E(α, β, γ)の Λ-部分加群とみなすことができる. さらに, 各同型類 C ∈ Mf(T ) に対して,

E(α, β, γ)の部分加群

M(m,n, x) := ⟨(1, 1, 1), (0, pm, x), (0, 0, pn)⟩Zp

で [M(m,n, x)] = Cを満たすものが取れる (次節で詳しく述べる). ここで ⟨∗⟩Zp は ∗で生成さ
れるZp-部分加群を表し, mとnは非負整数, xはZpの元である. mとnは同型類 [M(m,n, x)]

で決まる不変量である ([10], Corollary 4.2).

M を有限生成ねじれ Λ-加群とし, [M ] = [M(m,n, x)]を満たとする. このとき,

s(M) = m+ n

と定義する. s(M)は α, β, γの順番に依存しないことが証明できる (命題 2.3).

本稿の最初の主定理はM の Λ-同型類がその 1次 Fittingイデアルと不変量 s(M)で決定さ
れることである:

定理 1.1. [M ]Qp , [M
′]Qp ∈ Mf(T )とする. このとき, 以下のことは同値である.

(i) M ∼= M ′.

(ii) s(M) = s(M ′), Fitt1,Λ(M) = Fitt1,Λ(M
′), ここで Fitt1,Λ(M)と Fitt1,Λ(M

′)はM , M ′

の 1次 Fittingイデアルである.

上述の定理はより一般に有限次拡大 K/Q に対して, f(T )がK上の分離的な distinguished

多項式であれば成立することを注意しておく. 次に, 定理 1.1の岩澤理論への応用として以下
の問題を考えたい.

問題 2. 有限生成ねじれ Λ-加群M に対して, s(M)の数論的な意味は何か?

この問題に関して, 楕円曲線に付随する Selmer群を考える. K/Qを有限次拡大, EをQ上
の楕円曲線とする. 奇素数 pを固定し, Eは pで good ordinary reductionを持つと仮定する.

自然数 n ≥ 0に対して, QnをQ∞のQ上 pn次である唯一の中間体とする. E[p∞]を E の p

冪等分点とする. Eに対するK上の p-Selmer群を Selp(E,K)で表し, そのPontrjagin双対を
Xp(E,K)と書く.

さらに, 無限次拡大における Selmer群を

Selp(E,Q∞) = lim−→
n

Selp(E,Qn)

で定義する. 但し, 順極限はコホモロジー群における制限写像でとる. また, Selp(E,Q∞)の
Pontrjagin双対を Xp(E,Q∞)と表すことにする. このとき, Xp(E,Q∞)は有限生成ねじれ
Zp[[Gal(Q∞/Q)]]-加群になることが知られている. Gal(Q∞/Q)の位相的生成元を一つ固定し
て得られる環同型Λ = Zp[[T ]] ∼= Zp[[Gal(Q∞/Q)]]により, Xp(E,Q∞)は有限生成Λ-加群にな
ることがわかる. 本稿ではXp(E,Q∞)のΛ-加群としての同型類をいくつかの条件のもとで決
定したい. 以下のことを仮定する. pは玉河数を割らない. Gal(Q/Q)の Tp(E)への作用は全射
的である. (E,Q∞/Q)の µ不変量は 0で, pは anomalousでないとする. ここでQはQの代数
的閉包, Tp(E)はEのTate加群である. これらの条件を (♯)と書くことにする. ordpを正規化
された p進付値とする. [Xp(E,Q∞)] ∈ Mf(T )とするとき, 以下の定理により s(Xp(E,Q∞))

とXp(E,Q∞)の同型類を決定することができる.
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定理 1.2. EをQ上の楕円曲線とする. X(E/Q)のp-成分は有限でEは条件 (♯)を満たすとする.

ここで, X(E/Q) はEのQ上の Tate-Shafarevich 群である. さらに, [Xp(E,Q∞)] ∈ Mf(T ),

f(T ) = T (T − β)(T − γ) ∈ Zp[T ] は分離的な distinguished多項式であるとする. このとき,

Xp(E,Q∞) ∼= M

(
1

3
s,

2

3
s,

γ

β
p

1
3
s

)
=

⟨
(1, 1, 1), (0, p

1
3
s,
γ

β
p

1
3
s), (0, 0, p

2
3
s)

⟩
Zp

⊂ Λ/(T )⊕ Λ/(T − β)⊕ Λ/(T − γ).

但し, s = s(Xp(E,Q∞)) = 3

(
ordp(β)−

1

2
ordp(#X(E/Q))

)
.

3節で上述の定理の証明を与える. 証明のポイントは楕円曲線 E が条件 (♯)が満たすとき,

Xp(E,Q∞)の行列表示を skew-Hermitianになるよう選ぶことができるという点である ([6],

[9]). 行列が skew-Hermitianであることは定義 3.1で述べる.

最後に, 補足として f(T )が 2次式に場合についての結果を述べる.

f(T ) = (T − α)(T − β)

とおく. 但し, α と β は相異なる pZpの元である. 先ほどと同様に楕円曲線Eは (♯)を満たす
と仮定する. Mazur-Rubin ([9], Proposition 9.2.1)と小池氏 ([4], Theorem 2.1)の結果を合わ
せることで次を示すことができる.

定理 1.3. EをQ上の楕円曲線とする. X(E/Q)の p-成分は有限でEは条件 (♯)を満たすとす
る. さらに, [Xp(E,Q∞)] ∈ Mf(T ), f(T ) = (T −α)(T −β) ∈ Zp[T ] は分離的な distinguished

多項式であるとする. このとき,

Xp(E,Q∞) ∼= Λ/(T − α)⊕ Λ/(T − β).

2 準備

pを奇素数, K を p進体 Qp上の有限次拡大体, OK をK の整数環とする. また, πをK の
素元, ordK をKの正規化された付値とし, ΛK := OK [[T ]]と表すことにする. ΛK-加群の構造
定理 (cf. [17], Chapter 13)により, ΛK-準同型写像

φ : M −→ (
⊕
i

ΛK/(πmi))⊕ (
⊕
j

ΛK/(fj(T )
nj ))

で kernelと cokernelが有限になるものが存在する. ここで, mi, njは非負整数, fj(T ) ∈ OK [T ]

は既約な distinguished多項式である. M の特性イデアルを

char(M) = (
∏
i

πmi
∏
j

fj(T )
nj )

と定義する.
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前節と同様に固定された distinguished多項式 f(T )に対して, 特性イデアルが f(T )で生成
される有限生成ねじれ ΛK-加群の集合MK

f(T )を導入する:

MK
f(T ) =

{
[M ]K

∣∣∣∣∣ M は有限生成ねじれ ΛK-加群,

char(M) = (f(T )), M は自由OK-加群

}
.

ここで [M ]K は M の ΛK-同型類を表すことにする. 前節で述べたとおり, 本稿では

f(T ) = (T − α)(T − β)(T − γ) (1)

の場合を考える. ここで α, β, γは相異なる πOK の元である. Λ-加群の標準的な表示の仕方を
述べたい. [M ]K ∈ MK

f(T )とする. M は非自明な有限 ΛK-部分加群を持たないので, 単射な
ΛK-準同型写像

φ(α, β, γ) : M ↪→ ΛK/(T − α)⊕ ΛK/(T − β)⊕ ΛK/(T − γ) =: E(α, β, γ)

で cokernelが有限になるものが存在する. 右辺を E(α, β, γ)と表すことにする. 上述より, 各
MK

f(T )の類は E(α, β, γ)の ΛK-部分加群として表すことができる.

E(α, β, γ)の部分加群の表示を以下のように固定しよう. まず標準的な同型写像ΛK/(T−α) ∼=
OK (f(T ) 7−→ f(α))を用いて, 同型写像

ι(α, β, γ) : E(α, β, γ) = ΛK/(T − α)⊕ ΛK/(T − β)⊕ ΛK/(T − γ) −→ O⊕3
K

を (f1(T ), f2(T ), f3(T )) 7−→ (f1(α), f2(β), f3(γ))で定義する. ι(α, β, γ)によって, E(α, β, γ)
とO⊕3

K を同一視することにする. 従って, E(α, β, γ)の元は (a1, a2, a3) ∈ O⊕3
K の形で表せる.

M の Zp-ランクは 3であるので, M を

M = ⟨(a1, a2, a3), (b1, b2, b3), (c1, c2, c3)⟩OK
⊂ E(α, β, γ)

と表すことができる. ここで ⟨∗⟩OK
は ∗で生成されるOK-部分加群を表す. さらに, T の作用

はこの表示により
T (a1, a2, a3) = (αa1, βa2, γa3)

となる. また, M(m,n, x) を

M(m,n, x) := ⟨(1, 1, 1), (0, πm, x), (0, 0, πn)⟩OK
⊂ E(α, β, γ)

と定義する. 次の命題により, MK
f(T )の元は (∗)を満たす三つ組で表すことができる.

命題 2.1 (Proposition 3.3, [10]). f(T ) ∈ OK [T ]を (1)と同じ distinguished多項式とする. こ
のとき

MK
f(T ) = {[M(m,n, x)]K |m,n, xは (∗)を満たす },

(∗)


(A) 0 ≤ m ≤ ordK(β − α),

(B) 0 ≤ n ≤ ordK(γ − β) + ordK(x),

(C) n ≤ ordK{(γ − α)− (β − α)π−mx}.

次に本稿の 1節に述べた不変量と高次 Fittingイデアルを定義する.
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定義 2.2. [M ]K ∈ MK
f(T )とする. [M ]K = [M(m,n, x)]K であるとき,

s(M) = m+ n

と定義する.

s(M)について以下のことが成り立つ. 証明は [12] を参照せよ.

命題 2.3. (1) s(M)は三つ組 (m,n, x)の取り方に依らない.

(2) s(M)は ΛK-準同型写像 φ(α, β, γ)と α, β, γの順番の取り方に依らない.

次に, 高次 Fittingイデアルの定義を述べる. 可換環Rと有限表示を持つR-加群M に対し
て, 次の完全列

Rm f→ Rn → M → 0

を考える. ここで, m と n は正の整数である. 0 ≤ i < n を満たす整数 iに対して, M の i次
Fitting イデアルは f に対応する行列の全ての (n− i)× (n− i)次小行列式で生成されるRの
イデアルである. M の i次 Fittingイデアルを Fitti,R(M)と書くことにする. この定義は完全
列の取り方に依らないことを注意しておく ([13]).

本稿の最初の主定理は [M ] ∈ Mf(T )を満たすM の同型類は不変量 s(M)と Fitt1,Λ(M)で
決まるというものである. 証明は [12] を参照せよ.

定理 2.4. [M ]K , [M ′]K ∈ MK
f(T )とする. このとき以下のことは同値である.

(i) M ∼= M ′.

(ii) s(M) = s(M ′), Fitt1,ΛK
(M) = Fitt1,ΛK

(M ′).

3 定理1.2の証明

EをQ上の楕円曲線とする. 奇素数 pを固定し, Eは pで良い還元を持つと仮定する. 有限
次拡大K/Qに対して, EのK 上の p-Selmer群を

Selp(E,K) = ker

(
H1(K,E[p∞]) →

∏
v

H1(Kv, E[p∞])

E(Kv)⊗Qp/Zp

)

と定義する. ここで, E[p∞] は Eの p冪等分点, v は Kの全ての素点を走り, E(Kv)⊗Qp/Zp

を Kummer 準同型の像と同一視する.

Q∞/Q を Q の円分 Zp-拡大. n ≥ 0に対して, Qn をQ上の拡大次数が pn となる唯一の中
間体を表すとする. 円分 Zp-拡大 Q∞/Qに対して, その Selmer群を

Selp(E,Q∞) = lim−→
n

Selp(E,Qn)

で定義する. ここで, 順極限はコホモロジー群における制限写像でとる. また, そのPontrjagin

双対を
Xp(E,Q∞) = Hom(Selp(E,Q∞),Qp/Zp)

と定義する. このとき, Xp(E,Q∞)は有限生成ねじれ Zp[[Gal(Q∞/Q)]]-加群になることが知
られている ([5]). Gal(Q∞/Q)の位相的生成元を一つ固定して得られる環同型 Λ = Zp[[T ]] ∼=
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Zp[[Gal(Q∞/Q)]]により, Xp(E,Q∞)は有限生成 Λ-加群になることがわかる ([5]). 岩澤主予
想により, その特性イデアルは p進 L関数で生成される:

char(Xp(E,Q∞)) = (Lp(E, T )).

ここで, Lp(E, T )は楕円曲線Eに付随する p進 L関数である.

QをQの代数的閉包, Tp(E)をEの Tate加群とする. 以下の 4つの条件を仮定する.

(♯)


(1) Eは pで good ordinary reductionを持つ.

(2) pは玉河数を割らない.

(3) Gal(Q/Q)の Tp(E)への作用は全射的である.

(4) panomalousでない, つまり#E(Fp) ̸≡ 0 mod p.

K を Qpの有限次拡大体とする. ι : ΛK −→ ΛK をK の標準的な involution, つまり

ι(1 + T ) = (1 + T )−1

を満たす同型写像とする.

定義 3.1. 行列A = (aij)ij ∈ Mn(ΛK)が skew-Hermitianであるとは, Aの成分がaij = −ι(aji)

を満たすことと定義する. 行列A = (aij)ij に対して, 行列 (ι(aji))ij をA∗で表す.

楕円曲線Eは条件 (♯)を満たすとし, (E,Q∞/Q)における µ不変量は 0と仮定する. 以下の
定理は主定理 1.2の証明に必要である.

定理 3.2 ([8], Lemma 10.3, [9], Theorem 7.5). pを奇素数, E を Q上の楕円曲線とする. E

が条件 (♯)を満たすと仮定するとき, Xp(E,Q∞)に対応する行列が skew-Hermitianになるよ
うに選ぶことができる.

以下のような場合を考えよう:

char(Xp(E,Q∞)) = ((T − α)(T − β)(T − γ)).

以下を準備する.

補題 3.3. pを奇素数, EをQ上の楕円曲線とする. Eは条件 (♯)を満たし, char(Xp(E,Q∞)) =

((T − α)(T − β)(T − γ)), ordK(γ) ≤ ordK(β) ≤ ordK(α)であるとする. ここで, α, β, γ は
pZpの相異なる元である. このとき,

α = 0, γ = − β

1 + β

である.

証明. ([2], Theorem 1.14) より,

((T − α)(T − β)(T − γ)) = (ι((T − α)(T − β)(T − γ)))

を得る. 右辺は (
1

1 + T
− (α+ 1)

)(
1

1 + T
− (β + 1)

)(
1

1 + T
− (γ + 1)

)
.
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従って

α = − α

1 + α
, α = − β

1 + β
または α = − γ

1 + γ
.

まずα = − β

1 + β
と仮定する. このとき, β = − α

1 + α
またはβ = − γ

1 + γ
である. β = − α

1 + α

の場合は γ = − γ

1 + γ
である. それゆえ γ = 0または γ = 2である. pは奇素数なので γ = 0

であることがわかる. ordK(γ) ≤ ordK(β) ≤ ordK(α)より, α = β = γ = 0である. これ
は仮定に矛盾する. β = − γ

1 + γ
の場合は, α = γ である. さらに γ = − α

1 + α
であるので

α = β = γ = 0である. これも仮定に矛盾する. 次に α = − γ

1 + γ
と仮定する. 上述と同じ

手法で, α = β = γ = 0となる. これも仮定に矛盾する. 従って α = − α

1 + α
であることがわ

かる. αは単数ではないので, α = 0である. また, α, β, γ は相異なるため, γ = − β

1 + β
であ

る.

補題 3.4. A ∈ Mn(ΛK)とする. ある行列 P ∈ GLn(ΛK)とQ ∈ GLn(ΛK)が存在して PAQ

が skew-Hermitianになると仮定する. このとき, ある行列 Y ∈ GLn(ΛK)が存在して Y Aが
skew-Hermitianになる.

証明. B = PAQとおく. このとき B∗ = −Bである. B∗ = Q∗A∗P ∗であるため,

(Q∗)−1PAQ(P ∗)−1 = −A∗

である. Y = (P ∗Q−1)∗とおく. このとき Y A(Y ∗)−1 = −A∗. であるので,−Y A = (Y A)∗が
成り立つ.

定理 3.5. f(T ) = T (T −β)(T −γ) ∈ OK [T ]を分離的な distinguished多項式とする. [M ]K ∈

MK
f(T ), γ = − β

1 + β
とする. また, M のある基底に関する行列表示が skew-Hermitianである

と仮定する. このとき,

M ∼= M

(
1

3
s(M),

2

3
s(M),

γ

β
π

1
3
s(M)

)
=

⟨
(1, 1, 1), (0, π

1
3
s(M),

γ

β
π

1
3
s(M)), (0, 0, π

2
3
s(M))

⟩
OK

⊂ ΛK/(T )⊕ ΛK/(T − β)⊕ ΛK/(T − γ),

但し, s(M)は定義 2.2で定義した値である.

証明. 命題 2.1より三つ組 (m,n, x)でM ∼= M(m,n, x)を満たすものが存在する. Auslander-

Buchsbaum の完全列により, 完全列

0 → ΛK ⊗OK
M

Φ→ ΛK ⊗OK
M

Ψ→ M → 0

が存在する. ここで ΦとΨは a ∈ ΛK とm ∈ M に対して以下で定義される:

Φ(a⊗m) = Ta⊗m− a⊗ Tm,

Ψ(a⊗m) = am,
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(1, 1, 1), (0, πm, x), (0, 0, πn)をM の基底として取ると, それらに対する行列表示は T 0 0

βπ−m T − β 0

−(γ − βπ−mx)π−n (γ − β)xπ−n T − γ


と同値である. まずm > 0を仮定する. T による剰余を考えることで,

A ≡

 0 0 0

βπ−m −β 0

−(γ − βπ−mx)π−n (γ − β)xπ−n −γ

 mod T

が成り立つ. 補題 3.4より,行列Y = (aij(T ))ij ∈ GL3(ΛK)が存在してY Aが skew-Hermitian

になる. aij(T ) =

∞∑
k=0

a
(k)
ij T k (a

(k)
ij ∈ OK)とおく. このとき

Y A ≡

 a
(0)
11 a

(0)
12 a

(0)
13

a
(0)
21 a

(0)
22 a

(0)
23

a
(0)
31 a

(0)
32 a

(0)
33

A mod T

≡

 a
(0)
12 βπ

−m − a
(0)
13 (γ − βπ−mx)π−n a

(0)
13 (γ − β)xπ−n − a

(0)
12 β −a

(0)
13 γ

a
(0)
22 βπ

−m − a
(0)
23 (γ − βπ−mx)π−n a

(0)
23 (γ − β)xπ−n − a

(0)
22 β −a

(0)
23 γ

a
(0)
32 βπ

−m − a
(0)
33 (γ − βπ−mx)π−n a

(0)
33 (γ − β)xπ−n − a

(0)
32 β −a

(0)
33 γ

 mod T

となる. Y Aは skew-Hermitianであることにより,

a
(0)
12 βπ

−m − a
(0)
13 (γ − βπ−mx)π−n = 0, (2)

−a
(0)
22 β + a

(0)
23 (γ − β)xπ−n = 0, (3)

a
(0)
33 γ = 0, (4)

a
(0)
32 βπ

−m − a
(0)
33 (γ − βπ−mx)π−n = a

(0)
13 γ, (5)

a
(0)
22 βπ

−m − a
(0)
23 (γ − βπ−mx)π−n = a

(0)
12 β − a

(0)
13 (γ − β)xπ−n, (6)

−a
(0)
32 β + a

(0)
33 (γ − β)xπ−n = a

(0)
23 γ (7)

を得る. (4) により, a
(0)
33 = 0がわかる. m > 0と (5)を用いて, a

(0)
32 ≡ 0 mod pを得る. また,

(7)から, a
(0)
23 ≡ 0 mod pである. Y は可逆なので, det(Y ) ̸≡ 0 mod pである. ここで det(Y )

は Y の行列式である. それゆえ a
(0)
13 , a

(0)
22 ∈ Z×

p . (2)から

x =
γ

β
πm − a

(0)
12

a
(0)
13

πn

であることが従うので x =
γ

β
πm であると仮定してよい. 従って (2)から a

(0)
12 = 0. (6)と

x =
γ

β
πmを用いて,

a
(0)
22 βπ

−m = −a
(0)
13 (γ − β)xπ−n
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がわかる. a
(0)
13 , a

(0)
22 ∈ Z×

p より ordK(β) −m = ordK(β − γ) + ordK(x) − n であることもわ
かる. これにより n = 2mである. s(M)の定義より, s(M) = m + n = 3mを得る. 従って
m = 1

3s(M), n = 2
3s(M)である. それゆえ

M ∼= M

(
1

3
s(M),

2

3
s(M),

γ

β
π

1
3
s(M)

)
.

次にm = 0を仮定する. m > 0と同様な議論より, (2), (3), (4), (5), (6), (7)が成り立つ.

(4)より, a
(0)
33 = 0である. (5)と (7)を用いて, a

(0)
23 = −a

(0)
13 と a

(0)
32 =

γ

β
a
(0)
13 を得る. Y は可逆

であるので, det(Y ) ̸≡ 0 mod pである. a
(0)
13 ≡ 0 mod pを仮定すると, det(Y ) ≡ 0 mod pと

なる. 従って a
(0)
13 ∈ Z×

p である. これにより a
(0)
23 , a

(0)
32 ∈ Z×

p もわかる. (2)より

x =
γ

β
− a

(0)
12

a
(0)
13

πn

であることもわかる. それゆえ x =
γ

β
であると仮定してよい. (2)より a

(0)
12 = 0である. (6)と

x =
γ

β
より,

a
(0)
22 β = −a

(0)
13 (γ − β)xπ−n

となる. a
(0)
13 ∈ Z×

p より ordK(a
(0)
22 )+ordK(β) = ordK(β−γ)+ordK(x)−nである. a

(0)
22 ∈ OK

から, n = ordK(x) = 0を得る. それゆえ s(M) = 0であるので

M ∼= M(0, 0, 0).

M を Λ-加群とする. ξ ∈ Λ に対して, 写像Πξ = ΠM
ξ : M −→ M をΠξ(y) = ξyによって定

義する. 以下, 定理 1.2の証明をする.

定理 1.2の証明. 前半部分は定理 3.5からわかる. それゆえXp(E,Q∞) ∼= M

(
1

3
s,

2

3
s,

γ

β
π

1
3

)
.

ここで s = s(Xp(E,Q∞))である. 後半部分を示す. 仮定より Xp(E,Q) ∼= Xp(E,Q∞) ⊗Λ

Λ/(T )であることを注意しておく. 写像ΠX
T : X −→ X について考える. 定理 3.5の証明と同

様に, X の行列表示から

A =

 0 0 0

βp−
1
3
s β 0

0 (γ − β) γβp
− 1

3
s γ


を得る. 行列の基本変形により, Aは 0 0 0

pordp(β)−
1
3
s 0 0

0 pordp(β)−
1
3
s 0


と同値である. これにより

Xp(E,Q∞)/TXp(E,Q∞) ∼= Zp/p
ordp(β)− 1

3
sZp ⊕ Zp/p

ordp(β)− 1
3
sZp ⊕ Zp
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であることがわかる. TorZp(Selp(E/Q))はX(E,Q)の p成分の位数と一致するので

2

(
ordp(β)−

1

3
s

)
= ordp(#X(E,Q)))

であることもわかる. 従って,

s = 3

(
ordp(β)−

1

2
ordp(#X(E,Q))

)
.

4 数値例

この節の記号はこれまでと同じ意味で用いることにする. Eは条件 (♯)を満たし, (E,Q∞/Q)

の λ不変量が 3である場合において, SAGEを用いてXp(E,Q∞)の同型類を決定する例を与
える. まず次の二つの命題を紹介する.

命題 4.1 ([10], Proposition 5.1). distinguished多項式 f(T ) ∈ Zp[T ]に対して, K を f(T )の
Qp上の最小分解体とする. このとき自然な写像

Ψ : MQp

f(T ) −→ MK
f(T ) ([M ] 7−→ [M ⊗Λ ΛK ]K)

は単射である.

命題 4.1を用いて次の命題を示すことができる. 証明については ([12])を参照せよ.

命題 4.2. [Xp(E,Q∞)] ∈ Mf(T )と仮定する. X(E/Q)の p成分は有限で,

ordp

(
Lp(E, T )

T

∣∣∣∣
T=0

)
= 1

が成り立つとする. ここで Lp(E, T )はEに付随する p進 L関数である. このとき,

Xp(E,Q∞) ∼= Λ/(Lp(E, T ))

である.

例 1. EをCremonaの表 ([1])にある楕円曲線 37Aとする. 極小Weierstrass modelは y2+y =

x3 − xである. p = 13とする. Pollackの表 ([14], tables of Iwasawa invariants)により,

(E,Q∞/Q)の µ不変量は 0で, λ不変量は 3である. SAGEにより, Eは条件 (♯)を満たすこ
とが確認できる. さらに, SAGEにより

L13(E, T ) ≡ (13 + 2 · 132 + 4 · 133)T + (5 · 13 + 4 · 132 + 4 · 133)T 2

+ (6 + 7 · 132 + 133)T 3 mod (13, T )4

と計算できる. 従って命題 4.2より, [Xp(E,Q∞)] = [Λ/(T (g(T )))]がわかる.
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例 2. EをCremonaの表にある楕円曲線 430Cとする [1]. 極小Weierstrass modelは y2+xy =

x3 + 4x+ 16である. p = 13とする. SAGEにより, Eは条件 (♯)を満たすことが確認できる.

さらに, SAGEにより

L13(E, T ) ≡ (10 · 132 + 2 · 133)T + (12 · 132 + 5 · 133)T 2 + (10 + 11 · 132)T 3 mod (5, T )4

と計算できる. 補題 3.3と p進Weierstrassの準備定理 ([17], Theorem 7.3)により, g(T ) ∈
Z13[[T ]]と g(T ) ∈ Z13[[T ]]

×が存在して

L13(E, T ) = Tg(T )U(T )

となる. ここで g(T ) ≡ T 2 + 1521T + 169 mod (13, T )3 である. 従って g(T )は可約多項
式である. g(T ) = (T − β)(T − γ) とく. β, γ ∈ pZp であることに注意する. このとき,

ordK(β) = ordK(γ) = 1である. 補題 3.3から, ordK(β − γ) = 1である. 定理 1.2より,

Xp(E,Q∞) ∼= M

(
1

3
s,

2

3
s,

γ

β
p

1
3
s

)
=

⟨
(1, 1, 1), (0, p

1
3
s,
γ

β
p

1
3
s), (0, 0, p

2
3
s)

⟩
Zp

⊂ Λ/(T )⊕ Λ/(T − β)⊕ Λ/(T − γ)

を得る. ここで s = s(Xp(E,Q∞)) = 3(ordp(β) − ordp(#X(E/Q))). 再び SAGEを用い
て, X(E/Q) = 1 であることがわかる. それゆえ s = 3 である. 従って [Xp(E,Q∞)] =

[Λ/(Lp(E, T ))].
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