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概 要

X を標数 0の代数閉体上の種数 gX , カスプの数 rX の双曲的曲線とします. 一般には,
組 (gX , rX)を, X のエタール基本群から群論的に復元することは出来ません. 本稿では,
X の高次配置空間のエタール基本群から組 (gX , rX)が群論的に復元出来る, という結果
を紹介したいと思います.
本稿の内容は, 望月新一氏, 星裕一郎氏との共同研究 ([HMM])に基づきます.

1 序論

以下, 本稿では, 連結ネータースキームX に対し, そのエタール基本群を

π1(X)

であらわすこととします. 本稿では, 遠アーベル幾何 (例えば, [NTM]を参照)に起源を持つ,

次のような問題について考察します:

問題 1.1. X に付随した様々な幾何的データを, π1(X)から “群論的に復元”出来るか.

例えば, 次のような (0次元の)例を考えてみましょう:

K を混標数局所体, K をK の代数閉包, pK をその剰余標数, dK
def
= [K : QpK ],

X
def
= Spec(K)

とします. この時, よく知られているように, π1(X)はK の絶対ガロア群

GK
def
= Gal(K/K)

と自然に同一視されます. 従って, この場合, 問題 1.1は次のように言い換えられます:

問題 1.2. K に付随した様々な体論的データを, GK から “群論的に復元”出来るか.

以下, 副有限群Gに対し, そのアーベル化 (即ち, Gの交換子群の閉包による商)を, Gabと
書くことにします. ここで, 次のような事実を思い出しましょう:

事実 1.3 (混標数局所体の絶対ガロア群のアーベル化の構造).

Gab
K

∼= Z/(pcK − 1)Z× Z/pc
′
KZ× ZdK

pK
× Ẑ,

ここで, cはある正整数, c′はある非負整数. 特に,

{pK} = {l :素数 | dimQl
(Gab

K ⊗Ẑ Ql) ≥ 2}, dK = dimQpK
(Gab

K ⊗Ẑ QpK )− 1

が成り立つ.
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この事実 1.3を用いることで, 問題 1.2に対する一つの解答が得られます. それは,

pK , dK という体論的データを, GK から復元する, 群論的アルゴリズムが存在する

というものです. 正確には, 次の命題 1.4のように述べられます. 以下, 本稿では, ある混標数
局所体の絶対ガロア群と同型な位相群を, MLF型位相群1 と呼ぶことにします.

命題 1.4 ((pK , dK)の群論的復元アルゴリズム). MLF型位相群Gを “入力”すると, ある素
数 p(G)とある正整数 d(G)の組

(p(G), d(G))

を “出力”するアルゴリズムであって, 次の条件 (a), (b)をみたすものが存在する:

(a) アルゴリズムは群論的, 即ち, その “手順”は “入力データ”の位相群構造のみに依存し
た言葉で記述される. 特に二つの同型な “入力データ” G1, G2に対して,

(p(G1), d(G1)) = (p(G2), d(G2))

が成り立つ.

(b) G ∼= GK の時, (p(G), d(G)) = (pK , dK)が成り立つ.

具体的には, そのアルゴリズムは以下の通り:

(i) “入力データ”Gに対し, 素数からなる集合

{l :素数 | dimQl
(Gab ⊗Ẑ Ql) ≥ 2}

を考える. これは, 事実 1.3より, 一元集合になる. そこで, その唯一の素数を p(G)と定
める.

(ii) (i)で定義した素数 p(G)を用い, d(G)
def
= dimQp(G)

(Gab ⊗Ẑ Qp(G))− 1と定める.

特に, このような群論的復元アルゴリズムの存在は, 次の系を導きます:

系 1.5 ((pK , dK)の群論性). Lを混標数局所体, pLをその剰余標数, dL
def
= [L : QpL ]とする.

また, 位相群の同型GK
∼= GLが存在すると仮定する. この時,

(pK , dK) = (pL, dL)

が成り立つ.

注意 1.6. 実際には, (pK , dK)の他にも, 様々な体論的データがGK から復元出来ることが知
られています. また, Kとして, 混標数局所体の代わりに数体を考えた場合には, K(の体構造)

自身がGK から復元出来ることが知られています. 詳細は, [H]を参照ください.

それでは, 次に, 本稿の主役の一つである, 標数 0の代数閉体上の曲線の場合について, 問題
1.1を考察してみましょう. 以下, 本稿では, 標数 0の代数閉体上の非特異射影曲線から, 有限
個の (閉)点を除いて出来る曲線であって,

2 · (点を除く前の射影曲線の種数)− 2 + (除いた点の個数) > 0

をみたすものを, 双曲的曲線と呼ぶことにします. この時, 除いた点をカスプ, そして, 点を除
く前の射影曲線を, コンパクト化と呼ぶことにします. また, 双曲的曲線の種数を, そのコン
パクト化の種数で定義します. では, 問題 1.1において, Xを双曲的曲線とし, 付随する幾何的
データとして

1MLFは, Mixed-characteristic Local Field の略記です.
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X の種数 gX と X のカスプの数 rX

を採用してみましょう. この場合, 命題 1.4と類似した,

gX , rX という幾何的データを, π1(X)から復元する, 群論的アルゴリズム

は存在するでしょうか. 実は, このようなアルゴリズムは存在しない, ということが簡単に確
認出来ます. 実際, もしこのようなアルゴリズムが存在したとすると, 系 1.5の類似として, 次
の主張が成り立つはずです: Y を種数 gY , カスプの数 rY の双曲的曲線とする. また, 位相群
の同型 π1(X) ∼= π1(Y ) が存在すると仮定する. この時,

(gX , rX) = (gY , rY )

が成り立つ. しかし, 次の事実から, このような主張は, 一般には成立しないことが分かります:

事実 1.7 (双曲的曲線のエタール基本群の構造).

π1(X) ∼= ⟨α1, . . . , αgX , β1, . . . , βgX , γ1, . . . , γrX | [α1, β1] · · · [αgX , βgX ]γ1 · · · γrX = 1⟩∧

— ここで, “[−,−]”は交換子を, 右上の “∧”は副有限完備化をあらわす.

この事実 1.7より, 例えば, 種数 0, カスプの数 4の双曲的曲線と, 種数 1, カスプの数 2の双
曲的曲線は, どちらも, 階数 3の自由副有限群2 と同型なエタール基本群を持つ, ということが
従います.

そこで, 本稿では, (gX , rX)を “群論的に復元”するために, 次のような対象を導入します:

定義 1.8 (双曲的曲線の配置空間). 正整数 nに対して,

Xn
def
= {(x1, . . . , xn) ∈ Xn |xi ̸= xj (i ̸= j)}

をX の n次配置空間と呼ぶ.

以下, 本稿では, ある双曲的曲線の配置空間のエタール基本群と同型な位相群を, 配置空間
群と呼ぶことにします. この時, 本稿の主定理は次のように述べられます:

定理 1.9 ((n, gX , rX)の群論的復元アルゴリズム). 配置空間群∆を “入力”すると, ある正整
数 n(∆)を “出力”するアルゴリズムであって, 次の条件 (a), (b)をみたすものが存在する:

(a) アルゴリズムは群論的 (命題 1.4の条件 (a)を参照).

(b) ∆ ∼= π1(Xn)の時, n(∆) = nが成り立つ.

もし, n(∆) ≥ 2であった場合, ∆を “入力”すると, ある非負整数の組

(g(∆), r(∆))

を “出力”するアルゴリズムであって, 次の条件 (c), (d)をみたすものが存在する:

(c) アルゴリズムは群論的 (命題 1.4の条件 (a)を参照).

(d) ∆ ∼= π1(Xn)の時, (g(∆), r(∆)) = (gX , rX)が成り立つ.

2階数 r の自由群の副有限完備化を, 階数 r の自由副有限群と呼びます.
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定理 1.9で述べられているアルゴリズムの詳細は, 定理 5.1で説明されます. 特に, このよう
な群論的復元アルゴリズムの存在は, 次の系を導きます:

系 1.10 ((n, gX , rX)の群論性). Y を種数 gY , カスプの数 rY の双曲的曲線, Ymを Y のm次
配置空間とする. また, 位相群の同型 π1(Xn) ∼= π1(Ym)が存在すると仮定する. この時,

n = m

が成り立つ. もし, n = m ≥ 2であった場合,

(gX , rX) = (gY , rY )

が成り立つ.

2 配置空間の次元の群論的特徴付け

この §では, 配置空間の次元の群論的特徴付けに関する命題を紹介します. 以下, 本稿では,

ある素数 lを固定します. また, 副有限群□に対し, その最大副 l商を□(l)であらわすことと
します. そして, 双曲的曲線X の n次配置空間Xnに対し, π1(Xn)

(l)を

Πn

と書くことにします.

命題 2.1 (配置空間の次元の群論的特徴付け). 等式

n = max{s ∈ N |Z⊕s
l と同型な閉部分群 ⊆ Πnが存在する }

が成立する.

この命題は, n, 即ち, Xnの次元 (という幾何的データ)が, (右辺のような形で)群論的に記述
出来る, ということを主張しています. 命題 2.1の証明は, [HMM]において与えられています.

3 ファイバー部分群の群論的特徴付け

§3 では,

n ≥ 2

と仮定します. この §では, 副有限群Πnから, 自然な外部全射

Πn ↠ Πm (1 ≤ m < n),

ここで “↠”は, 様々な射影Xn → Xmから誘導されるもの, を群論的に復元出来るか, という
ことについて議論します. 以下, 本稿では, 双曲的曲線X の種数を gX , カスプの数を rX であ
らわすこととします.
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定義 3.1 (ファイバー部分群, 余曲面部分群, 準余曲面部分群). 　
(i) mを n未満の正整数とする. この時, n−m個の成分を忘れることにより得られる射影

Xn → Xmから誘導される自然な外部全射Πn ↠ Πmの核

Ker(Πn ↠ Πm)

を, Πnの長さ n−mのファイバー部分群と呼ぶ. 特に, 長さ n− 1のファイバー部分群を, Πn

の余曲面部分群と呼ぶ.

(ii) Gを副 l群とする. この時, Gの閉正規部分群Hであって, 以下の条件 (∗)をみたすもの
を, Gの準余曲面部分群と呼ぶ.

(∗) G/H は副 l曲面群3であり, かつ, 階数 2の自由副 l群4と非同型.

ここで, ファイバー部分群の定義には, “射影Xn → Xm”というスキーム論から生じる概念
が用いられている, ということに注意しましょう. 一方, 準余曲面部分群の定義には, “群論的
な言葉”しかあらわれません.

ファイバー部分群については, 次の結果が基本的です ([MT], Remark 2.1.2, Proposition 2.4

を参照):

命題 3.2 (ファイバー部分群の構造). F ⊆ Πnを長さ n−mのファイバー部分群とする. この
時, F は

π1(Yn−m)(l)

— ここで, Yn−mは種数 gX , カスプの数 rX +mのある双曲的曲線 Y の n−m次配置空間 —

と自然に同一視される. また, この同一視のもと, Πnの長さ n−m− 1のファイバー部分群で
あって, F に含まれるものは, F ∼= π1(Yn−m)(l)の余曲面部分と同一視される.

命題 3.2の帰結として,

ファイバー部分群の群論的特徴付けを与えるためには, 配置空間群の余曲面部分群
の群論的特徴付けを与えれば充分である.

ということが分かります. 実は, (gX , rX) /∈ {(0, 3), (1, 1)}の場合, 準余曲面部分群の概念を用
いることで, 配置空間群の余曲面部分群を群論的に特徴付けることが出来ます.

命題 3.3 (余曲面部分群の群論的特徴付け). 　
(i) (gX , rX) /∈ {(0, 3), (1, 1)} ⇔ Πnに準余曲面部分群が存在する.

(ii) (gX , rX) /∈ {(0, 3), (1, 1)}とし, H をΠnの閉部分群とする. この時, 次が成り立つ:

H はΠnの余曲面部分群 ⇔ H はΠnの極小な準余曲面部分群.

命題 3.3の証明は, [HMM]において与えられています. 特に, (gX , rX) /∈ {(0, 3), (1, 1)}の
場合, 命題 3.2, 3.3, (ii)を用いることで, ファイバー部分群を群論的に特徴付けることが出来
ます.

注意 3.4. (gX , rX) ∈ {(0, 3), (1, 1)}の場合, ファイバー部分群を群論的に特徴付けることは出
来ません. 実際, (gX , rX) ∈ {(0, 3), (1, 1)}の場合, 任意のファイバー部分群 F ⊆ Πnに対し,

α ∈ Aut(Πn)であって, α(F )はΠnのファイバー部分群にならないものが存在します.
3複素数体上のある双曲的曲線のエタール基本群の最大副 l商と同型な位相群を, 副 l曲面群と呼びます.
4階数 r の自由群の副 l完備化を, 階数 r の自由副 l群と呼びます.
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4 種数とカスプの数の群論的特徴付け

§4 でも引き続き,

n ≥ 2

と仮定します. この §では, 副有限群Πnから,

X の種数 gX と X のカスプの数 rX

を群論的に復元出来るか, ということについて議論します. まず, 命題 3.3, (i)を用いることで,

(gX , rX) /∈ {(0, 3), (1, 1)}か あるいは (gX , rX) ∈ {(0, 3), (1, 1)}か

を群論的に判定出来るので, 以下しばらくは,

(gX , rX) /∈ {(0, 3), (1, 1)}

と仮定しましょう. この時, 命題 3.3, (ii)を用いることで, (正確には, Πnのある極小な準余曲
面部分群で割ることで,)

Π1 (= π1(X)(l))

を群論的に復元出来ます. ここで, 次の結果に注意します. (事実 1.7の簡単な帰結です.)

補題 4.1 (副 l曲面群のアーベル化の構造). 　
(i) rX > 0 ⇔ Π1は自由副 l群.

(ii) rX > 0 (それぞれ, rX = 0) の時, Πab
1 は階数 2gX + rX − 1 (それぞれ, 2gX) の自由 Zl

加群になる.

従って, Π1が自由でない (即ち, rX = 0の)場合,

1
2 · rkZl

Πab
1

を考えることで, gX を群論的に復元することが出来ます. 一方, Π1が自由 (即ち, rX > 0の)

場合, Πab
1 の階数を考えても,

2gX + rX − 1

という, “和”しか群論的に復元することが出来ません. そこで, 次のような議論を行います.

今, (gX , rX) /∈ {(0, 3), (1, 1)}と仮定しているので, Πnの極小準余曲面部分群, そしてさらに,

その極小準余曲面部分群を考えることで, 射影Xn → X2 → X に対応する商

Πn ↠ Π2 ↠ Π1

を群論的に復元することが出来ます (命題 3.2, 3.3を参照). 実は, ここに現れる, “Π2 ↠ Π1”

を用いることで, rX , 特に, gX を群論的に復元することが出来ます. それは, 次の命題により
ます. (証明は, [HM], Lemma 1.3を参照ください.)

命題 4.2 (射影X2 → X から生じる表現の核). X をX のコンパクト化, Π1
def
= π1(X)(l)とす

る. また, rX ̸= 0と仮定する. この時, 第 1射影X2 → X から誘導される完全系列

1 −−−−→ Π2/1 −−−−→ Π2 −−−−→ Π1 −−−−→ 1
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— ここで, Π2/1
def
= Ker(Π2 ↠ Π1) — から生じる表現

Π1 → Aut(Πab
2/1)

の核は, 開埋め込みX ↪→ X から誘導される自然な全射

Π1 ↠ Π
ab
1

の核と一致する. 特に, Ker(Π1 → Aut(Πab
2/1))のΠab

1 への像は, 開埋め込みX ↪→ X から誘導

される自然な全射Πab
1 ↠ Π

ab
1 の核

Ker(Πab
1 ↠ Π

ab
1 ) (∼= Z⊕rX−1

l )

と一致する.

それでは, 最後に,

(gX , rX) ∈ {(0, 3), (1, 1)}

と仮定しましょう. この場合, 次の命題を用いることで,

(gX , rX) = (0, 3)か あるいは (gX , rX) = (1, 1)か

を群論的に判定出来ます.

命題 4.3 (種数 1, カスプの数 1の双曲的曲線の群論的特徴付け). 　
(i) Πab

n は有限生成自由 Zl加群.

(ii) (gX , rX) = (1, 1) ⇔ rkZl
Πab

n = 2n.

命題 4.3の証明は, [HMM]において与えられています.

5 群論的復元アルゴリズム

この §では, 定理 1.9で述べられている, 群論的復元アルゴリズムを具体的に記述します. そ
のアルゴリズムが, 定理 1.9の条件 (a), (b), (c), (d)をみたしていることは, 関連した定義, ま
た, 引用されている様々な結果を用いることで, 簡単に確認出来ます.

定理 5.1 ((n, gX , rX)の群論的復元アルゴリズム). ∆を配置空間群とする. この時, ∆を “入
力データ”とする以下のアルゴリズム (i) (それぞれ, (ii)) は, 定理 1.9の条件 (a), (b) (それぞ
れ, (c), (d))をみたす.

(i) ∆に対し, 非負整数からなる集合

{s ∈ N |Z⊕s
l と同型な閉部分群 ⊆ ∆(l)が存在する }

を考える. 命題 2.1より, この集合は有限集合になる. そこで, その最大値を n(∆)と定
める.

以下, n(∆) ≥ 2であると仮定する.

(ii) ∆に対し, 非負整数の組 (g(∆), r(∆))を次のように定義する:
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• ∆(l)に準余曲面部分群が存在しない場合 (命題 3.3, (i)を参照):

− rkZl
(∆(l))ab = 2 · n(∆)をみたす時 (命題 4.3を参照), (g(∆), r(∆))

def
= (1, 1).

− rkZl
(∆(l))ab ̸= 2 · n(∆)をみたす時, (g(∆), r(∆))

def
= (0, 3).

• ∆(l)に準余曲面部分群が存在する場合:

H を∆(l)の極小な準余曲面部分群 (命題 3.3, (ii)参照), N をH の極小な準余曲面
部分群 (命題 3.2, 命題 3.3, (ii)参照)とする. また,

∆2/1
def
= H/N, ∆2

def
= ∆(l)/N, ∆1

def
= ∆(l)/H

とおく.

− ∆1が自由副 l群でない時 (補題 4.1を参照), (g(∆), r(∆))
def
= (12 · rkZl

∆ab
1 , 0).

− ∆1が自由副 l群である時, 自然な全射∆2 ↠ ∆1から生じる表現

∆1 → Aut(∆ab
2/1)

の核の∆ab
1 への像を I と書くことにすると (命題 4.2を参照),

(g(∆), r(∆))
def
= (12 · (rkZl

∆ab
1 − rkZl

I), rkZl
I + 1).
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