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新井 啓介 (東京電機大学)

概 要

志村曲線の有理点の非存在に関して筆者が得た結果を, ディオファントス問題と関連
づけて紹介する.

1 序文 (ディオファントス問題)

kを代数体とし, kの素点全体の集合をΩkで表す. v ∈ Ωkに対し, kの vでの完備化を kvで
表す. まず, 方程式

x2 + y2 + 3 = 0 (1.1)

の解を考えよう.

(1.1)が kに解をもつ

⇐⇒ X2 + Y 2 + 3Z2 = 0が kに非自明な解 (つまり (X,Y, Z) = (0, 0, 0)以外の解)をもつ

⇐⇒ 任意の v ∈ Ωkに対して, X2 + Y 2 + 3Z2 = 0が kv に非自明な解をもつ

⇐⇒ 任意の v ∈ Ωkに対して, (1.1)が kv に解をもつ

⇐⇒ 任意の無限素点 v ∈ Ωkおよび 3を割る任意の v ∈ Ωkに対して, (1.1)が kv に解をもつ

⇐⇒ kが実素点をもたず, 3を割る任意の v ∈ Ωkに対して拡大次数 [kv : Q3]が偶数である.

最初と 3番目の同値は, 後の補題 5.1による. 2番目の同値は, 2次形式に対するHasse原理 ([6,

Theorem 5.3.3]を参照)による. 4番目の同値は, 次の補題による.

補題 1.1. (1.1)は R, Q3に解をもたず, 3以外の全ての素数 pに対し, Qpに解をもつ.

証明. (1) x, y ∈ Rなら, x2 + y2 + 3 > 0である. よって (1.1)は Rに解をもたない.

(2) x, y ∈ Q3, x
2 + y2 + 3 = 0として矛盾を導く. 付値 v3 : Q×

3 −→ Zを v3(3) = 1となる
ようにとる. まず x = 0とすると, y2 = −3から (y ̸= 0かつ) 1 = v3(−3) = v3(y

2) = 2v3(y)

となり, v3(y) ∈ Zに反する. よって x ̸= 0である. 同様に y ̸= 0である. これより, x = 3as,

y = 3bt (a, b ∈ Z, s, t ∈ Z×
3 )と表される. このとき

32as2 + 32bt2 + 3 = 0

である. a ≥ bと仮定してよい. まず b ≤ 0を示す. b > 0とすると −3 = 32b(32(a−b)s2 + t2)

から 1 = v3(−3) = v3(3
2b(32(a−b)s2 + t2)) ≥ 2b ≥ 2となり, 矛盾. よって b ≤ 0である. 次に

a ≤ 0を示す. a > 0とすると 32as2+3 = −32bt2から 1 = v3(3
2as2+3) = v3(−32bt2) = 2b ≤ 0

となり, 矛盾. よって a ≤ 0である. c = −a, d = −bとすると c, d ≥ 0かつ c ≤ dとなる. ま
た 3−2cs2 + 3−2dt2 + 3 = 0である. 32dを掛けて

32(d−c)s2 + t2 + 32d+1 = 0
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となる. これより 32(d−c)s2 + t2 = −32d+1 である. d > cとすると 0 = v3(3
2(d−c)s2 + t2) =

v3(−32d+1) = 2d+1 ≥ 1となり, 矛盾. よって c = dとなる. このとき s2+ t2+32d+1 = 0であ
る. mod 3して F3で考えると, s2+ t

2
= 0となる. ここで s, t ∈ F×

3 = {±1}より, s2 = t
2
= 1

である. よって F3で 2 = 0となり, 矛盾. ゆえに (1.1)はQ3に解をもたない.

(3) (1.1)がQp (ただし p ̸= 2, 3)に解をもつことを示す. [15, 定理 2.15]より, σ2+τ2+3 = 0

となるような σ, τ ∈ Fp がある. p ̸= 3 より (σ, τ) ̸= (0, 0) である. σ ̸= 0 としてよい.

s, t ∈ Zp を, s = σ, t = τ となるようにとる. F (X) = X2 + t2 + 3 ∈ Zp[X]とすると,

F ′(X) = 2X である. また F (s) = s2 + t2 + 3 ≡ σ2 + τ2 + 3 = 0 mod pである. p ̸= 2よ
り F ′(s) = 2s ≡ 2σ ̸= 0 mod pである. Henselの補題 ([8, Theorem 3.4.1])より, u ∈ Zp で
u ≡ s mod p, F (u) = 0となるようなものがある. このとき u2+ t2+3 = 0かつ t, u ∈ Zp ⊆ Qp

より, (1.1)はQpに解をもつ.

(4) (1.1)はQ2に解をもつことを示す. 22+(
√
−7)2+3 = 0なので,

√
−7 ∈ Q2を示せばよい.

2はQ(
√
−7)で分解するので, 2を割るQ(

√
−7)の付値の 1つを vとすれば, Q(

√
−7)v = Q2

となる. よってQ(
√
−7) ⊆ Q(

√
−7)v = Q2であり,

√
−7 ∈ Q2となる.

標数が 2でない体 F と a, b ∈ F×に対し,(
a, b

F

)
= F + Fe+ Ff + Fef

を e2 = a, f2 = b, ef = −feにより定まる 4元数環とする. この記号の下で, 5番目の同値を
示そう.

(=⇒) 無限素点 v ∈ Ωk に対して (1.1)が kv に解をもつとき, kv ̸= Rであり, vは実素点では
ない. v ∈ Ωk, v | 3とする. (1.1)が kvに解をもつとき, 補題 5.1より

(
−1,−3
kv

)
∼= M2(kv)であ

る. ここで
(
−1,−3
kv

)
∼=
(
−1,−3
Q3

)
⊗Q3 kvであり,

(
−1,−3
Q3

)
は補題 1.1, 5.1よりM2(Q3)と同型で

はない. つまり
(
−1,−3
Q3

)
は, Q3上の唯一の 4元数体である. よって [20, Ch.II, Théorème 1.3]

より, [kv : Q3]は偶数である.

(⇐=) kが実素点をもたないとき, 任意の無限素点 v ∈ Ωk に対して kv = Cであり, (1.1)は
kv に解 (x, y) = (

√
−3, 0)をもつ. v ∈ Ωk, v | 3に対して [kv : Q3]は偶数とする. すると [20,

Ch.II, Théorème 1.3]より
(
−1,−3
kv

)
∼=
(
−1,−3
Q3

)
⊗Q3 kv

∼= M2(kv)であり, 補題 5.1により (1.1)

は kv に解をもつ.

上の考察から, (1.1)の kにおける解の有無に関して, 表 1のような例が挙げられる.

表 1: (1.1)の kにおける解の有無

解なし 解あり

• [k : Q]が奇数
• k = Q(

√
2),Q(

√
−2),Q(

√
−5),Q(

√
−2,

√
−5) • k = Q(

√
−1),Q(

√
−3)

[k : Q] が奇数のときや k = Q(
√
2) のときは, k は実素点をもつ. 3 は Q(

√
−2),Q(

√
−5),

Q(
√
−2,

√
−5)で完全分解し, Q(

√
−1)で惰性し, Q(

√
−3)で分岐する.

次に, 方程式

y2 = −(x4 + x3 − x2 − x+ 1)(7x4 + 23x3 + 5x2 − 23x+ 7) (1.2)

を考えよう.
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補題 1.2. (1.2)は Rに解をもたない.

証明. x ∈ Rとする. x ̸= 0なら x4 + x3 − x2 − x + 1 = x2((x − 1
x)

2 + (x − 1
x) + 1) =

x2((x− 1
x +

1
2)

2+ 3
4) > 0であり, x = 0なら x4+x3−x2−x+1 = 1 > 0である. また, x ̸= 0

なら 7x4+23x3+5x2−23x+7 = x2(7(x− 1
x)

2+23(x− 1
x)+19) = x2(7(x− 1

x+
23
14)

2+ 3
28) > 0

であり, x = 0なら 7x4 + 23x3 + 5x2 − 23x+ 7 = 7 > 0である. よって任意の x ∈ Rに対し
て−(x4 + x3 − x2 − x+ 1)(7x4 + 23x3 + 5x2 − 23x+ 7) < 0となり, (1.2)はRに解をもたな
い.

さて, (1.2)の代数体 kにおける解を考えよう. kが実素点をもつときは, 上の補題により解
なしが分かるので, 実素点をもたない場合が非自明である. 今回得られた結果より, 例えば次
のことが分かる.

命題 1.3. (1.2)は k = Q(
√
2,
√
−13)に解をもたない.

注 1.4. k = Q(
√
2,
√
−13)とする. このとき, 任意の v ∈ Ωk に対し, (1.2)は kv に解をもつ.

よって, 方程式 (1.2)は k上のHasse原理の反例を与える.

2 モジュラー曲線の有理点と基本問題

pを素数とし, 楕円曲線Eとその位数 pの巡回部分群 C の組 (E,C)の同型類を分類するQ
上の粗モジュライのコンパクト化をX0(p)とする. するとX0(p)はQ上の固有スムーズ代数
曲線であり, モジュラー曲線と呼ばれている ([16, 定理 2.10]を参照). X0(p)の有理点に関し
て, 次の定理が知られている.

定理 2.1 ([11, Theorem 7.1]). p > 163ならば, X0(p)のQ有理点の集合X0(p)(Q)はカスプ
のみから成る.

ここに, カスプとはコンパクト化の際に加わる点であり, 楕円曲線とは対応しない点である.

X0(p)(Q)のカスプはちょうど 2個ある. X0(p)(C)のカスプもちょうど 2個ある ([17, 定理 3.2]

を参照).

例 2.2 ([5, p.2274], [12, §5]). X0(37)は, 方程式

y2 = −x6 − 9x4 − 11x2 + 37 (2.1)

により定義される. さらに,

X0(37)(Q) = {(2.1)のQにおける解 } = {(±1, 4), (±1,−4)}

が成り立つ. ここに, 2点 (±1, 4)はカスプであり, 2点 (±1,−4)はカスプではない. (±1,−4)

は CM点でもない. CM点とは虚数乗法をもつ楕円曲線と対応する点のことである.

ここで, X0(37)(Q) = {(2.1)のQにおける解 }の等号は必ずしも自明なものではない. 正確
に言うと, X0(37)は方程式 (2.1)で定義されるアファイン代数曲線と

Y 2 = −1− 9X2 − 11X4 + 37X6
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で定義されるアファイン代数曲線を, 関係式X = 1/x, Y = y/x3により貼り合わせたもので
ある (例えば [19, Exercise 2.14]を参照). よって, X0(37)の有理点を考える際には, (2.1)の解
に加えてX = 0と対応する「無限遠点」も考慮する必要があり, 標数 0の体 F に対して

X0(37)(F ) = {(2.1)の F における解 } ⊔ {X = 0, Y 2 = −1の F における解 }

となる. 方程式X = 0, Y 2 = −1はQに解をもたないので,

X0(37)(Q) = {(2.1)のQにおける解 }

となる.

注 2.3. 定理 2.1は, 2次体上の有理点に関する結果へと拡張された ([13, Theorem B]).

ここで, 次の基本的な問題を考えよう.

問題 2.4. X をある種のアーベル多様体のモジュライとする (例えばX = X0(p)). X のレベ
ル (X = X0(p)のときはレベルは p)が上がるとき, 有理点の集合X(k)は小さくなるか?

具体的な未解決問題を 1つ挙げよう.

例 2.5 ([1, Question 2.1]). kに依存した定数 C(k)があって, p > C(k)なら

X0(p)(k) ⊆ {カスプ, CM点 }

となるか?

3 志村曲線の有理点と主結果

B を Q 上の 4 元数環とし, 不定符号 (すなわち B ⊗Q R ∼= M2(R)) かつ斜体 (すなわち
B ̸∼= M2(Q))とする. B ⊗Q Qp ̸∼= M2(Qp)を満たす素数 p全ての積を d(B)とする. d(B)はB

の判別式と呼ばれ, 相異なる偶数個の素数の積に等しく, d(B) > 1である. Bの同型類は d(B)

により一意的に定まる. Bの極大整環Oを 1つとり, 固定しておく. Oのとり方は一意的では
ないが, 任意の極大整環は a−1Oa(ただし a ∈ B)の形で表すことができる. Q上の 4元数環に
ついては, 例えば [17, §3.5–3.6, 特に定理 3.5, 3.10]を参照.

O による乗法をもつ QMアーベル曲面とは, 2次元アーベル多様体 Aと環の単射準同型
i : O ↪→ End(A)で i(1) = idを満たすものの組 (A, i)のことである. ここに, End(A)は Aの
自己準同型環を表す. Oによる乗法をもつQMアーベル曲面を分類するQ上の粗モジュライ
をMBとする. MBはQ上の固有スムーズ代数曲線になり, 志村曲線と呼ばれている. 本来は
MB でなくてMO と書くべきかもしれないが, MB の Q上の同型類は B のみ (実は d(B)の
み)に依存し, Oのとり方にはよらないので, この表記は許されるであろう. MBはコンパクト
化をせずとも, はじめから固有である. また, X0(p)と異なり, MB はカスプをもたない. QM

アーベル曲面や志村曲線については, 例えば [9, p.93]を参照.

MB の有理点に関して, 次の定理は基本的である.

定理 3.1 ([18, Theorem 0]). MB(R) = ∅.

この定理より, 代数体 kが実素点をもてば, MB(k) = ∅となることが分かる. 特に, kの次
数が奇数なら kは実素点をもつので, MB(k) = ∅となる. MB の具体例を挙げよう.
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例 3.2. d(B) = 6なら, MBは方程式 (1.1): x2 + y2 +3 = 0で定義される ([10, Theorem 1-1]

を参照). この方程式は実数解をもたない.

正確に言うと, d(B) = 6ならMB は方程式X2 + Y 2 + 3Z2 = 0で定義される Q上の射影
代数曲線であり, この方程式は非自明な実数解をもたない.

主結果 (定理 3.3, 3.6)を定式化するために, 4元数環のあるクラスを定めよう. 素数 qに対し,B ⊗Q Q(
√
−q) ̸∼= M2(Q(

√
−q)) (q ̸= 2のとき),

B ⊗Q Q(
√
−1) ̸∼= M2(Q(

√
−1)) かつ B ⊗Q Q(

√
−2) ̸∼= M2(Q(

√
−2)) (q = 2のとき)

を満たすようなQ上の不定符号 4元数体Bの同型類の集合を B(q)で表す. Okを kの整数環
とする. 素数 qを割るOk の極大イデアル qに対し, qの k/Qでの分岐指数を eq, 剰余次数を
fqとし, またNq := qfq とおく. このとき, 剰余体Ok/qの元の個数はNqである.

定理 3.3 ([2, Theorem 1.1]). 以下を仮定する.

• [k : Q]は偶数.

• qはOkの極大イデアルであり, 剰余標数は qである.

• qを割るOkの極大イデアルは qのみである.

• fqは奇数.

• B ∈ B(q).

このとき, kと qに依存した素数の有限集合 P1(k, q)が存在して, 次の条件を満たす. d(B)の
素因数 pで P1(k, q)に入らないものがあれば, MB(k) = ∅となる.

注 3.4. (1) d(B)は平方因子を含まない. よって, 「d(B)の素因数 pで有限集合 P1(k, q)に入
らないものがある」ことは, 大雑把に言えば「d(B)が十分大きい」ことと同値である. つま
り, 定理 3.3は次のように解釈できる: ある仮定の下, d(B)が十分大なら, MB(k) = ∅となる.

従って, この定理は問題 2.4の部分的な解答を与えている.

(2) kが 2次体の場合には,定理 3.3はB⊗Qk ∼= M2(k)の場合に Jordanにより ([9, Theorem

6.3]を参照), B ⊗Q k ̸∼= M2(k)も含めた場合に (ごく緩い仮定の下) Rotger, de Vera-Piquero

により示されている ([14, Theorem 1.1]を参照).

例外集合 P1(k, q)は, 以下のように明示的に定めることができる. 正の整数N, eに対して,

C(N, e) :=

{
βe + β

e ∈ Z

∣∣∣∣∣ β, β ∈ Cは T 2 + sT +N = 0 (s ∈ Z,

s2 ≤ 4N)の形の方程式の解

}
,

D(N, e) := {a, a±N
e
2 , a± 2N

e
2 , a2 − 3N e ∈ R | a ∈ C(N, e)}

とおく. eが偶数なら, D(N, e)は Zに含まれる. Zの部分集合Dに対し, Dの 0でない元の素
因数全体の集合を P(D)で表す.

P̃1(k, q) :=

P(D(Nq, eq)) (B ⊗Q k ∼= M2(k)かつ eqが偶数のとき),

P(D(Nq, 2eq)) (B ⊗Q k ̸∼= M2(k)のとき)

とおく. すると, 定理 3.3では P1(k, q) = P̃1(k, q)ととれる.
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例 3.5. (1) d(B) = 39, k = Q(
√
2,
√
−13)のとき, (p, q) = (13, 2)とおくことで, 定理 3.3から

MB(k) = ∅が得られる. このとき, P1(k, q) = P(D(2, 4)) = {2, 3, 5, 7, 47}である ([2, Table

1]を参照). 実は d(B) = 39のとき, MB は方程式 (1.2)により定義される ([7, Theorem 4.5]

を参照). このことより, 命題 1.3が従う.

d(B) = 39とする. より詳しくは, MB の有理点と方程式 (1.2)の解には, 次のような関係が
ある. 正確に言うと, MB は方程式 (1.2)で定義されるアファイン代数曲線と

Y 2 = −(1 +X −X2 −X3 +X4)(7 + 23X + 5X2 − 23X3 + 7X4)

で定義されるアファイン代数曲線を, 関係式X = 1/x, Y = y/x4により貼り合わせたもので
ある. よって, 標数 0の体 F に対して

MB(F ) = {(1.2)の F における解 } ⊔ {X = 0, Y 2 = −7の F における解 }

となる. このとき,
√
−7 ̸∈ F ならMB(F ) = {(1.2)の F における解 },

√
−7 ∈ F ならMB(F ) = {(1.2)の F における解 } ⊔ {(X,Y ) = (0,

√
−7), (0,−

√
−7)}

である. さらに, 次の同値が言える.

MB(F ) = ∅ ⇐⇒ {(1.2)の F における解 } = ∅. (3.1)

これを示そう.

(=⇒) {(1.2)の F における解 }がMB(F )の部分集合であることから従う.

(⇐=) {(1.2)の F における解 } = ∅とする. まず
√
−7 ̸∈ F を示す.

√
−7 ∈ F を仮定する

と, (x, y) = (0,
√
−7)が (1.2)の F における解となり, {(1.2)の F における解 } = ∅に反する.

よって
√
−7 ̸∈ F である. このとき, MB(F ) = {(1.2)の F における解 } = ∅である.

(2)注1.4で述べたことは,次のようにして分かる. まずd(B) = 39とすると, [9, Example 6.4]

より, 任意の v ∈ ΩQ(
√
−13)に対してMB(Q(

√
−13)v) ̸= ∅となる. よって, k = Q(

√
2,
√
−13)

とすれば, 任意の v ∈ Ωk に対してMB(kv) ̸= ∅となる. (3.1)より, 任意の v ∈ Ωk に対して
(1.2)が kv に解をもつことが分かる.

定理 3.3において, 「qを割る Ok の極大イデアルは qのみである」という仮定は強いよう
に思われる. そこで, この仮定を外そうと試み, 次の定理 3.6を得た. kのイデアル類群 Clk

の各元の位数のうち最大のものを h′k とする. つまり, Clk ∼= Z/m1Z × · · · × Z/mrZ (ただし
m1, . . . ,mrは正の整数, mr | · · · | m2 | m1)ならば h′k = m1である. また,

P̃2(k, q) := P(D(Nq, 2h
′
k))

とおく.

定理 3.6 ([4]). 以下を仮定する.

• [k : Q]は偶数.

• qはOkの極大イデアルであり, 剰余標数は qである.

• fqは奇数.
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• B ∈ B(q).

このとき, d(B)の素因数 pで

(i) pは P̃2(k, q)に入らず,

(ii) pを割るOkの任意の極大イデアル pに対して, fpは奇数

となるようなものがあるとすると, MB(k) = ∅となる.

qの一意性の仮定が無くなった代わりに, pについての仮定が加わった.

例 3.7. d(B) = 122, k = Q(
√
−39,

√
−183) のとき, (p, q) = (61, 3) とおくことで, 定理

3.6からMB(k) = ∅が得られる. このとき, Clk ∼= Z/8Z × Z/4Z × Z/2Z, h′k = 8であり,

P(D(Nq, 2h
′
k)) = P(D(3, 16)) = {2, 3, 5, 7, 11, 17, 23, 31, 47, 97, 113, 191, 193, 353, 383, 2113,

3457, 30529, 36671}である. さらに [14, Table 1]より, 任意の v ∈ Ωk に対してMB(kv) ̸= ∅
となることが分かる. d(B) = 122のときのMB の定義方程式は, 知られていないようである.

注 3.8. 定理 3.3から例 3.5は得られるが, 例 3.7は得られない. また, 定理 3.6から例 3.7は得
られるが, 例 3.5は得られない. 詳細は [3, §3]を参照.

4 証明の概略

志村曲線の有理点について, その field of definitionと field of moduliが一致するとは限ら
ない. これらの体が一致する条件は, 次の定理で与えられる.

定理 4.1 ([9, Theorem 1.1]). F を標数 0の体とし, x ∈ MB(F )とする. このとき, xが F 上
のQMアーベル曲面 (A, i)と対応するための必要十分条件は, B ⊗Q F ∼= M2(F ) である.

この定理より, B ⊗Q k ̸∼= M2(k)の場合には有理点 x ∈ MB(k)は k上のQMアーベル曲面
(A, i)と対応しない. 従って, k上の幾何が使えない. このことが障害となり, B⊗Q k ̸∼= M2(k)

の場合は有理点の研究がなかなか進まなかった ([9, p.93 最後の 2行]). ここでは, その障害を
克服するためのアイデアを紹介する. そのアイデアは, 実はごく単純なものである.

まずは, B ⊗Q k ∼= M2(k)の場合の Jordanの手法を振り返ってみよう ([9, §4]を参照). 有理
点 x ∈ MB(k)があったとすると, xは k上のQMアーベル曲面 (A, i)と対応する. pを d(B)

の素因数とし, TpAをAの p進Tate加群とする. TpAは階数 1の自由O⊗Z Zp加群の構造を
もつ. kの絶対ガロア群Gkの TpAへの作用から p進表現

Rp : Gk −→ AutO(TpA) ∼= (O ⊗Z Zp)
×

が得られる. ここにAutO(TpA)は, TpAのZp-線形自己同型のうちOの作用と可換なもの全体
のなす群である. Rp := Rp mod pとすると, 必要なら共役で取り替えることにより, 法 p表現

Rp : Gk −→ {

(
a ∗
0 ap

)
∈ GL2(Fp2)}

が得られる. Rpの (1, 1)成分からガロア群の指標

ϱp : Gk −→ F×
p2
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が得られる. ϱp は canonical isogeny characterと呼ばれる ([9, Definition 4.5]を参照). こ

こでは, pが d(B)を割り, そのために O ⊗Z Fp
∼= {

(
a ∗
0 ap

)
∈ M2(Fp2)}が指標を生じさ

せるような特別な環構造をしていることがポイントである. 仮に pが d(B)を割らなければ,

O ⊗Z Zp
∼= M2(Zp), O ⊗Z Fp

∼= M2(Fp)であり, 証明の鍵となる ϱpは生じない. 定理 3.3, 3.6

では, ϱpの分類を用いて pが有限な例外集合に入ることを示す.

次に, B⊗Qk ̸∼= M2(k)の場合の筆者によるアイデアを説明する. 有理点x ∈ MB(k)があった
とする. xはk上のQMアーベル曲面とは対応しない. Kをkの2次拡大とし, B⊗QK ∼= M2(K)

を満たすものとする. このようなK は常に (無限に)存在する. すると xはK 上の QMアー
ベル曲面 (A, i)と対応する. pを d(B)の素因数とすると, 先と同様に p進表現

Rp,K : GK −→ AutO(TpA) ∼= (O ⊗Z Zp)
×

および指標
ϱp,K : GK −→ F×

p2

が得られる. 定理 3.3, 3.6では, K をうまくとってやると, ϱp,K の分類を用いて pが有限な例
外集合に入ることが示せる.

Rotger, de Vera-Piqueroは, B⊗Q k ̸∼= M2(k)の場合に別の手法を用いた. 表現Rp : Gk −→
AutO(TpA) ∼= (O ⊗Z Zp)

×は無いが, 代わりに射影表現 Gk −→ (O ⊗Z Zp)
×/{±1}を定義し

([14, §2.1–2.3]を参照), 調べることで結果を導いている.

注 4.2. ここで, 命題 1.3がどうやって示されたかを整理してみよう. 方程式 (1.2)のモジュラ
イ解釈を見つけ, そのモジュライの有理点から定まる幾何的対象のガロア表現を調べることに
より, 有理点の非存在が分かり, 従って解の非存在が分かる, という流れである. このような視
点を紹介することが, 筆者の今回の講演および本稿の狙いである.

5 補足

補題 5.1. F を標数が 2でない体とし, a, b ∈ F×とする. 2つの方程式

x2 − ay2 − b = 0, (5.1)

X2 − aY 2 − bZ2 = 0 (5.2)

を考える. このとき, 次は同値である.

(i) (5.1)は F に解をもつ.

(ii) (5.2)は F に非自明な解をもつ.

(iii)
(
a,b
F

)
∼= M2(F ).

証明. (i) =⇒ (ii) : (x, y)を (5.1)の F における解とすると, (X,Y, Z) = (x, y, 1)は (5.2)の F

における非自明な解である.

(ii) =⇒ (i) : (X,Y, Z)を (5.2)の F における非自明な解とする.

(1) Z ̸= 0なら, (x, y) = (X/Z, Y/Z)は (5.1)の F における解である.

(2) Z = 0とする. するとX2 − aY 2 = 0かつ (X,Y ) ̸= (0, 0)となる. Y = 0ならX = 0と
なり矛盾なので, Y ̸= 0である. すると a = (X/Y )2となる. 簡単のために u = X/Y とおく
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と, a = u2である. a ̸= 0より u ̸= 0となる. このとき (5.1)は x2 − u2y2 = bと同値であり,

(x+ uy)(x− uy) = bとも同値である. ここでx+ uy = b

x− uy = 1

とすると, 2x = b+1, 2uy = b− 1から (x, y) = ( b+1
2 , b−1

2u )となり, これが (5.1)の解を与える.

(ii) ⇐⇒ (iii) : [15, 定理 2.10]を参照.
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