
G-関数の形式的Mellin変換で表される級数の

特殊値の無理数性について

川島 誠 (大阪大学)

概 要

pを素数とする. 本論説では代数体係数の形式的 Laurent級数の特殊値で記述できる p
進数が, ある代数体に属さないための十分条件を与え, 特に「G-関数の形式的Mellin変換
であらわされる Laurent級数の特殊値」としてあらわされる, ある p進数の族が上述の十
分条件を満たすことを示す.

序論

0.1 p進Riemannゼータ関数の正の整数点に於ける値の無理数性について

筆者の研究の動機は, p進 Riemannゼータ関数の特殊値の無理数性, 超越性を示すことに
ある.

p進のことを考える前によく知られた複素数での Riemannゼータ関数の特殊値の性質を纏
めてみる. ζ(s) :=

∑∞
n=1 n

−sで Riemannゼータ関数を表すこととする. まず Riemannゼー
タ関数の正の偶数点に於ける値の性質について思い出す.

定理 0.1 (Euler). mを自然数とする. このとき, 次が成り立つ:

ζ(2m) = (−1)n−122n−1B2n
π2n

(2n)!
.

Lindemannによる 1882年の仕事から πは超越数であることが知られているため, 定理 0.1

から, ζ(2m)は超越数であることがわかる. さて, ζ(s)の 3以上の奇数点に於ける値は定理 0.1

のような明示的な表示が得られておらず, その性質は未だに謎が多い. それらに関して知られ
ている結果は以下のものしかない.

定理 0.2 (Apéry, 1979). ζ(3)は無理数である.

定理 0.3 (Zudilin, 2001). ζ(5), ζ(7), ζ(9), ζ(11)のいずれか一つは無理数である.

定理 0.4 (Bal-Rivoal, 2001). mを自然数とする. Q-ベクトル空間 Vmを

Vm := Q+

m∑
i=1

Qζ(2i+ 1)

とおく. このとき

dimQVm ≥ 1

3
log(m)

が成り立つ. 特に {ζ(2m+ 1) |m ∈ N}の中には無数に無理数が存在する.
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定理 0.2, 0.3, 及び, 0.4はいずれも, ζ(s)の 3以上の奇数点に於ける値の級数表示, を基にし
た “良い近似”の構成により示された.

次に, pを素数とする. 上述の Riemannゼータ関数の p進類似として p進 Riemannゼータ
関数がある. 上述の Riemannゼータ関数の特殊値の性質に対する p進類似は得られるであろ
うか? ζp(s)の正の整数点に於ける値に関して, 無理性, 超越性に関して知られている結果とし
て以下のものがある.

定理 0.5 ([4], [3]). p, sを 2, 若しくは 3とする. このとき ζp(s) ∈ Qp \Qが成り立つ.

定理 0.5を示すためには, ζp(s)の無理数性を示すための “良い近似”を構成することでなさ
れる. “良い近似”の意味は次節で説明する (cf. 定義 0.8). Calegariは p進modular形式を用
いて, Beukersは「ζp(s)の級数表示」を用いてそれぞれ “良い近似”を構成した. 本小論では
定理 0.5のBeukersによる証明をより一般に適用するための試みの解説を行う. そのため定理
0.5の ζ3(2) ∈ Q3 \Qに関する, Buekresによる, “良い近似”の構成を簡単に説明する. “良い
近似”の構成のための重要な手順は次の 3つである.

(ア) Bkを k次ベルヌーイ数とし, R0(z) :=
∑∞

k=0Bk

(
−1

z

)k+1
とおく. このとき,

ζ3(2) = −2

3
R0

(
1
3

)
が成り立つ.

(イ) R0(z)に関する, 有理関数近似 (Padé近似)を求める.

(ウ) (イ)で求めた有理関数近似に z = 1
3 を代入することで ζ3(2)の有理数近似が得られる

が, それが ζ3(2)の無理数性を与える “良い近似”であることを示す.

mを自然数とすると, (ア)はより一般に, Rm(z) :=
(

d
dz

)m
R0(z)に対して,

ζ3(m+ 1) ∈ Q∗Rm

(
1
3

)
が成り立つことが知られている. このことから, Rm(z)の有理関数近似を求めることで, ζ3(m+1)

の無理数性の証明が期待できるのである.

0.2 無理数性の判定法

この部分節では「p-進数がある代数体に入らない」ことを示すための十分条件を与える. こ
こで述べる方法は Siegelにより考案された方法に基付いている (cf. [8]). Kを代数体としてK

のCpへの埋め込みを固定しておく. OK でKの整数環を表す. 固定した埋め込みによるKの
Cpにおける閉包をKpと書き, KのCへの埋め込み全体の集合を I

(∞)
K とかく. このとき次が

成り立つ.

補題 0.6 ([2, Lemma 4.1]). θ ∈ Cpとする. 各自然数 nに対して, 2つのOK 係数 2変数線形
形式の組

L
(n)
0 (X0, X1) = A

(n)
0,0X0 +A

(n)
1,0X1,

L
(n)
1 (X0, X1) = A

(n)
0,1X0 +A

(n)
1,1X1,

本小論では Kubota-Leopoldt p進 L関数に自明指標を代入したものを p進 Riemannゼータ関数と呼んでい
る.
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及び, ある正数達 {cτ}τ∈I(∞)
K

と ρで次の性質を満たすものが存在すると仮定する.

(i) 無数の n ∈ Nに対して det((A
(n)
v,w)0≤v,w≤m) ̸= 0が成り立つ.

(ii) 任意の τ ∈ I
(∞)
K , w = 0, 1,と n ∈ Nに対して, max0≤w≤m ||τL(n)

w || ≤ ecτn+o(n)が成り
立つ.

(iii) 任意の w = 0, 1と n ∈ Nに対してmax0≤w≤m |L(n)
w (θ)|p ≤ e−ρn+o(n)が成り立つ.

(iv)
[Kp : Qp]ρ∑

τ∈I(∞)
K

cτ
> 1が成り立つ.

但し, ||τL(n)
w || := max0≤v≤m |τA(n)

v,w|とする. このとき θ ∈ Cp \K が成り立つ.

以下で, θがある “形式的 Laurent級数の特殊値”としてあらわせる場合に補題 0.6にあるよ
うな数列 {(A(n)

v,w)0≤v,w≤1}を構成することで, その値が代数体に入らないことを示す.

0.3 良いPadé近似

K を代数体とする. f ∈ 1
zK[[1z ]], α ∈ Q∗で θ := f(α)がKp内で収束するものを考察する.

次の目標は θに対して補題 0.6を満たすものを構成したい. そのために用いられるのが “形式
的 Laurent級数の有理関数近似”として知られる Padé近似である.

命題 0.7 (形式的 Laurent級数の Padé近似). Kを代数体とし, f ∈ 1
zK[[1z ]]とする. 自然数 n

に対して, (P
(n)
0 (z), P

(n)
1 (z)) ∈ K[z]2 \ {(0, 0)}で次の条件を満たすものが存在する.

(1) degP (n) ≤ nが成り立つ.

(2) R(n)(z) := P
(n)
0 (z) + P

(n)
1 (z)f(z) ∈

(
1
z

)n+1
が成り立つ.

(P
(n)
0 (z), P

(n)
1 (z))を f の n次 Padé近似という. (P

(n)
0 (z), P

(n)
1 (z))を f の n次 Padé近似

とするとき, P
(n)
0 (z)はR(n)(z)の “正則部分”であり, P

(n)
1 (z)から一意に決まることに注意

しておく. α ∈ Q∗, 自然数 n, 及び, f の n次 Padé近似 (P
(n)
0 (z), P

(n)
1 (z))に対して, 自然数

Dn(α) ∈ OK で

(A(n)
v,w(α) := Dn(α)P

(n−v)
w (α))0≤v,w≤1 ∈ O4

K (1)

を満たすものをとる. ここで決めた (A
(n)
v,w)0≤v,w≤1が補題0.6の条件を満たす様な形式的Laurent

級数の属を考えたい. そこで次の定義を与える.

定義 0.8. K を代数体とし, f ∈ 1
zK[[1z ]]とする. 各自然数 nに対して, f の n次 Padé近似

(P
(n)
0 (z), P

(n)
1 (z))を取る. ある素数 pとある α ∈ Q∗に対して f(α)がKpの元に収束し, かつ,

あるOK の部分集合 {Dn(α)}n∈Nで条件:

· 任意の n ∈ Nに対し関係 (1)が成り立つ.

·ある正数 {cτ}τ∈I∞K , 及び, ρが存在して, (A
(n)
v,w(α) := Dn(α)P

(n−v)
w (α))0≤v,w≤1は, 補題 0.6

の条件 (i), (ii), (iii), (iv)を満たす.

ものが存在するとき, {(P (n)
0 (z), P

(n)
1 (z))}n∈Nを f の良いPadé近似であるという.

本論説では従来知られていたものとは異なる, 良いPadé近似を持つ形式的 Laurent級数
の族を新たに定めることでそれらのある特殊値がある代数体に入らないことを示す. 次に主定
理の紹介を行う.
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0.4 主定理

主定理の主張を述べるために記号の準備を行う. pを素数とし, CpをQpの代数閉方の p進完
備化とする. Cpの p進付値を | · |p : Cp −→ R≥0, |p|p = p−1で定める. 埋め込み ιp : Q ↪→ Cp

を固定する. 埋め込み ιp の Q[[z]] (resp. Q[[1/z]])への延長も ιp と書き, g ∈ Q[[z]] (resp.

f ∈ Q[[1/z]])に対して, ιp(g) (resp. ιp(f))を gp (resp. fp)と書く. 分母関数 denとハウス関
数 | · |を次で定める:

den :
⊔
n∈N

Qn −→ N,

(α1, . . . , αn) 7→ min{n ∈ N |nαiは任意の 1 ≤ i ≤ nに対して代数的整数 },
| · | : Q −→ R≥0, α 7→ max

σ∈Hom(Q,C)
|σ(α)|.

定義 0.9. K を代数体とし C1, C2 > 0とする. 任意の j ∈ Z≥0に対して, 次の条件 (i), (ii)を
満たすK[[z]]の元全体の集合をG(K,C1, C2)とかく.

(i) δ > 0で |aj | ≤ δCj
1 を満たすものが存在する.

(ii) 任意の ϵ > 0に対してある γ(ϵ) > 0で den(ak)0≤k≤j ≤ γ(ϵ)C
j(1+ϵ)
2 を満たすものが存在

する.

この論説ではG(K,C1, C2)の元をG-関数と呼ぶ. p-進収束半径を

rp : Q[[z]] −→ R≥0 ∪ {∞},
∞∑
k=0

akz
k 7→ lim supk(|ιp(ak)|p)−1

と定義し, 集合 {g(z) ∈ K[[z]] | rp(gp) ≥ 1}を Bp,K とかく. これらの記号の元, 主定理は次の
ように述べられる.

定理 0.10. pを素数とし, g ∈ (G(K,C1, C2) ∩ Bp,K) \Q[log(1 + z), (1 + z)α |α ∈ Q]とする.

r := rp(g)とおく. α ∈ {α ∈ Q | |α|p > 1}, に対してM(g)p(α)について

[Kp : Qp]rp
2

p−1 |α|2p > e[K : Q]den(α)
∏

q|den(α),q:prime

q
1

q−1 ×


16(C1C2)

3 if 1 < C1,

16C2
1C

3
2 if 1

2 < C1 ≤ 1,

4C3
2 if C1 ≤ 1

2

を仮定する. このときM(g)p(α) ∈ Kp \K が成り立つ.

注意 0.11. 定理 0.10において値M(g)p(α)はKpの元に収束する.

序論の最後に以下の節の内容を説明する. 2節において形式的Mellin変換を導入し, 形式的
Mellin変換で表される形式的 Laurent級数のPadé近似に関する性質を与える. 3節では, 2節
の結果を用いてG-関数の形式的Mellin変換で表される形式的 Laurent級数が良い Padé近似
を持つことを確かめる. 4節において定理 0.10の具体例を与える.

1 形式的Laurent級数のPadé近似の性質

この節ではKを標数 0の体とする. K[[z]]上に,形式的Mellin変換MK : K[[z]] −→ 1
zK[[1z ]]

を定義し, 形式的Mellin変換であらわされた形式的 Laurent級数に対するPadé近似の性質に
ついて述べる (定理 1.7参照).
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1.1 形式的Mellin変換

この節では形式的Mellin変換の定義とその基本的性質を述べる. まず形式的Mellin変換の
定義を与える.

定義 1.1. 形式的冪級数の形式的Mellin変換を次で定義する:

MK : K[[z]] −→ 1
zK

[[
1
z

]]
, g(z) 7→ MK(g) :=

∞∑
k=0

bk

(
−1

z

)k+1

.

ここで {bk}k∈Z≥0
は g(ez − 1) =

∑∞
k=0

bk
k!
zkで定義される代数的数である. MK はK-線形同

型写像である. K = Qのとき, MQをMと略記する.

例 1.2. mを 0以上の整数とし, Rm(z)を 0.1節で現れた関数とする. このとき,

M
(
logm+1(1 + z)

z

)
= Rm(z)

が成り立つ.

形式的Mellin変換について, 後に考察する形式的Mellin変換の性質を導き出すための基礎
として次の性質がある.

命題 1.3. g(z) =
∑∞

k=0 akz
k ∈ K[[z]]とする. このとき次の等号が成り立つ:

MK(g) = −
∞∑
k=0

(−1)kakk!

z(z + 1) · · · (z + k)
.

特に次の等号が成り立つ:

1
zK

[[
1
z

]]
=

{ ∞∑
k=0

ckk!

z(z + 1) · · · (z + k)

∣∣∣∣∣ ck ∈ K for all k ∈ Z≥0

}
.

命題 1.3の証明は省略する. 次に作用素と形式的Mellin変換の関係を述べる.

定義 1.4. K-代数の同型Mope
K を次で定義する:

Mope
K : K[[z]] −→ K

[[
d
dz

]]
, Mope

K (z) := exp( d
dz )− 1.

以下では exp( d
dz )を∆と記述する.

K
[[

d
dz

]]
の 1

zK
[[

1
z

]]
への作用を次で定義する:( ∞∑

k=0

ak

(
d

dz

)k

,
∞∑
k=0

bk

(
−1

z

)k+1
)

7→
∞∑
k=0

[
k∑

l=0

l!al

(
k

k − l

)
bk−l

](
−1

z

)k+1

. (2)

∆ ∈ K
[[

d
dz

]]
の f(z) ∈ 1

zK
[[

1
z

]]
への作用は次で記述されることに注意する.

∆(f(z)) = f(z + 1).

これらの準備の下, 次が成り立つ.
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命題 1.5. 次の図式は可換図式である.

K[[z]]×Q[[z]]
Mope

K ×MK−−−−−−−→ K
[[

d
dz

]]
× 1

zK
[[

1
z

]]y y
K[[z]]

MK−−−−→ 1
zK

[[
1
z

]]
ここで左の縦の射は積で定まるものであり, 右の縦の射は (2)で定義されたものである.

Proof. g ∈ K[[z]] に対して, Mope
K (z)MK(g) = MK(zg) を示せば十分である. g(z) =∑∞

k=0 akz
k ∈ Q[[z]]とする. はじめにMK(zg)を計算する. 命題 1.3により次の等式が成

り立つ:

MK(zg) = −
∞∑
k=1

(−1)kak−1z
k

z(z + 1) · · · (z + k)
. (3)

一方でMope(z)M(g)に対して次の等式が成り立つ:

Mope
K (z)MK(g) = (∆− 1)

[
−

∞∑
k=0

(−1)kakk!

z(z + 1) · · · (z + k)

]

= −
∞∑
k=0

(−1)kakk!

(z + 1)(z + 2) · · · (z + k + 1)
+

∞∑
k=0

(−1)kakk!

z(z + 1) · · · (z + k)

=
∞∑
k=0

(−1)kakk!

[
−1

(z + 1)(z + 2) · · · (z + k + 1)
+

1

z(z + 1) · · · (z + k)

]

= −
∞∑
k=1

(−1)kak−1k!

z(z + 1) · · · (z + k)
. (4)

等式 (3)と (4)から命題 1.5の証明が得られた.

次に g ∈ K[[z]]に対してMK(g)の基本的な性質を挙げる.

補題 1.6. jを非負整数とする. g(z) =
∑∞

k=0 akz
k ∈ K[[z]]に対して, 次の等式が成り立つ:

z(z + 1) · · · (z + j − 1)MK(g)

= −z(z + 1) · · · (z + j − 1)

j−1∑
k=0

(−1)kak
k!

z(z + 1) · · · (z + k)
+ (−1)j∆jMK

((
d

dz

)j

g

)
,

ここで j = 0の場合は z(z + 1) · · · (z + j − 1) = 1かつ
∑j−1

k=0(−1)kak
k!

z(z + 1) · · · (z + k)
= 0

を表すものとする.

Proof. j = 0のとき, 主張は明らかなので j ≥ 1を仮定する. M(g)の定義から次の等式が成
り立つ:

z(z + 1) · · · (z + j − 1)MK(g) =− z(z + 1) · · · (z + j − 1)

j−1∑
k=0

(−1)kakk!

z(z + 1) · · · (z + k)

+

∞∑
k=j

(−1)kakk!

(z + j)(z + j + 1) · · · (z + k)
.

58



上記の等式から, 命題を示すためには次の等式を示せば十分である:

(−1)j∆jMK

((
d

dz

)j

g

)
=

∞∑
k=j

(−1)kakk!

(z + j)(z + j + 1) · · · (z + k)
. (5)

等式
(

d

dz

)j

g(z) =
∑∞

k=0(k + 1) · · · (k + j)ak+jz
k 及び, 補題 1.3から次の等式が成り立つ:

(−1)j∆jMK

((
d

dz

)j

g

)
= ∆j

( ∞∑
k=0

(−1)k+j(k + j)!ak+j

z(z + 1) · · · (z + k)

)

=

∞∑
k=0

(−1)k+j(k + j)!ak+j

(z + j)(z + j + 1) · · · (z + k + j)

=

∞∑
k=j

(−1)kk!ak
(z + j)(z + j + 1) · · · (z + k)

.

これより等式 (5)が成り立つことが示され, 補題 1.6が証明された.

1.2 形式的Laurent級数のPadé近似について

次に形式的Mellin変換であらわされる形式的 Laurent級数の Padé近似について紹介する.

g(z) =
∑∞

k=0 akz
k ∈ K[[z]]を固定し, f := MK(g) ∈ 1

zK
[[

1
z

]]
とおく.

定理 1.7. P
(n)
1 (z) :=

∑n
j=0 p

(n)
j

z(z + 1) · · · (z + j − 1)

j!
∈ K[z]をとる. P

(n)
1 (z)に対して,「あ

る多項式 P
(n)
0 (z) ∈ K[z]で, (P

(n)
0 (z), P

(n)
1 (z))が f の n次 Padé近似となるものが存在する」

ための必要十分条件は, 0 ≤ k ≤ n− 1を満たす任意の整数 kに対して

n∑
j=0

(
(−1)j

k∑
l=0

(
j

l

)(
k + j − l

j

)
ak+j−l

)
p
(n)
j = 0 (6)

が成り立つことである. ここで, l > j を満たす際は,
(
k+j−l

k

)
= 0を表すものとする. 更に,

(P
(n)
0 (z), P

(n)
1 (z))を f の n次 Padé近似とすると次が成り立つ.

P
(n)
0 (z) =

n∑
j=1

p
(n)
j

(
z(z + 1) · · · (z + j − 1)

j!

)(j−1∑
k=0

(−1)kakk!

z(z + 1) · · · (z + k)

)
,

R(n)(z) =
∑
k=n

 n∑
j=0

(−1)jp
(n)
j

k∑
l=0

(
j

l

)(
k + j − l

j

)
ak+j−l

 (−1)k+1k!

z(z + 1) · · · (z + k)
.

Proof. 前半の必要十分条件の証明のみ与える. 補題 1.6から次の等式が成り立つ.

P
(n)
1 (z)f(z) =

 n∑
j=0

p
(n)
j

j!
z(z + 1) · · · (z + j − 1)

MK(g)

=

n∑
j=1

p
(n)
j

z(z + 1) · · · (z + j − 1)

j!

j−1∑
k=0

(−1)kakk!

z(z + 1) · · · (z + k)

+
n∑

j=0

(−1)j
p
(n)
j

j!
∆jMK

((
d

dz

)j

g

)
. (7)
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ここで命題 1.5から, 等式:

n∑
j=0

(−1)j
p
(n)
j

j!
∆jMK

((
d

dz

)j

g

)
= MK

 n∑
j=0

(−1)j
p
(n)
j

j!

(
(1 + z)j

(
d

dz

)j

g

) (8)

が成り立つことに注意する. 式 (7)から, P
(n)
1 (z)に対して, ある多項式 P

(n)
0 (z) ∈ K[z]で

(P
(n)
0 (z), P

(n)
1 (z))が f の n次 Padé近似になるものが存在することと,

n∑
j=0

(−1)j
p
(n)
j

j!
∆jMK

((
d

dz

)j

g

)
∈
(
1

z

)n+1

(9)

が成り立つことが同値である. 更に, 関係 (9)は, 等式 (8)から次の関係が成り立つことと同値
である:

n∑
j=0

(−1)j
p
(n)
j

j!

(
(1 + z)j

(
d

dz

)j

g

)

=
∞∑
k=0

n∑
j=0

(−1)jp
(n)
j

(
k∑

l=0

(
j

l

)(
k + j − l

j

)
ak+j−l

)
zk ∈ (z)n. (10)

関係 (10)を書き下すと命題 1.5の線形関係式 (6)が得られる. 以上で示された.

2 G-関数の形式的Mellin変換が良いPadé近似を持つことについて

Kを代数体とする. 0 ̸= g =
∑∞

k=0 akz
k ∈ G(K,C1, C2)に対して, f := M(g)とおく. f が

良い Padé近似を持つための十分条件を与えたい.

2.1 Padé近似に関する評価

初めに f の Padé近似の “大きさの評価”を与えたい. この部分節で与えられる主張の証明
は省略する. まず定理 1.7における式 (6)の非自明解 {p(n)v,j } ⊂ OK で “十分に小さい”ものの
存在を示す. そのために重要なのが次の補題である.

補題 2.1 (cf. [8]). K を代数体とし, s, tを s > tを満たす自然数とする. t個のOK 係数線形
形式

Lj(X1, . . . , Xs) := a1,jX1 + · · ·+ as,jXs for 1 ≤ j ≤ t (11)

で次の条件を満たすものが与えられているとする.

ある正数Aについて |ai,j | < Aがすべての 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ tに関して成り立っている.

このとき非自明な, 線形関係式 (11)の解, (x1, . . . , xs) ∈ Os
K で条件

|xi| < c(csA)
t

s−t for all 1 ≤ i ≤ s,

を満たすものが存在する. ただし c > 0はK にのみ依存する定数である.
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補題 2.1を線形関係式 (6)に対してを用いたい. そのために線形関係式 (6)の係数の大きさ
を計算する.

補題 2.2. 0 ≤ k ≤ n− 1を満たす任意の自然数 kに対して, 次の不等式が成り立つ:∣∣∣∣∣∣(−1)j
∑

0≤l≤k,l≤j

(
j

l

)(
k + j − l

j

)
av,k+j−l

∣∣∣∣∣∣ ≤
eo(n)2(m+2)nC

(m+1)n
1 if C1 >

1
2 ,

eo(n)2n if C1 ≤ 1
2 .

注意 2.3. 補題 2.2の計算においてG-関数の条件 (i)を用いている.

補題 2.1, 及び, 補題 2.2から f の Padé近似で次の条件を満たすものが存在することがわ
かる.

系 2.4. 補題 2.2と同様の記号を用いる. ϵを任意の正数とする. このとき, 定理 1.7の線形関
係式 (6)の非自明な解 {pj,ϵ}1≤v≤m,0≤j≤nv ⊂ OK で次を満たすものが存在する:

|p(n)j,ϵ | ≤

eo(n)2(m+2)n(C1C
1+ϵ
2 )(m+1)n if C1 >

1
2 ,

eo(n)2nC
(1+ϵ)(m+1)n
2 if C1 ≤ 1

2 .

以下では正数 ϵと,系2.4から決まる{p(n)v,j,ϵ}1≤v≤m,1≤j≤nv ⊂ OKを固定する. 簡単のためp
(n)
j,ϵ

を p
(n)
j と書くことにし,定理 1.7により p

(n)
j に対応する fのn次Padé近似を (P

(n)
0 (z), P

(n)
1 (z))

と書くことにする. α ∈ Q∗に対して, P
(n)
0 (α), 及び, P

(n)
1 (α)の分母を消す自然数の一つが次

のように求まる.

補題 2.5. 正整数 n に対して en := den(ak)0≤j≤n とおく. また自然数 n に対して, dn :=

l.c.m.(1, . . . , n)とおく. α ∈ Q∗に対して次が成り立つ.

(i) 任意の 1 ≤ v ≤ mに対して
[
den(α)n

∏
q:prime,q|den(α) q

[
n

q−1

]]
p
(n)
v (α) ∈ OK ,

(ii)

[
dnenden(α)

n
∏

q:prime,q|den(α) q

[
n

q−1

]]
p
(n)
0 (α) ∈ OK .

次に α ∈ Q∗に対して, max{|P (n)
0 (α)|, |P (n)

1 (α)|}の上界を与える.

補題 2.6. α ∈ Q∗とする. 自然数 l = l(α)を l < |α| ≤ l + 1を満たすようにとる. このとき,

次の不等式が成り立つ:

max
0≤v≤m

|p(n)v (α)| ≤


eo(n)2(m+3)nC

(m+2)n
1 C

(1+ϵ)(m+1)n
2 if C1 > 1,

eo(n)2(m+3)n(C1C
1+ϵ
2 )(m+1)n if 1

2 < C1 ≤ 1,

eo(n)4nC
(1+ϵ)(m+1)n
2 if C1 ≤ 1

2 .

gが rp(gv,p) ≥ 1を, α ∈ Q∗が |α|p > 1を満たすときに剰余項の p進付値の上界が次のよう
に与えられる.

補題 2.7. gが rp(gv,p) ≥ 1を, α ∈ Q∗が |α|p > 1を満たすとし, r := min1≤v≤m{rp(gv,p)}と
おく. このとき十分大きな任意の自然数 nに対して次が成り立つ:

|R(n)(α)|p ≤ eo(n)
[
(r−1 + o(1))p

− 1
p−1 |α|−1

p

]∑m
v=1(nv+1)

(n → ∞).
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以上で, 本部分節で構成した (P
(n)
0 (z), P

(n)
1 (z))に対して |α|p > 1を満たす α ∈ Q∗に対して

Dn(α) := dnenden(α)
n
∏

q:prime,q|den(α) q

[
n

q−1

]
とおき, (A

(n)
v,w(α) := Dn(α)P

(n−v)
w (α))0≤v,w≤1

とおく. この数列に対して補題 0.6の条件 (ii), (iii)を満たす正数 {cτ}τ , ρを計算することが
できる. αの p進付値を大きくすると補題 0.6の条件 (iv)が成り立たせることができる. した
がって残りは数列 {(A(n)

v,w(α))0≤v,w≤1}n∈Nが補題 0.6の条件 (i)を満たすための条件を求める
ことが必要である. これについて次部分節で取り扱う.

2.2 “行列式”の非零性

[7]の 3章を参照しながら f ∈ 1
zQ[[1z ]]の Padé近似が補題 0.6の条件 (i)に対応する条件を

満たすための必要十分条件を求める. まず次の概念を定義する.

定義 2.8 (cf. [7, p.44]). f(z)を 1
zQ
[[

1
z

]]
の元とし, nを自然数とする. 任意の f の n次 Padé

近似 (P
(n)
0 , P

(n)
1 )に対して degP

(n)
1 (z) = nが成り立つとき, nは f に関して正規であるという.

f に関して正規である自然数全体の集合を Λ(f)と表すことにする.

f(z) =
∑∞

k=0 fk
1

zk+1 ∈ Q
[[

1
z

]]
に対して, f の n次ハンケル行列式を

Hn(f) := det


f0 f1 . . . fn−1

f1 f2 . . . fn
...

...
...

fn−1 fn . . . f2n−2


で定義する. n ∈ Nが f に関して正規であるための必要十分条件をHn(f)を用いて, 次のよう
に記述することができる.

補題 2.9 ([7, Proposition 3.2]). f(z) :=
∑∞

k=0 fk
1

zk+1 を
1
zQ
[[

1
z

]]
の元とし nを自然数とす

る. このとき, 次の条件は同値である.

(i) n ∈ Λ(f)が成り立つ.

(ii) Hn(f) ̸= 0が成り立つ.

f の Padé近似を用いて定義される行列式について次が成り立つ.

命題 2.10. f(z) :=
∑∞

k=0 fk
1

zk+1 を
1
zQ
[[

1
z

]]
の元とし, n ∈ NをHn(f) ̸= 0を満たす自然数

とする. (P
(n−1)
0 , P

(n−1)
1 ), (P

(n)
0 , P

(n)
1 )をそれぞれ f の (n − 1)次 Padé近似, n次 Padéとす

る. 多項式∆(n)(z)を

∆(n)(z) := det

(
P

(n−1)
0 (z) P

(n−1)
1 (z)

P
(n)
0 (z) P

(n)
1 (z)

)
で定めるとき, ∆(n)(z) ∈ Q∗

が成り立つ.

注意 2.11. 命題 2.10と同様の記号を用いる. 自然数 nが n ∈ Λ(f)を満たすとする. 命題 2.10

から任意の f の (n− 1)次 Padé近似 (P
(n−1)
0 , P

(n−1)
1 )と f の n次 Padé近似 (P

(n)
0 , P

(n)
1 ), 及

び, α ∈ Q∗
に対して次が成り立つ:

det

(
P

(n−1)
0 (α) P

(n−1)
1 (α)

P
(n)
0 (α) P

(n)
1 (α)

)
∈ Q∗

.
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命題 2.10, 及び, 注意 2.11にから, |Λ(f)| = ∞であれば, 補題 0.6の条件 (i)に対応する主張
が成り立つことがわかった. |Λ(f)| = ∞であるための必要十分条件が次で与えられる.

定理 2.12 (Kronecker [7, Theorem 3.1]). f を 1
zQ
[[

1
z

]]
の元とする. このとき次は必要十分

条件である.

(i) f /∈ Q(z)が成り立つ.

(ii) Λ(f)は無限集合である.

さて我々は, f がある g ∈ Q[[z]]を用いて f = M(g)と記述される場合を考察していた. 定
理 2.12とMの性質から次が成り立つ.

系 2.13. g(z)をQ[[z]]の元とする. このとき次は同値である.

(i) |Λ(M(g))| = ∞.

(ii) g(z) /∈ Q[log(1 + z), (1 + z)α |α ∈ Q].

以上より集合, (G(K,C1, C2) ∩ Bp,K) \ Q[log(1 + z), (1 + z)α |α ∈ Q]のMによる像は良
い Padé近似を持つ. これらを纏めたものが定理 0.10である.

3 定理 0.10の例

lを自然数とする. 定理 0.10においてK = Q, α = p−lとしたとき次の系が得られる.

系 3.1. pを素数とする. g ∈ (G(Q, C1, C2) ∩ Bp,Q) \ Q[log(1 + z), (1 + z)α |α ∈ Q]とする.

r := rp(g)とおく. lを自然数とし, α = p−lとおく.

rp
l+ 1

p−1 >


16e(C1C2)

3 if 1 < C1,

16eC2
1C

3
2 if 1

2 < C1 ≤ 1,

4eC3
2 if C1 ≤ 1

2

と仮定する. このときM(g)p(α) ∈ Qp \Qが成り立つ.

以下で系 3.1の例をいくつか与える.

例 3.2. mを正整数とする. 任意の素数 pに対して, 次が成り立つ:

logm+1(1 + z)

z
∈ (G(Q, 1, em) ∩ Bp,Q) \Q[log(1 + z), (1 + z)α |α ∈ Q].

ここで rp

(
logm+1(1 + z)

z

)
= 1が成り立つこと, 及び,

M
(
logm+1(1 + z)

z

)
=

(
d

dz

)m ∞∑
k=0

Bk

(
−1

z

)k+1

=

∞∑
k=0

(k + 1) · · · (k +m)Bk

(
−1

z

)k+m+1

が成り立つことに注意する. ここで {Bk
†}k∈Z≥0

は
z

ez − 1
=
∑∞

k=0Bk
zk

k!
で定義されるものと

する.
†Bk は k 次 Bernoulli数と呼ばれる.
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lを自然数とし, pが lが p
l+ 1

p−1 > 16e3m+1,を満たすとき, M
(
logm+1(1 + z)

z

)
p

(p−l) ∈

Qp \Qが成り立つ.

注意 3.3. 例 3.2において, m = 1のとき, BeukersはM
(
log(1 + z)

z

)
の連分数展開を用い

てより強い結果を求めている (cf. [3, Theorem 9.2]).

例 3.4. mを正整数とする. pを 2と異なる素数とすると,

2 logm(1 + z)

1 + z + 1
1+z

∈ (G(Q,
√
2
−1

,
√
2em) ∩ Bp,Q) \Q[log(1 + z), (1 + z)α |α ∈ Q]

が成り立つ. ここで rp

(
2 logm(1 + z)

1 + z + 1
1+z

)
= 1が成り立つこと, 及び,

M

(
2 logm(1 + z)

1 + z + 1
1+z

)
=

(
d

dz

)m ∞∑
k=0

Ek

(
−1

z

)k+1

=

∞∑
k=0

(k + 1) · · · (k +m)Ek

(
−1

z

)k+m+1

が成り立つことに注意する. ここで {Ek
‡}k∈Z≥0

は
2

ez + e−z
=
∑∞

k=0Ek
zk

k!
で定義されるもの

とする.

lを自然数とし, pが lが p
l+ 1

p−1 > 16
√
2e3m+1,を満たすとき, M

(
2 logm(1 + z)

1 + z + 1
1+z

)
p

(p−l) ∈

Qp \Qが成り立つ.

例 3.5. mを非負整数とする. pを 2と異なる素数とする. このとき,

z logm(1 + z)

2 + z
∈ (G(Q, 2−1, 2em) ∩ Bp,Q) \Q[log(1 + z), (1 + z)α |α ∈ Q]

が成り立つ. ここで rp

(
z logm(1 + z)

2 + z

)
= 1が成り立つこと, 及び,

M
(
z logm(1 + z)

2 + z

)
=

(
d

dz

)m ∞∑
k=0

Tk

(
−1

z

)k+1

=
∞∑
k=0

(k + 1) · · · (k +m)Tk

(
−1

z

)k+m+1

が成り立つことに注意する. {Tk
§}k∈Z≥0

は
ez − 1

ez + 1
=
∑∞

k=0 Tk
zk

k!
で定義される.

lを自然数とし, pが lがp
l+ 1

p−1 > 32e3m+1を満たすときM
(
z logm(1 + z)

2 + z

)
p

(p−l) ∈ Qp\Q

が成り立つ.

‡Ek は k 次 Euler数と呼ばれる.
§Tk は k 次ハイパボリックタンジェント数と呼ばれる.
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例 3.6. mを自然数とする. m次ポリログ関数 Lim(z)を
∑∞

k=0

zk

km
で定義する. 任意の素数 p

に対して
Lim(−z)

z
∈ (G(Q, 1, em) ∩ Bp,Q) \Q[log(1 + z), (1 + z)α |α ∈ Q]

が成り立つ. ここで rp

(
Lim(−z)

z

)
= 1が成り立つこと, 及び,

M
(
Lim(−z)

z

)
= −

∞∑
k=0

C
(m)
k

(
1

z

)k+1

が成り立つことに注意する. ここで, {C(m)
k

¶}k∈Z≥0
は

Lim(1− e−z)

ez − 1
=
∑∞

k=0C
(m)
k

zk

k!
で定義

される数である.

lを自然数とし, pが lが p
l+ 1

p−1 > 16e3m+1を満たすとき, M
(
Lim(−z)

z

)
p

(p−l) ∈ Qp \Q

が成り立つ.
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