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概 要

Kaneko, Zagier [5]による楕円曲線の超特異多項式 ssp(X)の研究から, Serre微分を
用いて構成したMp−1(SL2(Z))の自己準同型の固有関数から ssp(X)が得られることが分
かっている. また Baba, Granath [9]は Serre微分の類似物を用いて同様の結果を得た. 本
稿ではこれらの結果を特殊化に含むよう Serre微分にパラメータを入れて拡張し, 構成し
たMp−1(SL2(Z))の自己準同型の固有関数から ssp(X)が得られることを示す.

1 導入

標数 p (素数)の体K上定義された楕円曲線Eに対し, 群E(K)が位数 pの元をもたないと
きEは supersingularであるという. この条件はEの j不変量のみに依存し, 各 pに対して標
数 pの supersingularな楕円曲線は閉体上の同型を除いて有限個しかない. それら有限個の楕
円曲線の j不変量 (Fp2 に入ることが知られている)を根に持つモニック多項式

ssp(X) =
∏
E/Fp

E:supersingular

(X − j(E)) ∈ Fp[X]

は supersingular polynomialと呼ばれる. 古典的には有限体上の楕円曲線を Legendre標準形
y2 = x(x− 1)(x− λ)で書いたとき, pを奇素数として

E/Fp : supersingular ⇐⇒

p−1
2∑

i=0

(p−1
2

i

)2

λi = 2F1

(
−p− 1

2
,−p− 1

2
; 1;λ

)
≡ 0 (mod p)

が成り立つことが知られている. ここで 2F1(α, β; γ;x)はGaussの超幾何級数である:

2F1(α, β; γ;x) :=
∞∑
n=0

(α)n(β)n
(γ)n

xn

n!
.

ただし (α)0 := 1, (α)n := α(α+ 1) · · · (α+ n− 1)と定める. αまたは βが負の整数の場合は
多項式を与えることに注意する. さて, 任意の偶数 k ≥ 4は

k = 12m+ 4δ + 6ε, m ∈ Z≥0, δ ∈ {0, 1, 2}, ε ∈ {0, 1}

と一意的に書けるが, 特に素数 p ≥ 5に対して p−1 = 12m+4δ+6εと書くとき supersingular

polynomialは超幾何級数を用いて次のように表せる.
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定理 1.1 (Deuring [1]). 素数 p ≥ 5に対して p− 1 = 12m+ 4δ + 6εと書くとき

ssp(X) ≡ Xm+δ(X − 1728)ε2F1

(
−m,

5

12
− 2δ − 3ε

6
; 1;

1728

X

)
(mod p).

ただしDeuringは超幾何級数を用いた形では述べておらず, 若干の変形 ([5, Proposition 5])

が必要になるが本質的には上の通りである. 定理の超幾何部分は 1728/X に関する m次多
項式になり, 先頭のXm+δ と打ち消しあうので右辺はX に関する多項式となる. その次数は
p− 1 = 12m+ 4δ + 6εに対して

deg ssp(X) = m+ δ + ε

である. その他Deuring [1]により ssp(X)を Fp上既約分解したときの既約因子の次数は高々
二次であることや, Dpの類数 h(Dp)と deg ssp(X), すなわち E/Fpの同型類の個数が等しい
ことが知られている. ここでDpはQ上の定値四元数環で pと∞でのみ分岐するものである.

一方 Eichler [2]は解析的な手法で, 井草 [3]は代数的な手法で h(Dp)を計算し

h(Dp) =
p− 1

12
+

1

3

{
1−

(
−3

p

)}
+

1

4

{
1−

(
−4

p

)}
を示した. ここで ( ·

p)は Legendre記号である. 右辺が実際m + δ + εに等しいことは簡単に
分かる. さて, 特に興味深い ssp(X)の性質としてモンスター群Mとの関係があげられる.

表 1: ssp(X)の既約分解

p ssp(X)

2 X

3 X

5 X

7 X + 1

11 X(X + 10)

13 X + 8

17 X(X + 9)

19 (X + 1)(X + 12)

23 X(X + 20)(X + 4)

29 X(X + 4)(X + 27)

31 (X + 8)(X + 27)(X + 29)

37 (X + 29)(X2 + 31X + 31)

41 X(X + 9)(X + 13)(X + 38)

43 (X + 35)(X + 2)(X2 + 19X + 16)

47 X(X + 11)(X + 3)(X + 37)(X + 38)

53 X(X + 3)(X + 7)(X2 + 50X + 39)

59 X(X + 42)(X + 11)(X + 12)(X + 31)(X + 44)

61 (X + 11)(X + 20)(X + 52)(X2 + 38X + 24)

67 (X + 14)(X + 1)(X2 + 8X + 45)(X2 + 44X + 24)

71 X(X + 47)(X + 5)(X + 23)(X + 30)(X + 31)(X + 54)

46



26個ある散在型有限単純群の中で位数最大のものはモンスター群Mと呼ばれ, その位数は

#M = 808017424794512875886459904961710757005754368000000000

= 246 · 320 · 59 · 76 · 112 · 133 · 17 · 19 · 23 · 29 · 31 · 41 · 47 · 59 · 71

である. これらの素因数 pに対して supersingularな楕円曲線の j不変量は Fp上定義されるこ
とが知られている. すなわち

p | #M ⇐⇒ ssp(X)の Fp上の既約因子は全て一次

が成り立つ (表 1を参照). また一次因子の個数に関して次の結果が知られている.

定理 1.2 (Deuring [1]). pを 5以上の素数, ssp(X)の Fp上の既約分解における一次因子の個
数をN1(p), 虚二次体Q(

√
−p)の類数を h(−p)とおくと

N1(p) =


h(−p)/2 p ≡ 1 (mod 4)のとき,

2h(−p) p ≡ 3 (mod 8)のとき,

h(−p) p ≡ 7 (mod 8)のとき.

例えば p = 23 ≡ 7 (mod 8)に対して, 表 1よりN1(23) = 3 = h(−23)が分かる.

定義 1.3 (Modular forms). 上半平面 H上の正則関数 f が SL2(Z)に関する重さ kのモジュ
ラー形式 (modular form)であるとは, 次の条件を満たすときにいう:

(i) 変換法則

f

(
aτ + b

cτ + d

)
= (cτ + d)kf(τ),

(
a b

c d

)
∈ SL2(Z), τ ∈ H.

(ii) Fourier展開に負冪の項がない. すなわちHだけでなく無限遠点 i∞でも fは正則である:

f(τ) =

∞∑
n=0

anq
n (q = e2πiτ ).

以下この Fourier展開を q展開と呼ぶ. 特に条件 (ii)において a0 = 0となるとき, f はカスプ
形式 (cusp form)であるという.

SL2(Z)に関する重さ kのモジュラー形式全体のなす Cベクトル空間をMk

(
SL2(Z)

)
と表

す. 以下では SL2(Z)のみを扱うので, 群についての表示を省略して単にMkとも書く.

定義 1.4 (Eisenstein級数). 偶数 k ≥ 4に対して重さ k の (正規化された) Eisenstein級数
Ek(τ)を次で定める:

Ek(τ) :=
1

2

∑
c,d∈Z
(c,d)=1

1

(cτ + d)k
= 1− 2k

Bk

∞∑
n=1

(∑
d|n

dk−1

)
qn.

ここで (c, d)は最大公約数を表し, Bkは k番目の Bernoulli数である.
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偶数 k ≥ 4に対し Ek(τ) ∈ Mk である. 一方で重さ 2の Eisenstein級数 E2(τ) := 1 −
24
∑∞

n=1(
∑

d|n d)q
nはH上正則だがモジュラー形式ではなく,準モジュラー形式 (quasimodular

form)と呼ばれる. E2(τ)は次の変換法則を満たす:

E2

(
aτ + b

cτ + d

)
= (cτ + d)2E2(τ) +

6

πi
c(cτ + d),

(
a b

c d

)
∈ SL2(Z).

Eisenstein級数を用いてRamanujanの∆関数および楕円モジュラー関数 jを各々

∆(τ) :=
E4(τ)

3 − E6(τ)
2

1728
= q

∞∏
n=1

(1− qn)24 = q − 24q2 + 252q3 − 1472q4 + · · · ,

j(τ) :=
E4(τ)

3

∆(τ)
=

1

q
+ 744 + 196884q + 21493760q2 + · · ·

と定める. ∆(τ)は SL2(Z)に関する重さ 12のカスプ形式である. また j(τ)は SL2(Z)不変な
H上の正則関数であり, 無限遠点 i∞に一位の極をもつ. j(τ)の Fourier係数がモンスター群
の既約表現の次数の一次結合で書けるという事実 (“Monstrous moonshine”)はあまりに有名
である.

命題 1.5. Mk

(
SL2(Z)

)
に関して次が成り立つ:⊕

k≥0

Mk

(
SL2(Z)

) ∼= C[E4, E6].

すなわち SL2(Z)に関するモジュラー形式は E4, E6の多項式で表せる. 任意の偶数 k ≥ 4は
k = 12m+4δ+6ε, m ∈ Z≥0, δ ∈ {0, 1, 2}, ε ∈ {0, 1}と一意的に書けることからMkの基底
として

{E3m+δ
4 Eε

6, E
3m+δ−3
4 Eε

6∆, . . . , Eδ+3
4 Eε

6∆
m−1, Eδ

4E
ε
6∆

m} (1)

をとれる. ゆえに dimCMk = m+ 1である.

任意の f ∈ Mk に対し, f/(Eδ
4E

ε
6∆

m)は重さ 0かつ H上正則より, 高々m次の j(τ)の多項
式となる. その多項式を f̃ と書くことにする:

f(τ) = E4(τ)
δE6(τ)

ε∆(τ)mf̃(j(τ)).

特に f̃(j)における jmの係数は f の q展開の定数項に等しい. なお Eisenstein級数から構成
した多項式 Ẽp−1(X)と supersingular polynomialには次の関係が成り立つ.

定理 1.6 (Deligne). 素数 p ≥ 5に対して p− 1 = 12m+ 4δ + 6εと書くとき

ssp(X) ≡ Xδ(X − 1728)εẼp−1(X) (mod p).

例えば E12 = E3
4 − 432000

691 ∆より Ẽ12(X) = X − 432000
691 ≡ X + 8 ≡ ss13(X) (mod 13)であ

る. 以下では記号 “ ′ ”は通常の微分ではなく (2πi)−1d/dτ = q · d/dq (q = e2πiτ )を表すもの
とする. モジュラー形式を微分すると保型性が崩れてしまいモジュラー形式にならないが, 同
じく保型性が崩れているE2と組み合わせることで保型性を保つことが出来る.

定義 1.7 (Serre微分). Serre微分 ∂∆ = ∂∆,k : Mk → Mk+2を次で定める:

∂∆(f)(τ) := f ′(τ)− k

12
E2(τ)f(τ).
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∂∆(f) ∈ Mk+2は f の変換法則の微分と E2の変換法則から従う. ∆(τ)の重さが 12である
ことと, ∆′(τ)/∆(τ) = E2(τ)に注意する. また, ∂∆は

⊕
k≥0Mk 上の重さ 2の微分でカスプ

形式の空間を保つものとして, 定数倍を除き一意に定まる.

命題 1.8 (Ramanujan). Eisenstein級数の微分に関して次が成り立つ:

E′
2 =

E2
2 − E4

12
, E′

4 =
E2E4 − E6

3
, E′

6 =
E2E6 − E2

4

2
. (2)

証明. ∂∆(E4) ∈ M6, ∂∆(E6) ∈ M8 であり, dimCM6 = 1,dimCM8 = 1よりこれらは各々
E6, E

2
4 の定数倍になる. あとは q展開の定数項を比較して比例定数を求め, Serre微分の定義

に戻って展開すればよい. 一方E′
2 − 1

12E
2
2 がM4に入ることはE2の変換法則から直接確かめ

られるので, 同様の議論で示される.

定義 1.9 (Modular Linear Differential Equation, MLDE). 二階線形常微分方程式

f ′′(τ) +A(τ)f ′(τ) +B(τ)f(τ) = 0

が SL2(Z)に関する重さ kのMLDEであるとは次を満たすときにいう:

(i) A(τ), B(τ)は Im(τ) → ∞で有界であり, 微分方程式 (1.9)は SL2(Z)の楕円点を確定特
異点に持つ．すなわちE4(τ)E6(τ)A(τ)およびE4(τ)

2E6(τ)
2B(τ)は H上正則1である.

(ii) f(τ)が解ならば, 任意の
(
a b
c d

)
∈ SL2(Z)に対して (cτ + d)−kf

(
aτ+b
cτ+d

)
もまた解である.

堤 [4]によってこの条件を満たす SL2(Z)に関する重さ k, 二階のMLDEは具体的な表示が
決定されている. 係数にかかる条件をより強くしてA(τ), B(τ)が H上正則とすると, SL2(Z)
に関する重さ k, 二階のMLDEは本質的には次節の (♯)kに限ることが知られている.

2 既知の結果

本節ではあるMkの自己準同型の固有関数と supersingular polynomialとの関係を紹介する.

Serre微分を二回施した作用素 ∂2
∆ = ∂∆,k+2 ◦ ∂∆,k : Mk → Mk+4を考える. k ̸≡ 2 (mod 3)に

対してdimMk = dimMk+4となることから, Mk+4 = E4 ·Mkである. ゆえにϕk(f) := E−1
4 ∂2

∆

はMkの自己準同型を与えるが, ϕkは q展開の定数項を k(k+2)/144倍し, 余次元 1のカスプ
形式の空間を保つ. よって ϕkは k(k + 2)/144を固有値の一つとして持つ. そこで固有値問題

∂2
∆(f) =

k(k + 2)

144
E4f (3)

を考え, 正規化 (定数項= 1)された解を F∆,k ∈ Mkとする. このとき次が成り立つ.

定理 2.1 (Kaneko, Zagier [5]). 素数 p ≥ 5に対して p− 1 = 12m+ 4δ + 6εと書くとき

ssp(X) ≡ Xδ(X − 1728)εF̃∆,p−1(X) (mod p).

1講演では単に A(τ), B(τ)が H上正則としていましたが条件が抜けていました.
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Serre微分の定義に従って (3)を展開すると

f ′′(τ)− k + 1

6
E2(τ)f

′(τ) +
k(k + 1)

12
E′

2(τ)f(τ) = 0 (♯)k

となるが, これは先に定義したMLDEの代表的な例である. (♯)kは ssp(X)との関係以外にも,

様々なモジュラー形式解や準モジュラー形式解を持つこと [6, 7]や混合モックモジュラー形式
解を持つこと [8]が分かっている.

MLDEの解と ssp(X)の関係に話を戻すと, Serre微分と類似する微分作用素

∂E4(f)(τ) := f ′(τ)− k

4

E′
4(τ)

E4(τ)
f(τ), ∂E6(f)(τ) := f ′(τ)− k

6

E′
6(τ)

E6(τ)
f(τ)

を用いて構成した固有値問題の正規化された解に対し, 次が成り立つ.

定理 2.2 (Baba, Granath [9]). 素数 p ≥ 5に対して p− 1 = 12m+ 4δ + 6εと書くとき

ssp(X) ≡ Xδ(X − 1728)εF̃E4,p−1(X) ≡ Xδ(X − 1728)εF̃E6,p−1(X) (mod p).

注意 2.3. Serre微分の場合と異なり, f ∈ Mkに対して一般的には ∂E4(f) ̸∈ Mk+2, ∂E6(f) ̸∈
Mk+2となる.

解から構成する多項式の零点について以下が成り立つ. これらの多項式は超幾何級数表示を
持ち, それが古典的直交多項式になっていることから証明される.

定理 2.4 (Kaneko, Zagier [5]). F̃∆,k(X) の根は全て実単根で, 区間 (0, 1728)に存在する.

定理 2.5 (Baba, Granath [9]). F̃E4,k(X), F̃E6,k(X)の根は全て実単根で, 各々区間 (1728,∞)

および (−∞, 0)に存在する.

3 主結果

主結果は前節で述べた定理 2.1および定理 2.2を特殊化として含むようパラメータを入れた
ものである. まず r, s, t ∈ Z, u := 2r + 3s+ 6t ̸= 0に対して

g(τ) = gr,s,t(τ) := E4(τ)
rE6(τ)

s∆(τ)t

とおく. このとき

∂g(f)(τ) = ∂g,k(f)(τ) := f ′(τ)− k

2u

g′(τ)

g(τ)
f(τ)

と定める. この作用素は対数微分の性質より

∂g(f) =
2r

u
∂E4(f) +

3s

u
∂E6(f) +

6t

u
∂∆(f)

と書き直せるから, 互いに素な (r, s, t)の組を考えれば十分である. また ∂g は Leibnitz 則を
満たす:

∂g,k+l(FG) = ∂g,k(F )G+ F∂g,l(G).
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定理 3.1. 偶数 k ≥ 4を k = 12m + 4δ + 6εと一意的に書く. さらに 1 ≤ n ≤ mなる整数 n

に対して t(k + 1) ̸= nuであるとする.

(1) 次の二階微分作用素 ϕg,kはMkの自己準同型を与える:

ϕg,k(f) =
1

E4

{
(∂g,k+2 ◦ ∂g,k)(f)−

t2k(k + 2)

4u2
E4f

− 1

16u2
(sk − 2uε)(sk − 2uε+ 4(r + 2s+ 3t))

E4(E
3
4 − E2

6)

E2
6

f

+
1

36u2
(rk − 2uδ)

(
rk − 2uδ + 6(r + s+ 2t)

)E3
4 − E2

6

E2
4

f

}
.

また ϕg,kは固有値 0をもつ.

(2) 次のモジュラー形式 Fg,k = 1 + O(q) ∈ Mk は固有値 0に対応する ϕg,k の固有関数で
ある:

Fg,k(τ) = E4(τ)
3m+δE6(τ)

ε
2F1

(
−m, µ ; 1− t(k + 1)

u
;
1728

j(τ)

)
,

µ =
5

12
+

(2r − 3s− 6t)(k + 1)

12u
− 2δ − 3ε

6
.

(3) 素数 p ≥ 5に対し k = p− 1とし, u ̸≡ 0 (mod p)とする. このとき

ssp(X) ≡ Xδ(X − 1728)εF̃g,p−1(X) (mod p).

(r, s, t) = (0, 0, 1) ⇔ g = ∆が定理 2.1に, (r, s, t) = (1, 0, 0), (0, 1, 0) ⇔ g = E4, E6が定理
2.2に対応する. 以下, 証明の概略を述べる.

(1) まずMk の基底 (1)の ϕg,k による行先は微分公式 (2)により計算できる. 結果だけ書く
と, δ ≤ a ≤ 3m+ δ, 0 ≤ c ≤ m, 4a+ 12c = k − 6εに対して

ϕg,k(E
a
4E

ε
6∆

c) = c

{
c− t(k + 1)

u

}
Ea

4E
ε
6∆

c − (λ(a)− λ(δ))Ea−3
4 Eε

6∆
c+1,

λ(x) =
48

u2
(rk − 2ux)(rk − 2ux+ 6(r + s+ 2t))

となる. いま δ ∈ {0, 1, 2}なので a = δのとき二項目の Ea−3
4 が負冪になりMk の元を与えな

い恐れがあるが, そのとき λ(a)− λ(δ)が消えるので ϕg,k はMk の自己準同型を与える. 一項
目の係数は仮定から c = 0のときのみ消えるから ϕg,kは 0を固有値に持つ.

(2) モジュラー形式解を

Fg,k =
m∑
c=0

νcE
3(m−c)+δ
4 Eε

6∆
c, ν0 = 1

とおいて ϕg,kに代入すると消えることから, 基底の一次独立性より係数 νに関する漸化式を得
る. これを解くことで Fg,k が超幾何級数を用いて表せる. あるいは同じことだが ϕg,k(f) = 0

を直接解いてもよい．ϕg,k(f) = 0を ∂g の定義にしたがって展開し整理すると

f ′′ − k + 1

u

g′

g
f ′ +

k(k + 1)

2u

(
g′

g

)′
f +

s(k + 1)(k + 2ε)

8u

E4(E
3
4 − E2

6)

E2
6

f

−
{
r(k + 1)(k + 2δ)

18u
− δ(δ − 1)

9

}
E3

4 − E2
6

E2
4

f = 0
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となり, h = f/E3m+δ
4 Eε

6 とおいて変数変換 z = 1728/j(τ)を施すことで超幾何微分方程式が
現れる.

(3) Fg,kの具体形において k = p− 1とおくと, 仮定から u ̸≡ 0 (mod p)なので

5

12
+

(2r − 3s− 6t)(k + 1)

12u
− 2δ − 3ε

6
≡ 5

12
− 2δ − 3ε

6
, 1− t(k + 1)

u
≡ 1 (mod p)

となり, 定理 1.1から ssp(X)との関係を得る.
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