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1 イントロダクション

F を総実代数体でQ上の次数が dであるものとする. f を, F 上のHecke固有なHilbert尖
点形式でとする. ここでは特に, f はその重さが全て 2 (parallel weight two)のものを考える.

本研究では, f から得られる 2つのGalois表現について考える. その 2つとは以下のようなも
のである; ℓを素数とし, 体の同型 ιℓ : C ≃ Qℓを固定するとき,

(1) F の絶対Galois群GF の 2次元 ℓ-進表現

ρf,λ : GF −→ GL2(Qℓ).

(2) Qの絶対Galois群GQの 2d次元 ℓ-進表現

Rℓ(πf ) : GQ −→ GL2d(Qℓ).

ここで πf は f に付随するGL2(AF )の保型表現 (AF は F の adele環).

(正確な説明は後ほど. λは f のHecke体Ef の ℓ上の素点を意味する.)

F = Qのときは (Hilbert 保型形式とは呼ばれず楕円保型形式と呼ばれるが)この 2つの表
現は同じものであり, f のレベルを Γ1(N) (N ≧ 5)とするとき, ρf,λ = Rℓ(πf )は楕円モジュ
ラー曲線 X1(N)の ℓ-進エタールコホモロジー H1

ét(X1(N) ⊗Q Q,Qℓ)の直和因子として得ら
れる.

一般の F (d > 1)の場合は別々のものになるが, Brylinski-Labesse [BL]の仕事により, これ
らの間には以下のような関係があることがわかっている: F/QがGalois拡大とすると,

Rℓ(πf )|GF
≃ss

⊗
[σ]∈Gal(F/Q)

ρσf,λ.

ここで, ρσf,λはGal(F/Q)の元 [σ]の選択したリフト σ ∈ GQによる ρf,λの共役であり, ≃ssは
両辺の半単純化の間の同型を意味する.

さて, F 上の重さが全て 2のHilbert尖点形式 f に対して, f のHecke体をEf とし, 体の埋
め込み τ : Ef ↪→ C全体の集合を IEf

とする. τ ∈ IEf
に対し, πf の τ による twist1 を πτf と

する. さらに
IHd

Qℓ
(πf ) :=

⊕
τ∈IEf

Rℓ(π
τ
f )

1これは正確には πf の有限部分 π∞
f に対して定義される: (π∞

f )は GL2(A∞
F )の表現であるが, Ef 上のモデル

ωEf (π
∞
f )を持つ: ωEf (π

∞
f )⊗ C ∼= (π∞

f ) ([Clo, §3.1]). πτ
f はその有限部分が ωEf (π

∞
f )⊗τ Cとなるものである.
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とすると, これは階数 2dの自由Ef ⊗Q Qℓ-加群であり, 特に F の (適切な)レベルKのモジュ
ラー多様体MKの交叉コホモロジー IHd

ét(MK⊗Q,Qℓ)のEf⊗QQℓ-isotropic部分である (§3.1
参照). 例えば, MK の Hasse-Weil L-関数を理解するためには, IHd

ét(MK ⊗ Q,Qℓ), 従ってそ
の直和因子である IHd

Qℓ
(πf )を理解する必要があるが, Odaは [Oda]において, IHd

Qℓ
(πf )は適

切なアーベル多様体を用いて記述されるであろうと予想した. より正確には以下の通り:

予想 1.1 ([Oda]). F/Qは次数 dの総実な Galois拡大とする. F 上の Hecke固有な Hilbert

尖点形式 f で重さが全て 2であるものに対し, F 上のアーベル多様体A1, . . . , Adが存在して,

GF -同変なEf ⊗Q Qℓ-加群の同型

IHd
Qℓ
(πf )|GF

≃
⊗

1≤i≤d
H1

ét(Ai ⊗F Q,Qℓ) (1)

が存在する.

Odaは [Oda]において, Hilbertモジュラー曲面の場合 (d = 2の場合)に式 (1)のBetti-version

を示し, それが ℓ-adic étale-versionでも成り立つであろうと予想した.

本稿の主結果は, このOda予想が潜在的には正しい, というものである. 正確には以下の通
りとなる:

定理 1.2 (主結果 2). F/Qを総実Galois拡大でその次数は dとする. f を F 上のHecke固有
な Hilbert尖点形式で, その重さは全て 2とする. このとき, 総実な可解拡大 F ′/F と F ′上へ
の f の底変換 f ′に付随する F ′上のアーベル多様体Af ′ が存在して, GF ′-同変な Ef ′ ⊗Qℓ-加
群の同型が成立する:

IHd
F ′(πf )Qℓ

≃ss

⊗
[σ]∈Gal(F/Q)

H1
ét(A

σ
f ′ ⊗Q,Qℓ).

ここで, IHd
F ′(πf )Qℓ

は IHd
Qℓ
(πf )|GF ′ のGF ′-同変なEf ′ ⊗Qℓ-部分加群で,

IHd
F ′(πf )Qℓ

⊗Ef⊗Qℓ
(Ef ′ ⊗Qℓ) ∼= IHd

Qℓ
(πf )|GF ′

となるものである. また, Gal(F/Q)の各元 [σ]に対しそのリフトσ ∈ GQを選択し,これに対し
てAσf ′を体σ(F ′)上のアーベル多様体Af ′⊗F ′σ(F ′)を表すものとする. さらにH1

ét(A
σ
f ′⊗Q,Qℓ)

を σ-共役によりGF ′ の表現とみなしている.

主結果 2の証明と本文の構成について. 証明では「ρf,λ が或るアーベル多様体の 1次コホモ
ロジーの直和因子であること」 (命題 2.2, 命題 2.3参照)がキーポイントであるが, 講演では
これは保型性持ち上げの議論の帰結として得られると述べた. 講演後, この性質は保型表現の
底変換の議論 (これは Kisinの保型性持ち上げ定理の補題のひとつ)から直接得られ, 従って
保型性持ち上げの議論は不要であることが分かった. 一方, 保型性持ち上げにおける結果 (主
結果 1: 定理 2.6)もそれ自体は意味がなくはないと思われるので, 結果としては, タイトルの
「modularity lifting」と「Oda’s conjecture for Hilbert modular varieties」は独立した 2つの
内容となった. 本文の構成は, メインストリームは後者「Oda’s conjecture」としつつ, 保型性
持ち上げの結果を §2.2, §2.3で述べた.

記号. 代数体 F に対し, AF を F のアデール環とする. また (制限)無限直積で定義されるも
の, またはそのように分解されるもの (アデール環や保型表現など)に対し, その有限部分を下
付き記号 f でなく上付き記号∞で表す; 例えば A∞

F で F の有限アデール環を表す. 素数 ℓに
対し, χcyc

ℓ で ℓ進円分指標を表す.
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2 2次元表現 ρf,λと保型性持ち上げ

2.1 Hilbert 保型形式 f に付随する 2次元Galois表現 ρf,λ

Eichler, Shimura, Deligneらの楕円保型形式に関する基本的な仕事を受けて, Ohta [Oht],

Carayol [Car], Taylor [Tay89], Blasius-Rogawski [BR89], [BR93]らによって構成され, その
性質が解明されてきた ρf,λについて, その基本的性質を振り返っておく.

定理 2.1 ([Oht], [Car], [Tay89], [Tay93], [BR89] and others). F/Qを次数 dの総実代数拡大
とし, IF を体の埋め込み τ : F → Rの全体とする. f を F 上の Hecke固有な Hilbert尖点形
式とする. f の重さ ((kτ )τ∈IF , w)は以下の (i), (ii)を満たすものとする: (i) 各 τ ∈ IF に対し,

kτ ≥ 1 かつ kτ ≡ w mod 2, (ii) 各 τ ∈ IF に対し, kτ ≥ 2. また f のレベルを nとする.

素数 ℓを選択し, 体の同型 ι : C ≃ Qℓを固定する. Ef を f の (Q上の) Hecke体とし, Ef,λ

をEf の Qℓ内での完備化とする; λは固定した埋め込みに対応するEf の (ℓ上の)素点を意味
する. また, Sを F の素点の有限集合で, 全ての無限素点と n ℓを割る全ての素点を含むものと
する. この時, 2次元の既約な連続表現

ρf,λ : GF −→ AutEf,λ
(Vf,λ) ≃ GL2(Ef,λ)

で次を満たすものが存在する: ρf,λは Sの外で不分岐であり (従ってGF,Sの表現とみなせる),

各 v ̸∈ Sで次が成立;

det(1− tρf,λ(Frobv)) = 1− θf (Tv)t+ θf (Sv)NF/Q(v)t
2.

ここで θf (Tv), θf (Sv)は f に付随するHecke作用素 Tv, Sv の固有値であり, Frobv ∈ GF,S は
vでの幾何的 Frobenius (qv 乗写像の逆元). 特に, (ρf,λ)λ∈|F |∞ は ([BR93, §1.6]の意味で) Ef

係数の整合系をなす.

上の定理にあっては, Cayayol [Car], Saito [Sai]による「(Langlands対応の)局所大域整合
性 (Compatibility of local and global Langlands correspondences)」が重要であるが, ここで
は省略する. これについては原論文の他, proceeding [三]等を参照のこと.

ℓ-進Galois表現の (特にそれらの整合系の)理論においては, ρf,λの次の性質が重要である;

命題 2.2 ([Oht], [BR89]; [BR93]も参照のこと). 上の定理 2.1の仮定を引き続き用いる. いま
さらに, 次の条件を仮定する;

• d = [F : Q]が偶数かつ f の重さが ((2, . . . , 2), 0)のとき

DS(πf ) = {v ∈ |F |∞ | (πf )v はGL2(Fv)の離散系列表現 } ̸= ∅.

このとき, (ρf,λ, Vf,λ)はmotivicである; 即ち, Vf,λ ⊗Ef,λ
Qℓ は, F 上 proper smoothな或る

代数多様体 X のエタールコホモロジー H i(X ⊗F F,Qℓ)の直和因子として現れる. 重さが
((2, . . . , 2), 0)の時, さらに, X としてアーベル多様体 (かつ i = 1)が取れる.

上で除外された場合に関しても, 次に述べるように潜在的にはmotivic性が回復されること
がわかる;

命題 2.3. 定理 2.1の仮定を引き続き用いる. ρf,λ のArtin導手は自明でないとする. このとき,

ρf,λは潜在的にmotivicである; より正確には, 或る (総実)有限次拡大 F ′/F と F ′上のアーベ
ル多様体A′が存在して, 制限 ρf,λ|GF ′ はA′の 1次コホモロジーの直和因子に同型である.
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これは本質的に [SW, p.18]において述べられている. その内容は以下の通り: vを ρf,λ の
Artin導手を割る F の素点とする. 類体論を用いることで, 適切に F ′/F を取ることで, f に
付随する保型表現 πf の F ′ 上への底変換2 BCF ′/F (πf ) = πf ′ の, v 上の素点 v′ での導手を
ちょうど v′にすることができる. この時, Langlands対応の局所大域整合性を通して, 2次元
の Frobenius半単純Weil-Deligne表現の分類 ([三, §1]等を参照)を用いることで, πf ′ の v′で
の局所因子はGL2(F

′
v′)特殊表現となる.

従って, ρf,λ|GF ′
∼= ρf ′,λ′ に対して命題 2.2を適用してこの結果が得られる.

2.2 Kisinの保型性持ち上げ定理

ℓ-進Galois表現の係数体に関する基本的な注意をしておく. ρ : GF,S → GLn(Qℓ) を代数体
F のGalois群GF の, Sの外不分岐な連続表現とする. このとき:

(i) Qℓの或る有限次拡大 Eλ ⊂ Qℓが存在して, Im ρ ⊂ GLn(Eλ)となる. これにより, 以下
では考える ℓ-進Galois表現は適当な有限次拡大Eλ/Qℓを係数体を持つものとして考える.

(ii) Oλを Eλの整数環とすると, さらに連続表現 ρ : GF,S → GLn(Eλ)はGF,S の作用で安
定なO-格子 T ⊂ Enλ を持つ. これを用いてO係数の表現 ρT : GF → GLn(O)を考えること
も多い.

(iii) 合成GF,S
ρT−→ GLn(O)

mod λ−−−−→ GLn(F)を ρT と書く. ρT の半単純化 ρssT は T に依らず
全て同型なので, ρssと書く (本稿で主に扱うのは ρT が絶対既約な場合である; 即ち Fを剰余
体 Fの代数閉包とするとき, ρT ⊗FF ∼= (ρT ⊗FF)ss).
さて, 本研究における一つ目の主結果は, ρf,λの変形に関するものである. 主結果を述べる

為に, KisinのR = T における記号の準備をする. 正確な内容は原論文 [Kis]の他, 山下氏によ
る proceeding [山]も参照のこと.

ρ : GF,S → GL2(Oλ)を連続な 2次元連続表現で, その行列式は, ℓ-進円分指標 χcyc
ℓ と有限

指標 ψ : GF,S → F×の積であるとする. その剰余表現 ρ : GF,S → GL2(F)は絶対既約とする.

Rψ,□F,S を, 行列式を ψχcyc
ℓ と固定した ρの枠付変形の普遍変形環とする. また, Σを ρの Artin

導手を割る素点の集合とし, Σℓ := {p | ℓ} ∪ Σとする. 以下を仮定する;

• ρは強い意味での剰余的保型性 (strongly residually modularity [Kis, (3.5.4)]; 以下の注
意 2.4参照)を持つ.

注意 2.4. 連続表現 ρ : GF,S → GL2(Eλ)が強い意味での剰余的保型性を持つとは, 以下を満
たすことであった ([Kis, (3.5.4)]);

(1) ℓ上の任意の素点 pにおいて, ρ|GFp
は潜在的に Barsotti-Tate表現である;

(2) ψ := det ρ/χcyc
ℓ は有限位数の指標である (χcyc

ℓ は ℓ-進円分指標);

(3) F 上の或るHecke 固有なHilbert尖点形式 f (重さは全て 2)であって, (i) ρ ≃ ρf,λであ
り, (ii) f に付随するGL2(AF )の尖点表現が全ての p | ℓで特殊表現でないもの, が存在
する.

ここで,剰余標数 ℓの局所体FpのGalois群の ℓ-進表現ρp : GFp → GL2(Eλ)がBarsotti-Tateで
あるとは, あるOFp上の ℓ-可除群Γ = (Γn)n≥1が存在して, ρpは VℓΓ :=

(
lim←−n Γn(F p)

)
⊗Zℓ

Qℓ

2いまの場合, 底変換 BCF ′/F (πf )は GL2(AF ′)の尖点表現となるので, F ′ 上の適当な Hilbert保型形式 f ′ に
付随する保型表現となっている.
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と Qℓ[GFp ]-加群として同型であることを指す. 「潜在的に」は適切な有限次拡大 F ′
q/Fpの後

に, その条件が ρ|GF ′
q
に対して満たされることを意味する (代数体の場合や他の条件に関して

も同様). また代数体 F のGalois群の ℓ-進表現 ρ : GF → GL2(Eλ)が p | ℓでBarsotti-Tateで
あるとは, pでの分解群への制限 ρ|GFp

が Barsotti-Tateであることをいう. 例えば, 重さが全
て 2のHecke固有なHilbert尖点形式 f と素数 ℓ上のEf の素点 λに対し, ρf,λは, 以下を満た
すときには p | ℓで Barsotti-Tateである; (i) pは f のレベルを割らない, (ii) 剰余表現 ρf,λは
絶対既約である ([Tay93, Theorem 1.6]).

各 p | ℓに対し, 局所表現 ρ|GFp
: GFp → GL2(Oλ)はその剰余表現 ρ |GFp

の平坦な変形とな

るが, ρ |GFp
の平坦な枠付普遍変形環Rfl,□

p,Oλ
の商で ρ|GFp

の “通常性データ”を保つ変形をパラ

メトライズするものを R̃σ,□p,Oλ
とする (正確な定式化は [Kis, §2.4, 2.5 及び (3.4.4), (3.4.7)] 参

照). さらに行列式を固定した変形に対応する商を R̃ψ,σ,□p,Oλ
とする. このとき, R̃ψ,σ,□p,Oλ

はOλ上
[Fp : Qℓ] + 3次元の整域となる ([Kis, (2.5.16)]).

同様に各 v ∈ Σに対しても, 局所表現 ρ|GFv
: GFv → GL2(Oλ)と同様の変形 (今の場合は

γ2v = ψ|GFv
なる不分岐指標 γv に対し変形が γv(1)の γv による拡大となっているという条件)

をパラメトライズする適切な局所枠付変形環 R
ψ,γv ,□
v,Oλ

を考えると, これはOλ上 3次元の整域
となっている ([Kis, §2.6]). いまこれらの完備テンソル積を

B := ⊗̂v∈ΣR
ψ,γv ,□
v,Oλ

⊗ ⊗̂p|ℓR̃
ψ,σ,□
p,Oλ

とおくと, BはOλ上 [F : Q] + 3♯Σℓ次元の整域. このような良い係数環上で Taylor-Wiles系
を考えるというのがKisinの Taylor-Wiles系であった ([Kis, §3.3]).

定理 2.5 ([Kis, (3.4.11), (3.5.5)]). 素数 ℓを ℓ > 5とする. 2次元の連続表現ρ : GF → GL2(Oλ)
は有限集合 Sの外不分岐で, さらに以下を仮定する;

• ρは強い意味での剰余的保型性を持つ,

• ρの剰余表現 ρ : GF → GL2(F)は, GF の開部分群 GF (ζℓ)へ制限しても絶対既約 (ζℓは
1の原始 ℓ乗根).

このとき, 適当な総実可解拡大 F ′/F ([F ′ : Q]は偶数)と, F ′上の Hecke固有な Hilbert尖
点形式 f ′ (重さは全て 2)で ρ |GF ′

∼= ρf ′,λ′ となるものが存在して, F ′の素点の有限集合 S′を
適切に取ることで, ρf ′,λ′ に対応する枠付普遍変形環からの射

Rψ,□F ′,S′,λ ⊗B −→ End(SD2,ψ(U,Oλ)□m)

は, ℓ-torsion kernelを持つ. 特に, F ′ 上の或る Hecke固有な Hilbert尖点形式 g が存在して
ρ|GF ′

∼= ρg,µ. ここで SD2,ψ(U,Oλ)□m は適切な F ′ 上の四元数環 Dに付随する保型形式の空間
(を局所化, 枠付データに関して修正したもの)であり, Jacquet-Langlands対応により f ′に対
応するHecke固有形式 f ′Dを持つ. また上の射はHecke作用によって与えられる.

R□λ := Rψ,□F ′,S′,λ ⊗ B とし, 上の射の像を T□λ とする. このとき特に, (R□λ )
red ≃−→ T□λ が成立

(KisinのR = T 定理).
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2.3 主結果 1

定理 2.6 (主結果 1). Kisinの定理 2.5において, さらに以下の条件を考える; P を F ′の有限
素点の有限集合で, P ∩S′ = ∅であるものとする. 不分岐局所指標 χv′ : GF ′

v′
→ O×

λ (v′ ∈ P)
の族 χ := {χv′}v′∈P を選択し, 次のような局所変形条件を考える:

• 変形条件 P(P, χ) : 行列式は ψχcyc
ℓ であり, 各 v′ ∈ P において, ρ |GF ′ の変形は χv によ

る χ−1
v (ψχcyc

ℓ )の拡大.

このとき, SD2,ψ(U,Oλ) がHecke固有形式からなるOλ上の生成系を持つならば, 変形条件に対

応する, SD2,ψ(U,Oλ)□m ⊗Eλ の T□-安定なOλ-部分加群W
(P,χ)
2,ψ (U,Oλ)□m が存在し, 特にそれが

非自明なとき,

R□λ := Rψ,□F ′,S′,λ ⊗B −→ End(W
(P,χ)
2,ψ (U,Oλ)□m)

は, ℓ-torsion kernelを持つ. 特に, この射の像を T□P,λとすると, (R□λ )
red ≃−→ T□P,λが成立.

この定理には技術的な条件 Oλ 上の Hecke固有基底の存在が付くが, 大域的な保型形式の
空間

H0(XD(U), ψ ;OE) :=
{
f : D×\(D ⊗ A∞

F )×/U → OE | f(xz) = ψ(z)f(x) (z ∈ (A∞
F )×)

}
(ここでEは十分大きな代数体で, ψ : (A∞

F )×/F× → O×
E は有限指標)を考えると, 殆ど全ての

Eの有限素点 λに対して

H0(XD(U), ψ ;OE)⊗OE OEλ
∼= SD2,ψ(U,OEλ

)

はOEλ
上の Hecke固有基底を持つことがわかる. また上の有限集合 P は S′の外で任意に取

れるので, Chebotarevの密度定理により, 次の結果を得る;

系 2.7. Eを代数体, |E|∞をEの有限素点の集合とし，(ρλ)λ∈|E|∞ をGF の λ-進Galois表現

ρλ : GF −→ GL2(Eλ)

の整合系で, ある λにおいて ρλ は Kisinの定理 2.5の条件を満たすものとする. このとき,

無限個の素点 µ ∈ |E|∞ において, ρµ の普遍変形環 R□µ の O□µ -有理点は一点のみ. ここで,

O□µ := Oµ⊗RF,S,µ
R□F,S,µである.

3 2d次元表現Rℓ(πf)とOda予想

3.1 2d次元表現Rℓ(πf )

ここでは主に [BL]に従って, 2d次元表現 Rℓ(πf ) : GQ → GL2d(Qℓ)の復習をする. 引き続
き F/Qを d次の総実代数拡大とし, IF を体の埋め込み F ↪→ Rの全体の集合とする. F から
得られる Hilbertモジュラー多様体を考える. Hilbertモジュラー多様体とは, Q上の代数群
GM2 := ResF/Q(GL2/F )から得られる志村多様体

M = (MK)K
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である; ここでK はGM2(A∞
Q ) = GL2(A∞

F )のコンパクト開部分群をわたる. H± := P1(C) \
P1(R)とするとき, 各MK はその複素構造が

MK(C) := GM2(Q)\GM2(A
∞
Q )× (H±)IF /K

で与えられる C 上の準射影的な代数多様体であり, さらに射影系 M = (MK)K は Q 上の
canonicalモデルを持つ (以下では Q上の代数多様体として扱う). 以下ではK は極大コンパ
クト開部分群

∏
v∈|F |∞ GL2(OFv)に含まれるもの, 従ってK =

∏
vKv の形のもの, を扱う.

いま体の同型 ιℓ : C ≃ Qℓを固定する. 記号

IHd
Qℓ
(MK) := IHd

ét(MK ⊗Q Q,Qℓ)

をMK のBaily-Borelコンパクト化に関する d次 ℓ-進交叉コホモロジーとする. IHd
Qℓ
(MK)に

はGQが連続に作用する. さらに, HK,Qℓ
をK-両側不変なGM2(A∞

Q )上のコンパクト台Qℓ-値
関数からなる合成積代数とすると, IHd

Qℓ
(MK)はGQ-同変なHK,Qℓ

-加群となる. さらに, L2-

コホモロジーとの比較同型を用いて, IHd
Qℓ
(MK)は GQ × HK,Qℓ

-加群として以下のように分
解される (cf. [BL]):

IHd
ét(MK ⊗Q Q,Qℓ) ∼=

⊕
π

UdQℓ
(π)⊗ ιℓ(π∞)K , (2)

ここで π = π∞⊗ π∞はヒルベルト空間L2(GL2(F ) \GL2(AF ))の既約因子で以下のようなも
の全体をわたる:

(i) πは一次元表現で, Z(R)上では π∞(z) = 1 (z ∈ Z(R)), ここで Zは代数群GM2 の中心,

(ii) πは重さ ((2, . . . , 2), 0)のGL2(AF )の尖点的保型表現.

分解式 (2)に現れるUdQℓ
(π)は πに付随するGalois加群である. UdQℓ

(π)のGalois作用をRℓ(π)

と書く. πが尖点的のとき UdQℓ
(π)は階数 2dの自由Qℓ-加群である (cf. [BL, p.399]); イントロ

ダクションで述べた 2d次元のGQ-表現とはこのRℓ(π)である;

Rℓ(π) : GQ −→ AutQℓ
(UdQℓ

(π)) ≃ GL2d(Qℓ).

3.2 Rℓ vs. ρf,λ

前節の記号を引き続き用いる. イントロダクションの冒頭で述べた 2つのGalois表現は, 次
のように結びつく:

命題 3.1 (Brylinski-Labesse [BL]). F/QをGalois拡大とする. このとき, 次が成立:

Rℓ(πf )|GF
≃ss

⊗
[σ]∈Gal(F/Q)

ρσf,λ, (3)

ここで, ρσf,λはGal(F/Q)の元 [σ]の選択したリフト σ ∈ GQによる ρf,λの共役であり, ≃ssは
両辺の半単純化の間の同型を意味する

Brylinski-Labesseは [BL]において, Rℓ(πf )の不分岐な素点での Frobeniusのトレース値を
GM2 の L-群の表現を用いて記述した. 同型 (3)は, それを ρf,λを用いて書き直すことで得ら
れる.
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3.3 Hilbertモジュラー多様体に体するOda予想

前節の記号を引き続き用いる. f を総実代数体 F 上のHecke固有なHilbert尖点形式 (重さ
は全て 2)とし, πf を f に付随するGL2(AF )の保型表現とする. いま

IHd
Qℓ
(πf ) :=

⊕
τ∈IEf

UdQℓ
(πτf )⊗ ιℓ((πτf )∞)K

とおく. IHd
Qℓ
(πf )は IHd

Qℓ
(MK) = IHd

ét(MK ⊗ Q,Qℓ)のEf ⊗Q Qℓ-isotropic部分である. K

を適切に取れば dimC((π
τ
f )

∞)K = 1となるように取れるので, 以下ではK はそのようなもの
とする (そうすればイントロダクションでの定義と一致する). Hilbertモジュラー多様体に対
するOda予想とは以下のようなものであった:

予想 3.2 ([Oda]). F/Q は次数 dの総実な Galois拡大とする. F 上の Hecke固有な Hilbert

尖点形式 f で重さが全て 2であるものに対し, F 上のアーベル多様体 A1, . . . , Ad が存在して,

GF -同変なEf ⊗Q Qℓ-加群の同型

IHd
Qℓ
(πf )|GF

≃
⊗

1≤i≤d
H1

ét(Ai ⊗F Q,Qℓ) (4)

が存在する.

この予想に関する主結果を述べる為に, IHd
Qℓ
(πf )の部分Galois加群を定義する. F ′/F を総

実可解拡大とし, BCF ′/F (πf )を πf のF ′上への底変換とする. BCF ′/F (πf )は尖点表現でその
重さが ((2, . . . , 2), 0)であるので, F ′上の適当な Hilbert尖点形式 f ′が存在して BCF ′/F (πf )

は f ′ で生成される; πf ′ = BCF ′/F (πf ). f
′ の Hecke体 Ef ′ は f の Hecke体 Ef に含まれる;

Ef ′ ⊂ Ef . いま IEf ′ を体の埋め込み τ ′ : Ef ′ ↪→ C全体のなす集合とする.

各 τ ′ ∈ IEf ′ に対し, 次の図式を可換にする τ = t(τ ′) ∈ IEf
をひとつずつ取って固定する;

Ef ′
τ ′ //

incl.   B
BB

BB
BB

B
C

Ef

t(τ ′)

??��������

.

いま IHd
F ′(πf )Qℓ

を

IHd
F ′(πf )Qℓ

:=
⊕

τ ′∈IEf ′

UdQℓ
(π
t(τ ′)
f )

∣∣∣
GF ′
⊗ ιℓ((π

t(τ ′)
f )∞)K

とする. IHd
F ′(πf )Qℓ

はGF ′-同変な階数 2dの自由Ef ′⊗QQℓ-加群である. またこれは τ ′ ⇝ t(τ ′)

の取り方に依存するが, 次の同型はその取り方 tによらずに成立:

IHd
F ′(πf )Qℓ

⊗Ef⊗Qℓ
(Ef ′ ⊗Qℓ) ∼= IHd

Qℓ
(πf )|GF ′ .

この時, 次が成立する:

定理 3.3 (主結果 2). F/Qを総実Galois拡大でその次数は dとする. f を F 上のHecke固有
な Hilbert尖点形式で, その重さは全て 2とする. このとき, 総実な可解拡大 F ′/F と F ′上へ
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の f の底変換 f ′に付随する F ′ 上のアーベル多様体Af ′ が存在して, GF ′-同変な Ef ′ ⊗Qℓ-加
群の同型が成立する:

IHd
F ′(πf )Qℓ

≃ss

⊗
[σ]∈Gal(F/Q)

H1
ét(A

σ
f ′ ⊗Q,Qℓ).

ここで, Gal(F/Q)の各元 [σ]に対しそのリフト σ ∈ GQ を選択し, これに対して Aσf ′ を体
σ(F ′)上のアーベル多様体Af ′ ⊗F ′ σ(F ′)を表すものとする. さらにH1

ét(A
σ
f ′ ⊗Q,Qℓ)を σ-共

役によりGF ′ の表現とみなしている.

これは命題 2.3と命題 3.1より容易に得られる. 元の Hilbert尖点形式 f が命題 2.2の条件
を満たす時, F ′としては F 自身が取れるということも注意しておく.

謝辞. 講演の機会を与えていただきました, 金子昌信先生, 権寧魯先生, 岸康弘先生に, この場
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