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概 要

本稿は 2016年に開催された「第 10回福岡数論研究集会」における筆者の講演内容に
基づいて書かれたものである. 講演の機会を与えていただいたオーガナイザーの方々に厚
く感謝御礼申し上げたい.

1 はじめに

Kを標数 p > 0の完全体を剰余体として持つ混標数完備離散付値体とし, Gをその絶対ガロ
ア群とする. 1970年代に J.-M. Fontaineによって与えられた p進ホッジ理論は, 大雑把にい
えばGの “良い” Qp表現を研究するものである. “良い”表現というのは (大抵の場合)幾何的
に構成されるものたちのことであり, p可除群の Tate加群や多様体のエタールコホモロジー,

保型形式からくる表現の p上の分解群への制限などが挙げられる. それら良い表現の Zp格子
を研究する理論を整 p進ホッジ理論と呼び, 多くの研究者たちの手によって理論が構築されて
きた.

(整) p進ホッジ理論においてはガロア表現を適当な線形データで分類することが様々な場合
において役に立つことが知られている. この適当な線形データは「加群＋フロベニウス (＋簡
単な群作用)」で構成されることが多い. 例として (φ,Γ)加群, Fontaine-Laffaille加群, Wach

加群, Breuil加群等といった様々なものがあり, どれを用いるかはケースバイケースとなって
いる. 本稿ではこうした線形データの一つであるKisin加群に焦点をあてた話をしていきた
い. Kisin加群は 2006年のM. Kisinの論文 [Kis]に敬意を表してそのような呼び方をされて
いる (と思う). 近年, B.CaisとT.Liu [CL]により, より一般的な条件下でKisin加群の理論が
構築された. 本稿では, 彼らの研究結果の続きといえる内容となっているプレプリント [O2]に
示されている次の事柄に関する結果を紹介したい.

• クリスタリン表現を分類する (擬)線形データを Cais-LiuのKisin加群を用いて構築.

• 高さ 1のKisin加群と, それに対応する p可除群のDieudonnéクリスタルとの間の比較
同型定理.

2 Cais-Liu の理論

この章ではCais-Liuの理論の概説を述べる. まず次のような多項式と系を選び固定する. こ
れから述べる理論は全てこれらの選び方に依存することになる.

• 多項式 f(u) = up + ap−1u
p−1 + · · ·+ a1u ∈ Zp[u]; p | ai, 1 ≤ i ≤ p− 1.
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• 系 (πn)n≥0; π0 = πはK の素元, f(πn+1) = πn (∀n ≥ 0).

注意 1. f(u) = upとしたときがKisinのセッティング.

● Kisin加群. kをKの剰余体とする. S := W (k)[[u]]とし, W (k)半線形写像 φ : S→ Sを
φ(u) := f(u)で定義する. R := lim←−(OK/p← OK/p← · · · )を p乗写像からなる射影系により
定義される射影極限とし, π := (πn mod p)n≥0 ∈ Rとする. さて, mod p写像W (R)→ Rの集
合的切断{·}f : R ↪→W (R)で, φ({x}f ) = f({x}f ) (∀x ∈ R)を満たすものがただ一つ存在する.

(実際 x ∈ Rに対してその持ち上げ x̂ ∈W (R)を任意にとり, {x}f := limn→∞(f ◦ φ−1)(n)(x̂)

とすれば良いことが分かる.) これを用いて, φと可換なW (k)線形埋め込み S ↪→ W (R)を
u 7→ {π}f で定義する.

定義 2. r ≥ 0を整数とする. S上の φ加群M = (M, φ)が次の条件を満たすとき, Mを (高
さ r)のKisin加群と呼ぶ:

• MはS上の加群として有限生成,

• Mは高さ r, すなわち, E(u)rcoker(φ∗M
1⊗φ→ M) = {0}.

ModrSを高さ rのKisin加群の成す圏とする.

Kisin加群の圏の上の反変関手 TS : ModrS → RepZp
(Gπ)を

TS(M) := HomS,φ(M,W (R))

で定義する. ここでGπの TS(M)への作用は (g.f)(x) := g(f(x)) (g ∈ Gπ, f ∈ TS(M))で与
える.

● Cais-Liuの結果. Kπを全ての n ≥ 0に対する体K(πn)の合成体 ∪n≥0K(πn)とし, Gπを
その絶対ガロア群とする. 体拡大Kπ/Kは完全分岐なAPF拡大となり, そのノルム体は k((u))

と同型で, 自然なRへのG作用はGπ と k((u))の絶対ガロア群Gk((u))との間の同型を導く.

Repr,crisQp
(G)をHodge-Tate重み [0, r]のGのクリスタリンQp表現の成す圏とし, Repr,crisZp

(G)

をそれらの表現のG作用で安定な Zp格子の成す圏とする.

次の条件をたびたび用いる:

条件 (P): 全ての n ≥ 0に対して, φn(f(u)/u)はE(u)の冪ではない.

Cais-Liuは Kisin加群に対して次のようなことを示した. これらは全て Kisinの状況の下
(f(u) = up)では知られていたことである.

定理 3 ([CL]). (1) V をHodge-Tate重み [0, r]のGのクリスタリンQp表現, T をそのGπ作
用で安定な Zp格子とする. このとき, 高さ rのKisin加群Mで TS(M) ≃ T となるものが存
在する.

(2) 条件 (P)を仮定する. このとき TS : ModrS → RepZp
(Gπ)は充満忠実. (よってこのとき (1)

のMは同型を除いて一意に定まる.)

(3)条件 (P)と vp(a1) > rを仮定する. このときガロア群の作用を制限する関手Repr,crisQp
(G)→

RepQp
(Gπ)は充満忠実.

(4) vp(a1) > 1とする. このとき, Mod1SとOK 上の p可除群の成す圏 (p−div/OK
)との間の

(反変の)圏同値で次を可換にするものが存在する:
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3 (φ, Ĝ)π加群

この章では (φ, Ĝ)π加群を定義する. これはKisin加群にガロア群 Ĝの作用が与えられらたも
のであり,これらの成す圏は適当なクリスタリン表現の格子の成す圏との圏同値を与えることを
後に述べる. ここで Ĝは, 拡大Kπ/KのK上のガロア閉包 K̂/Kのガロア群 Ĝ := Gal(K̂/K)

である.

● B+
crisの部分環Oα, R̂, RK0. まず Acris の部分環 S[[E(u)p

p ]]を考える. これは p進完備で

S[[E(u)p

p ]] = S[[u
ep

p ]]であり, また Acrisのフロベニウス φを保つことが簡単にわかる. ただし

一般にはGの作用で安定ではない. 次に環OαをOα := S[[E(u)p

p ]][1/p]として定義する. これ
はB+

cris の部分環であり, 先の環と同様に φを保つがGの作用で安定とは限らない.

次に, 以下の性質を全て満たすB+
crisの部分環RK0 を任意に一つ選び固定する.

(1) Oα ⊂ RK0 .

(2) RK0 はB+
crisの φとG作用を保つ.

(3) RK0 へのG作用は Ĝを経由する.

さらに, R̂ := RK0 とおく. 定義から R̂はB+
crisの φとG作用を保ち, G作用は Ĝを経由する.

このような環RK0 が存在することはすぐに分かる. 実際 {gx | g ∈ G, x ∈ Oα}で生成され
る B+

crisの部分環は上の三つの条件をすべて満たしていることが簡単にわかる. Kisinの条件
下 (f(u) = up)では, よく研究されている Breuil加群の理論と結び付けやすいような“良い”
RK0 を具体的に構成した上で議論がされてきた [Liu2]. 一般の f(u)に対してはBreuil加群の
理論が構築されていないので (※ モノドロミーをどう定義すればよいか分からないことが原
因の一つ)どのようにRK0 を具体的に定義することが妥当と言えるのかは良く分からないの
だが, とりあえず本稿の主定理を述べる上ではあまり重要ではないので気にせず話を進めてい
くことにする.

● (φ, Ĝ)π 加群の定義. (φ, Ĝ)π 加群を以下のように定義する.

定義 4. 三つ組み M̂ = (M, φ, Ĝ)が (高さ rの)(φ, Ĝ)π加群であるとは, 次の条件が成り立つ
ときをいう.

• (M, φ)は (高さ r の) Kisin加群.

• Ĝは R̂半線形に R̂ ⊗φ,S M に連続に作用する1 2.

• Ĝの R̂ ⊗φ,S Mへの作用は φR̂ ⊗ φMと可換.

1以下では, 自然な射影 G ↠ Ĝにより Gが R̂ ⊗φ,S Mに作用すると考えることもある.
2Gの R̂⊗φ,S Mへの作用を自然にW (R)⊗R̂ (R̂⊗φ,S M) = W (R)⊗φ,S Mに延長した際に, W (R)の weak

topologyに関して Gの作用が連続ということ.
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• φ∗M ⊂ (R̂ ⊗φ,S M)Gπ .

Modr,ĜS を高さ rの (φ, Ĝ)π 加群の成す圏とする.

(φ, Ĝ)π 加群の圏の上の反変関手 T̂ : Modr,ĜS → RepZp
(G)を

T̂ (M̂) := HomR̂,φ
(R̂ ⊗φ,S M,W (R))

で定義する. Gの T̂ (M̂)への作用は (g.f)(x) := g(f(g−1x)) (g ∈ G, f ∈ T̂ (M̂))で与える. こ
の関手 T̂ に対して, (φ, Ĝ)π 加群 M̂に対応するガロア表現 T̂ (M̂)は一般的にはクリスタリン
表現の格子になるとは限らない3. そこで, クリスタリン表現の格子が対応するような条件を
追加した Modr,ĜS の部分圏を定義する.

定義 5. Modr,ĜS の充満部分圏Modr,Ĝ,cris
S を, 次の条件を満たす (φ, Ĝ)π加群 M̂の成す圏とし

て定義する: 任意の g ∈ Ĝと x ∈Mに対して

(∗) g(1⊗ x)− (1⊗ x) ∈ φ(gu− u)B+
cris ⊗φ,S M.

注意 6. 上の条件 (∗)はこのままではガロア表現のmod pnを考察するのには都合の悪い形をし
ているため, 右辺をもう少し精密化する必要がある. (∗)の左辺は実際にはφ(gu−u)B+

cris⊗φ,S

M ∩W (R)⊗φ,S Mに入っているため, φ(gu− u)B+cris ∩W (R) というW (R)のイデアルが
どのようなものになるのかを調べることが重要となる. 詳しいことは 5章に書くのでそちらを
参照されたい.

4 主結果

ここでは 3つの主結果を述べる.

● (φ, Ĝ)π 加群とクリスタリン表現の格子.

定理 7 ([O2]). 条件 (P)と vp(a1) > rを仮定する. このとき, T̂ は圏同値

Modr,Ĝ,cris
S ≃ Repr,crisZp

(G)

を導く.

この定理及びその証明に用いる議論が本質的で, それさえ用いれば以下に述べる二つの定理
8, 定理 9 の証明はそこまで難しくない.

● (f, (πn)n≥0)の取り換え. 条件 (P)と vp(a1) > rを仮定する. T ∈ Repr,crisZp
(G)を任意に

とったとき, 定理 3 (1), (2)によりこれに対応する高さ rのKisin加群Mが同型を除いて一意
に定まる. しかし初めに注意したように, この Kisin加群は (f, (πn)n≥0)の取り方に依存して
定まるものだった. そこで別の (f ′, (π′

n)n≥0)で条件 (P)と vp(a1) > rを満たすものをとって
みると, これに関して T に対応する先のMとはまた別のKisin加群M′が得られる (係数環も
変わるのでそれをS′と書くこととする). すると, 自然な問題としてこれら二つのKisin加群

3f(u) = up の時は適当な潜在的準安定表現の格子が対応することが知られている [O1]. 一般の場合にも同様
のことが成り立つと思うが分かっていない.
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の間にはどういった関係があるのかということを考えたくなる. もしこれらの関係がきっちり
と分かったとすると, 一般の反復拡大Kπ/Kの話を古典的なKisin加群の理論に帰着できると
いった利点がある. 結論として, これら二つのKisin加群はW (R)まで係数拡大すると同じで
あることが分かる. つまり, 次が成り立つ.

定理 8 ([O2]). 条件 (P)と vp(a1) > rを仮定する. このときW (R)線形で φと可換になるよ
うな, 次の自然な同型がある:

W (R)⊗S M ≃W (R)⊗S′ M′.

さらに, r ≤ 1ならば条件 (P)は外せる.

● Dieudonnéクリスタルとの比較同型定理. 高さ 1の Kisin加群は次のような幾何的な解
釈をもっている. ※ [CL]では予想として述べられていた.

定理 9 ([O2]). vp(a1) > rを仮定する. H をOK 上の p可除群, Mを定理 3 (4)の圏同値にお
いてH に対応する Kisin加群とする. D(H)をH に付随する Dieudonnéクリスタルとする.

このとき, Acris線形で φと可換になるような, 次の自然な同型がある:

Acris ⊗φ,S M ≃ D(H)(Acris).

5 今後の課題

今回の結果を様々な integralな問題に適用していく際には後一歩踏み込んだ計算が必要にな
る. 問題を大きく 4つに分けて述べようと思う. はじめの 3つは非常に技術的な問題となって
いるが細かいことはあまり気にしないでいただきたい.

● ug := gu− u (g ∈ G)はどうなっているか? これが一番重要な問題であるように思ってい
る. Kisinのケース f(u) = upの時は非常に簡単かつ具体的に計算できるのだが, 一般の f(u)

の時は具体的にどうなっているのかまでは (おそらく)分からないのではないかと思っている.

● 良いRK0 の選び方はあるか? 3 章でB+
crisの部分環RK0 というものを一つ固定し, その上

で (φ, Ĝ)π 加群を定義した. 古典的なKisinのケース f(u) = up の場合, 論文 [Liu1] ではこの
RK0 としてBreuil加群の理論と相性の良いものを導入しているが, 一般の f(u)の場合ではど
のようなものをとればよいかはまだ良く分からない. 上に述べたように g ∈ Gの uへの作用
の形がKisinのケースと違って綺麗な形で書けない (よってOαの “ガロア閉包”がどのような
ものになるかも良く分からない)ことと, “Breuil 加群の理論”がまだ一般の f(u)に対して構
成されていないことが大きい.

● φ(ug)B
+
cris ∩W (R)の具体的な計算はできるか? W (R) のイデアル φ(ug)B

+
cris ∩W (R)の

性質を調べることは様々な integralな理論をしていく上でとても重要な役割を果たす. 実際
f(u) = upの時は φ(ug)B

+
cris ∩W (R) ⊂ upI [1]W (R)という包含関係を示すことができる. (こ

こで, I [1]W (R) := {x ∈W (R) | φn(x) ∈ Fil1B+
cris, ∀n ≥ 0}.) このイデアル upI [1]W (R)は扱

いやすく “良い”イデアルといえるものとなっている. 例えばこれは単項イデアルであり, mod

pの計算が完全にわかる. さらにガロア表現の分岐の計算, Kisinが示したクリスタリン表現上
の充満忠実定理のねじれ版の証明, クリスタリン表現の reductionの分類やそれに伴うセール
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予想の重さパートへの応用等を考えていくうえでもイデアル upI [1]W (R)は非常に大きな役割
を果たすことが確認されている. 一般の f(u)に対してはやはり gu (g ∈ G)が良く分からない
ために, φ(ug)B

+
cris ∩W (R)を簡単なW (R)のイデアルで評価できていない.

● Kπ, Ĝはどういうものになっているか? 例は? Kπ, Ĝの詳しい性質や群構造をあたえれば,

それだけで論文ができる気がする.

• f(u) = upの時はKπのK上のガロア閉包 K̂は 1の p冪根の全体 µp∞をKπに添加して
得られるものであり, そのK上のガロア群 Ĝは Ĝ = Gal(K̂/K(µp∞))⋊Gal(K̂/Kπ)) ≃
Zp(1) ⋊ Gal(K̂/Kπ))だから良く分かっている. Gal(K̂/Kπ))の構造が分かっていない
ではないかという意見もあるかもしれないが, (φ, Ĝ)π 加群の計算を進めていく際にこ
の群は Kisin加群には自明に作用するので, 議論していく上でたいした障害にはならな
い…よって気にしない.

• Kπ がK 上ガロア拡大ならばアーベル拡大であり, 適当な relative Lubin-Tate群 (通常
の Lubin-Tate群の一般化)のねじれ点で生成されることは知られている [Ber].
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