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1 Introduction

d (̸= 0, 1)を平方因子を持たない整数とする. 2次体Q(
√
d)の整数 αと u ∈ {±1}に対し, 4

次多項式 f(X)を

f(X) = fα,u(X) = X4 − TX3 + (N + 2u)X2 − uTX + 1 ∈ Z[X]

で定義する. 但し, T := Tr(α)及びN := N(α)はそれぞれ αのノルム, トレースを表す. この
とき, 多項式 f の判別式 disc(f)は disc(f) = d21d2, d1 := T 2 − 4N, d2 := (N + 4u)2 − 4uT 2

と表せる.

この論文では, Qに f の根を添加した 4次体 F の基本単数系を与えることを目的とする. 2

節では, f のQ上の最小分解体のガロア群及び F の単数群のランクを考察する. 3節では, F

の基本単数系を考察する.

一般の代数体の基本単数系を求めるアルゴリズムは古くから知られているが, ある複雑な幾
何学的計算を必要とする (例えば, [2, 第 2章 5節]参照). 1940～1950年代に黒田成勝氏, 久保
田富雄氏らはQ上 4次 bicyclic拡大体の基本単数に関するいくつかの重要な結果を与えた ([8],

[9] など). 特に, bicyclicな 4次体の基本単数は, 以下のように 2次部分体の基本単数を用いて
与えられることがわかる.

Theorem A ([9, Satz 11]). F をQ上 bicyclicな実 4次体, ε1, ε2, ε3を F の 3つの実 2次体
の基本単数とすると, F の基本単数系は以下のいずれかで与えられる:

(i) ε1, ε2, ε3;

(ii)
√
ε1, ε2, ε3;

(iii)
√
ε1,

√
ε2, ε3;

(iv)
√
ε1ε2, ε2, ε3;

(v)
√
ε1ε2,

√
ε3, ε2;

(vi)
√
ε1ε2,

√
ε2ε3,

√
ε3ε1;

(vii)
√
ε1ε2ε3, ε2, ε3.

Theorem B ([9, Satz 12]). F をQ上 bicyclicな虚 4次体, ε1を F の (唯一つの)実 2次体の
基本単数とすると, F の基本単数系は以下のいずれかで与えられる:

(i) ε1;

(ii)
√
ζ
√
ε1 (ζ は ζ ∈ F かつ

√
ζ ̸∈ F を満たす 1のべき根).

また, 上記のいずれの場合になるか, 特別な場合に考察した結果も知られている ([6], [7],

[14]). その後, 一般の 4次体の族に関する研究が行われた. 中村憲氏は [12]において, 2次体を
部分体に持つ 4次体の単数基準の下限を与え, さらに, d1, d2がそれぞれQ(

√
d1),Q(

√
d2)の判

別式となる場合に, Qに上記多項式 f の根を添加した 4次体の基本単数系を, 部分体の基本単
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数にある単数を加えて与えた. ここで, dがすべての平方因子を持たない有理整数を, また αが
Q(

√
d)のすべての整数を亘るとき, T,N はともにすべての有理整数を亘るため, 我々の 4次多

項式 f は [12]で中村氏の扱ったものと同じである.1 中村氏の結果を用いて, Leprévost, Pohst

and Schöpp [10]はあるパラメトリックな 4次体の族の基本単数系を与えた. その他のパラメ
トリックな 4次体の族に対する結果として, 例えば, L. C. Washington [15], A. Pethö [13], M.

Jüntgen [5]などがある.

2 Galois group and the rank of unit group

Lを f のQ上の最小分解体とする. また, α ∈ Q(
√
d)のガロア共役を αと表す. まずは, f

の既約性及び L/Qのガロア群に関する命題を与える. ここで, f はQ(
√
d)において

f(X) = (X2 − αX + u)(X2 − αX + u) (2.1)

の分解を持つことに注意する.

Proposition 1. (1) f がQ上既約であるための必要十分条件は, α ̸∈ Zかつ α2 − 4u ̸∈ Z2が
成り立つことである.

(2) α ̸∈ Z及び α2 − 4u ̸∈ Z2を仮定する. このとき

Gal(L/Q) ≃


C2 × C2 if d2 ∈ Q2,

C4 if d2 ∈ dQ2,

D4 otherwise.

Proof. (1) f をQ上可約とする. (2.1)より, f がQ上可約であることと, 2次の因子を持つこ
とは同値であることがわかるので, f(X) = (X2 − sX + δ)(X2 − tX + δ) (s, t ∈ Z, δ ∈ {±1})
と表せる. 係数を比べることで次の 3式を得る.

T = s+ t, N + 2u = st+ 2δ, uT = (s+ t)δ. (2.2)

δ = uのとき, (2.2)の第 1, 2式より, T = s+ t, N = stとなるので, s, tはX2 − TX +N の
根であるから, {s, t} = {α, α}. よって, α ∈ Zである. δ = −uのとき, (2.2)の第 1, 3式より,

T = 0を得るので, α = b
√
d (b ∈ Z)と表せる. よって (2.2)の第 1, 2式から,

α2 − 4u = b2d− 4u = −N − 4u = −st = s2 ∈ Z2.

逆に, α = a ∈ Z (resp. α2 − 4u = s2 ∈ Z2)ならば,

f(X) = X4 − 2aX3 + (a2 + 2u)X2 − 2auX + 1 = (X2 − aX + u)2

(resp. f(X) = X4 + (−s2 − 2u)X2 + 1 = (X2 + sX − u)(X2 − sX − u)).

(2) Hungerfordの結果 [4, Chap. V, Proposition 4.11]を用いる. f の 3次の分解式 r(X)は

r(X) = X3 − (N + 2u)X2 + (uT 2 − 4)X − (2T 2 − 4(N + 2u))

= (X − 2u)(X2 −NX + uT 2 − 2uN − 4) ∈ Z[X]

1この研究は, 著者の一人 (岸)が行っていた研究の中に現れる上記の 4次多項式 f をもう一人の著者 (青木)が
学生時代に読んだ中村氏の論文内にあったことを記憶していたことから始まりました.
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となり, 1次の因子を持つので, Gal(L/Q) ̸≃ S4, A4. また,

disc(X2 −NX + uT 2 − 2uN − 4) = (N + 4u)2 − 4uT 2 = d2

であるので, (2.1)に注意して,

Gal(L/Q) ≃ C2 × C2 ⇐⇒ r(X)がQ[X]において 1次式に分解 ⇐⇒ d2 ∈ Q2,

Gal(L/Q) ≃ C4 ⇐⇒ f(X)がQ(
√
d2)上既約 ⇐⇒ d2 ∈ dQ2

を得る.

以降, f はQ上既約, すなわち, α ̸∈ Z及び α2 − 4u ̸∈ Z2を仮定する. f は重根を持たない
ので, disc(f) = d21d2 ̸= 0となる. また,

d1 = 0 ⇐⇒ α ∈ Z,

d2 = 0 ⇐⇒ (u, α) = (1,±2), (−1,±2
√
−1) ⇐⇒ α2 − 4u = 0 (∈ Z2)

となることが容易に確かめられる. さらに, 4次の円分多項式はΦ5(X),Φ8(X),Φ10(X),Φ12(X)

のみであるので, f = fα,uの根が 1の根となることと (u, α) ∈W が同値となる. ここで,

W := {(1,±
√
2), (1,±

√
3), (1,

1±
√
5

2
), (1,

−1±
√
5

2
), (−1,±

√
−1), (−1,±

√
−2)}

である.

Lemma 1. f のすべての根は Lの単数であり, それらは次の形で与えられる:

ε, uε−1, η, uη−1, |ε| ≥ |uε−1|, |η| ≥ |uη−1|. (2.3)

Proof. f(0) = 1及び f(X) ∈ Z[X]により, 4つの根が単数であることは明らかである.

まず, f が円分多項式の場合を考える. ζn = e2πi/nを 1の原始 n乗根とする. f(X) = Φ5(X)

(resp. “f(X) = Φ8(X) かつ u = 1”, “f(X) = Φ8(X) かつ u = −1”, f(X) = Φ10(X),

“f(X) = Φ12(X)かつ u = 1”, “f(X) = Φ12(X)かつ u = −1”)のとき, (ε, η) := (ζ5, ζ
2
5 )

(resp. (ζ8, ζ
3
8 ), (ζ8, ζ

5
8 ), (ζ10, ζ

3
10), (ζ12, ζ

5
12), (ζ12, ζ

11
12 ))とおけば, (2.3)の形をしている.

次に, f が円分多項式でない場合を考える. εを f の根とすると, X4f(u/X) = f(X)より
uε−1も f の根となることがわかる. εは 1の根でないので, ε ̸= uε−1. また, ηを ε, uε−1とは
異なる f の根とすれば, f の 4つの根は ε, uε−1, η, uη−1により与えられる. さらに, ε, ηを適
正に取ることにより |ε| ≥ |uε−1|, |η| ≥ |uη−1|とすることができる.

Lemma 2. ε, uε−1, η, uη−1を f の根とするとき, ε+ uε−1と η + uη−1はX2 − TX +N (=

(X − α)(X − α))の根となる.

Proof. ε, uε−1, η, uη−1が f の 4つの根であることより, 2次, 3次の係数を比較することから,

T = (ε+uε−1)+ (η+uη−1), N +2u = (ε+uε−1)(η+uη−1)+2uより Lemma 2を得る.

以降, ε, ηを |ε| ≥ |uε−1|, |η| ≥ |uη−1|, α = ε + uε−1, α = η + uη−1を満たす f の根とす
る. また, ν を f の根, すなわち, ν ∈ {ε, uε−1, η, uη−1}とする. さらに, F := Q(ν), K1 :=

Q(
√
d1), K2 := Q(

√
d2), K3 := Q(

√
d1d2)とおく.

Lemma 3. K1 = Q(α) = Q(
√
d) ⊂ F が成り立つ.
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Proof. α ∈ Q(
√
d)と α ̸∈ QよりQ(α) = Q(

√
d)がわかる. また, d1 = T 2 − 4N = (α − α)2

よりQ(α) ⊃ Q(
√
d1) = K1となる. ここで, α = (a+ b

√
d)/2 (a, b ∈ Z)と表すと,

d1 = (α− α)2 = b2d ̸∈ Q2

となるので Q(α) = K1. さらに, α = ε + uε−1, α = η + uη−1 より, Q(α) ⊂ Q(ε)及び
Q(α) = Q(α) ⊂ Q(η)を得る.

Remark 1. もし d1 > 0ならば, Lemma 3より α ∈ Rとなる.

Lemma 4. d1または d2のどちらか一方は正である.

Proof. u = −1のときは, d2 = (N − 4)2 + 4T 2 ≥ 0となり, d2 ̸= 0であるので, d2が正でなけ
ればならない. u = 1のときは, 4d1 + d2 = (N − 4)2 ≥ 0となり, d1 ̸= 0であることから, d1

または d2のどちらか一方は正となる.

f の判別式が disc(f) = d21d2となることから, 次が直ちにわかる.

Lemma 5. (1) d2 > 0ならば, f は 4つの実数解または 2組の虚数解を持つ.

(2) d2 < 0ならば, f は 2つの実数解と 1組の虚数解を持つ.

F の単数群のランク r(F )について, 次が成り立つ.

Proposition 2. (1) d1 < 0かつ d2 > 0のとき, r(F ) = 1.

(2) d1 > 0かつ d2 < 0のとき, r(F ) = 2.

(3) d1, d2 > 0のとき,

r(F ) =

1 if α2 − 4u < 0,

3 if α2 − 4u > 0.

Proof. Lemma 3で見たように, F = Q(ν)のすべての共役体Q(ε), Q(uε−1), Q(η), Q(uη−1)

はK1 = Q(
√
d1) = Q(α) = Q(α)を含むことに注意する.

(1) d1 < 0により F は総虚となるので r(F ) = 2− 1 = 1を得る.

(2) d2 < 0 とすると, Lemma 5 (2) より f は 2 つの実数解と 1 組の虚数解を持つので,

r(F ) = 2 + 1− 1 = 2となる.

(3) d1 > 0ならば, Remark 1で指摘したように α ∈ Rとなる. さらに, d2 > 0ならば
Lemma 5 (1)より f は 4つの実数解もしくは 2組の虚数解を持つ. f が (2.1)のような分解を
持つことから,

f が 4つの実数解を持つ ⇐⇒ disc(X2 − αX + u) > 0 ⇐⇒ α2 − 4u > 0

となるので, α2 − 4u > 0ならば r(F ) = 4− 1 = 3を得, α2 − 4u < 0ならば r(F ) = 2− 1 = 1

を得る.

3 System of fundamental units

この節では, 引き続き 2節の記号を使い, α ̸∈ Z及び α2 − 4u ̸∈ Z2 を仮定する. さらに,

(u, α) ̸∈W を仮定する. 今, |ε| ≥ |uε−1|であるので |uε−1| ≤ 1となる. 従って, α = ε+ uε−1

と α = η + uη−1より

|ε| ≤ |α|+ |uε−1| ≤ |α|+ 1, |η| ≤ |α|+ |uη−1| ≤ |α|+ 1 (3.1)
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を得る. また, B(α)を

B(α) :=

|α|+ 1 if ν = ε, uε−1,

|α|+ 1 if ν = η, uη−1
(3.2)

で定義する.

さて, Propositions 1, 2により次の表が得られる:

r(F ) 1 2 3

conditions
d1 < 0

d2 > 0

d1 > 0

d2 > 0

α2 − 4u < 0

d1 > 0

d2 < 0

d1 > 0

d2 > 0

α2 − 4u > 0

Gal(L/Q) D4 C2 × C2 D4 C4 C2 × C2 D4 D4 C4 C2 × C2

case (I) (II) (III) (IV)

ここで, d1 < 0かつ d2 > 0のときは

Gal(L/Q) ≃ C4 ⇐⇒ d2 ∈ dQ2

であることからGal(L/Q) ̸≃ C4となることに注意しておく. この節では, (I), (II), (III), (IV)

の場合における F の基本単数系を, (ある条件の下)それぞれ Theorems 1, 2, 3, 4において与
える. 代数体K に対し, K の判別式, 単数基準, 単数群, 1の根全体をそれぞれDK , RK , EK ,

WK で表す. disc(f) = d21d2, disc(f) ∈ DFQ2であることより, d2 > 0 ⇔ DF > 0となること
に注意する.

さて, f の根 νに対し, 次の条件を考える:

νは 1の根ではないが, |ν| = 1を満たす. (3.3)

Lemma 6. νが条件 (3.3)を満たすのは, (III)の場合のときのみ起こりうる.

Proof. ν が実のときは, ν が (3.3)を満たさないことは明らかである. F = Q(ν)が総虚のと
きを考える. ν が 1の根であるための必要十分条件は |ε|, |uε−1|, |η|, |uη−1| ≤ 1 であること
が知られている (例えば, [3, Theorem 4.9.7]). よって, |ν| > 1と仮定してよい. このとき,

|uν−1| < 1となる. 今, J を複素共役とする. |νJ | = |ν| > 1であることから νJ ̸= uν−1とな
る. さらに, ν が虚であるので νJ ̸= ν. 従って, νJ も f の根であることから, f の 4つの根は
ν, uν−1, νJ , u(νJ)−1で表され, これらすべては (3.3)を満たさない. 従って, (III)の場合のと
きに限り F が総実もしくは総虚とはならないことから, Lemma 6が導かれる.

3.1 The torsion part of unit group

Proposition 3. ζnで 1の原始 n乗根を表すことにする. このとき, WF は

WF = ⟨ζn⟩, n ∈ {2, 4, 6, 8, 12}

と表される. さらに, 次が成り立つ.

(1) もし d > 0ならば, n ∈ {2, 4, 6, 12}である.

(2) もし d2 ̸∈ Q2ならば,

n =


4 if d = −1,

6 if d = −3,

2 otherwise.
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Proof. nを WF = ⟨ζn⟩を満たす正の整数とする. −1 ∈ WF より, nは偶数である. まず
初めに, n ∈ {2, 4, 6, 8, 12}を示す. 今, Q ⊂ Q(ζn) ⊂ F であり [F : Q] = 4であるので,

[Q(ζn) : Q] = 1, 2, 4. ここで,

[Q(ζn) : Q] = 1 ⇐⇒ n = 2,

[Q(ζn) : Q] = 2 ⇐⇒ n = 4, 6,

[Q(ζn) : Q] = 4 ⇐⇒ n = 8, 10, 12

であることから, n ̸= 10を示せばよい. そこで, n = 10と仮定する. このとき, F = Q(ζ10) ⊃
Q(

√
5) = K1となる. K1は F の最大実部分体なので, 複素共役 J を用いてGal(F/K1) = ⟨J⟩

と表され,このとき fの根 νは νJ = uν−1を満たす. 一方, EQ(ζ10) =WQ(ζ10)EQ(
√
5)である (例

えば, [16, Corollary 4.13]を参照)ので, νはK1の基本単数 ε1を用いて ν = ζn10ε
m
1 , n,m ∈ Z

と表せる. よって, νJ = uν−1, |νJ | = |ν|より ζ−n
10 ε

m
1 = uζ−n

10 ε
−m
1 を得, 従って, ε2m1 = uを得

る. ε1が 1の根ではないのでm = 0となり, ν = ζn10を得るが, これは (u, α) ̸∈W に矛盾する.

ゆえに n ̸= 10となる.

(1) d > 0とし, n = 8を仮定する. このとき, F = Q(ζ8) = Q(
√
2,
√
−1) ⊃ Q(

√
2) = K1と

なり, K1は F の最大実部分体となる. EQ(ζ8) =WQ(ζ8)EQ(
√
2)であることを用いると, 上と同

様の議論により矛盾が導かれる.

(2) d2 ̸∈ Q2とする. このとき, F は唯一つの 2次体 Q(
√
d)を部分体に持つ. n = 8 (resp.

n = 12)のとき, F = Q(ζ8) = Q(
√
2,
√
−1) (resp. F = Q(ζ12) = Q(

√
−1,

√
−3))となり矛盾.

ゆえに n ∈ {2, 4, 6}.
d = −1とする. このとき, ζ4 ∈ K1 = Q(

√
−1) ⊂ F より ζ4 ∈ WF = ⟨ζn⟩となるので 4 | n.

ゆえに n = 4.

d = −3とする. このとき, ζ6 ∈ K1 = Q(
√
−3) ⊂ F より ζ6 ∈ WF = ⟨ζn⟩となるので 6 | n.

ゆえに n = 6.

d ̸= −1,−3とする. n = 4 (resp. n = 6)のとき, F ⊃ Q(ζ4) = Q(
√
−1) (resp. F ⊃ Q(ζ6) =

Q(
√
−3))となり矛盾. ゆえに n = 2.

3.2 The group of relative units

中村氏の結果 [11, Proposition 1]より直ちに得られる命題を述べる (cf. [11, §1.2]).

Proposition 4. F を実 2次体 k を部分体に持つ 4次体とする. F から k へのノルム写像
から誘導される E := EF /WF から E1 := EkWF /WF への準同型を N とし, E0 := KerN ,

EF/k := {v ∈ EF |NF/k(v) = ±1}とおく. このとき, 次が成り立つ.

(1) E0 = EF/k/WF .

(2) E0E1 = E0 ×E1, すなわち, E0 ∩ E1 = {1}.
(3) E/(E0 × E1) ≃ N(E)/E2

1 , 従って, (E : E0 × E1) ≤ 2.

(4) vをN(E) = ⟨N(v)⟩を満たすEの元とするとき, E = E0 × ⟨v⟩.

Lemma 7. Proposition 4の状況の下, F が実であると仮定する. また, ε1 (> 1)を kの基本
単数とする. このとき, 次が成り立つ.

(1) EF/kの捩れ部分は ⟨−1⟩となる. さらに, rankEF/k = rankE0が成り立つ.

(2) EF/k ∩ ⟨ε1⟩ = {1}が成り立つ.

(3) (EF : EF/k × ⟨ε1⟩) ≤ 2が成り立つ.
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(4) N(E) = ⟨N(v)⟩ を満たす EF の元 v に対し, EF = EF/k × ⟨v⟩ が成り立つ. さらに,

rankEF = 2 (resp. rankEF = 3)のときに ξ ∈ EF (resp. ξ1, ξ2 ∈ EF )によりEF/k = ⟨−1⟩ ×
⟨ξ⟩ (resp. EF/k = ⟨−1⟩×⟨ξ1⟩×⟨ξ2⟩)と表すと, vは {ε1,

√
ε1,
√
ε1|ξ|} (resp. {ε1,

√
ε1,
√
ε1|ξ1|,√

ε1|ξ2|,
√
ε1|ξ1ξ2|})のいずれかで与えられる.

Proof. (1) ⟨−1⟩ =WF = tor(EF ) ⊃ tor(EF/k) ⊃ tor(WF ) =WF より得られる.

(2) w ∈ EF/k ∩ ⟨ε1⟩に対し, w ∈ Eを考える. 今, w ∈ E0 ∩ E1であるので, Proposition 4

(2)より w ∈WF = ⟨−1⟩. また, w ∈ ⟨ε1⟩より w = 1. 従って, EF/k ∩ ⟨ε1⟩ = {1}を得る.

(3) 自然な全射 ψ : EF ↠ E/E0E1により, Kerψ ⊃WFEF/kEkがわかる. また, w ∈ Kerψ

に対し, ψの定義によりw ∈ E0E1となるので, w ∈WFEF/kEk. 従って, Kerψ =WFEF/kEk

となる. tor(EF/k) = ⟨−1⟩ =WF と (2)により,

WFEF/kEk = EF/kEk = EF/k⟨ε1⟩ = EF/k × ⟨ε1⟩.

よって, ψは同型EF /(EF/k×⟨ε1⟩) ≃ E/E0E1を与え, Proposition 4 (3)により (EF : EF/k×
⟨ε1⟩) = (E : E0E1) ≤ 2がわかる.

(4) v ∈ EF とし, N(E) = ⟨N(v)⟩ と仮定する. w ∈ EF に対し, w ∈ E を考えると,

Proposition 4 (4)より, w ∈ EF/k⟨v⟩となるので, EF = EF/k⟨v⟩を得る. 再びProposition 4 (4)

により, EF/k ∩ ⟨v⟩ = {1}. 従って, EF = EF/k × ⟨v⟩を得る.

rankEF = 2の場合を考える. EF/k = ⟨−1⟩ × ⟨ξ⟩ (ξ ∈ EF )とする. (3)により, v2 ∈
EF/k×⟨ε1⟩ = ⟨−1⟩×⟨ξ⟩×⟨ε1⟩となるので, i, i′ ∈ {0, 1}と j, j′ ∈ Zを用いて v2 = εi+2j

1 |ξi′+2j′ |
と表せる. 従って,

EF = EF/k⟨v⟩ = ⟨−1, ξ, v⟩ = ⟨−1, ξ, v, ε1⟩ = ⟨−1, ξ,
√
εi1|ξi

′ |, ε1⟩.

ここで (i, i′) = (0, 1)とすると, EF = ⟨−1, ξ,
√

|ξ|, ε1⟩ = ⟨−1,
√

|ξ|, ε1⟩となり, これは EF =

⟨−1⟩ × ⟨ξ⟩ × ⟨v⟩に矛盾. よって, (i, i′) ∈ {(0, 0), (1, 0), (1, 1)}となる. (i, i′) = (0, 0) (resp.

(i, i′) = (1, 0), (i, i′) = (1, 1))の場合,

EF = ⟨−1, ξ, ε1⟩ = EF/k × ⟨ε1⟩
(resp. EF = ⟨−1, ξ,

√
ε1, ε1⟩ = ⟨−1, ξ,

√
ε1⟩ = EF/k × ⟨

√
ε1⟩,

EF = ⟨−1, ξ,
√
ε1|ξ|, ε1⟩ = ⟨−1, ξ,

√
ε1|ξ|⟩ = EF/k × ⟨

√
ε1|ξ|⟩)

となる.

同様の議論により, rankEF = 3の場合も示される.

3.3 r(F ) = 1

簡単のため, D0 := DFD
−2
K1
とおく.

Proposition 5 ([12, Proposition 1]). d1 < 0, d2 > 0, d2 ̸∈ Q2 を仮定する. このとき,

D0 ≥ 24ならば

RF ≥ log

(
1

2

(√
D0 − 2 +

√
D0 − 4

√
D0

))
.
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Theorem 1. d1 < 0, d2 > 0, d2 ̸∈ Q2及びD0 ≥ 24を仮定する. このとき,

1

4

(√
D0 − 2 +

√
D0 − 4

√
D0

)2

> B(α)

ならば, EF =WF × ⟨ν⟩となる. 但し, B(α)は (3.2)において定義した αにより定まる定数で
ある.

Proof. F = Q(ν) = Q(uν−1), WF × ⟨ν⟩ = WF × ⟨uν−1⟩であるので, ν = ε または ηとして
よい. よって, Lemma 6より |ν| > 1. また, Proposition 2より r(F ) = 1である. 従って, ある
ξ ∈ F を用いて EF = WF × ⟨ξ⟩と表せる. 今, ν ∈ EF であるので, EF ⊃ WF × ⟨ν⟩. そこで,

EF ⊋ WF × ⟨ν⟩と仮定する. a ∈ Zを |ν| = |ξa|により定義する. このとき, 単数基準の定義
からRF = | log |ξ||となる. よって, log |ν| = a log |ξ|より log |ν| = |a|RF となる. 今, |ν| ̸= 1

でありEF ⊋WF × ⟨ν⟩であるので, |a| ≥ 2. 従って, 不等式

RF =
log |ν|
|a|

≤ 1

2
log |ν|

が得られ, Proposition 5と合わせて,

|ν| ≥
(
1

2

(√
D0 − 2 +

√
D0 − 4

√
D0

))2

を得る. よって, (3.1)より

1

4

(√
D0 − 2 +

√
D0 − 4

√
D0

)2

≤

|α|+ 1 if ν = ε,

|α|+ 1 if ν = η.

対偶を取り, Theorem 1を得る.

次に, d1, d2 > 0かつ α2 − 4u < 0の場合を考える. このとき, F は CM体となる.

Proposition 6 ([12, Remark 3]). d1, d2 > 0, α2 − 4u < 0を仮定する. このとき, D0 ≥ 26な
らば

RF ≥ 2 log

(
1

2

(√
DK1 +

√
D2

K1
− 4
))

.

Theorem 2. d1, d2 > 0, α2 − 4u < 0及びD0 ≥ 26を仮定する. このとき,

1

16

(√
DK1 +

√
D2

K1
− 4
)4

> B(α)

ならば, EF =WF × ⟨ν⟩となる.

Proof. この場合も ν = ε または η と仮定してよい. よって, Lemma 6より |ν| > 1となる.

また, Proposition 2より, ある ξ ∈ F を用いて EF = WF × ⟨ξ⟩と表せる. ν ∈ EF より,

EF ⊃WF × ⟨ν⟩となり, Theorem 1と同様の計算により, EF ⊋WF × ⟨ν⟩の下で

1

16

(√
DK1 +

√
D2

K1
− 4
)4

≤

|α|+ 1 if ν = ε,

|α|+ 1 if ν = η

が示される. 従って, Proposition 6より, Theorem 2が従う.

Remark 2. F が CM体の場合には, D0 ∤ 24の仮定の下で EF = WF × ⟨ε1⟩となることが知
られている (cf. [12, Lemma 1]). ここで, ε1はK1の基本単数である.
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3.4 r(F ) = 2

d1 > 0, d2 < 0を仮定する. このとき, fは2つの実数解と1組の虚数解を持つ. そこで, ν ∈ R
を仮定する. このとき, F は実となり, 従ってWF = ⟨−1⟩となる. また, Lemma 6より |ν| ̸= 1

となる. さて, ε1 (> 1)をK1の基本単数とし, EF/K1
:= {ξ ∈ EF |NF/K1

(ξ) = ±1}とおく.

このとき, Lemma 7より, rankEF/K1
= 1, EF/K1

∩⟨ε1⟩ = {1}, Q := (EF : EF/K1
×⟨ε1⟩) ≤ 2

が成り立つ.

Proposition 7 ([12, Proposition 3]). d1 > 0, d2 < 0を仮定する. このとき,

QRF

RK1

> log

 3

√
1

4
|DF |+

(
317

27

)3

− 290

27

 .

Theorem 3. d1 > 0, d2 < 0を仮定する. このとき,

3

√
1

4
|DF |+

(
317

27

)3

− 290

27
≥ B(α) (3.4)

ならば, F = Q(ν)の基本単数系は ν, µによって与えられる. 但し, µ ∈ {ε1,
√
ε1,
√
ε1|ν|}.

Proof. Theorem 1の証明のようにして, ν = ε または ηと仮定してよい. よって, Lemma 6よ
り |ν| > 1となる. 仮定 d2 = (N +4u)2− 4uT 2 < 0より u = 1となる. また, Proposition 2よ
り r(F ) = 2となる. よって, F のある単数 ξ1, ξ2を用いて EF/K1

× ⟨ε1⟩ = ⟨−1⟩ × ⟨ξ1⟩ × ⟨ξ2⟩
と表せる. 今, ε1, ν ∈ EF/K1

× ⟨ε1⟩ より, EF/K1
× ⟨ε1⟩ ⊃ ⟨−1⟩ × ⟨ε1⟩ × ⟨ν⟩. そこで,

EF/K1
× ⟨ε1⟩ ⊋ ⟨−1⟩ × ⟨ε1⟩ × ⟨ν⟩と仮定する. aij ∈ Z (i, j = 1, 2)を

|ε1| = |ξa111 ξa122 |, |ν| = |ξa211 ξa222 | (3.5)

により定義する. また, 同型写像 F = Q(ν) → Q(uν−1), ν 7→ uν−1による x ∈ F の像を x′で
表す. 単数基準の定義により,

RK1 = | log ε1| = log ε1, QRF =

∣∣∣∣∣det
(
log |ξ1| log |ξ′1|
log |ξ2| log |ξ′2|

)∣∣∣∣∣
となる. ここで, ε1 ∈ K1 = Q(ε+ uε−1) = Q(η+ uη−1)であることから ε′1 = ε1がわかる. さ
らに, ν ′ = uν−1であるので (3.5)より(

log ε1 log ε1

log |ν| − log |ν|

)
= A

(
log |ξ1| log |ξ′1|
log |ξ2| log |ξ′2|

)
,

但しA := (aij) ∈M2(Z). よって,

2RK1 log |ν| = | detA|QRF (3.6)

となるので, detA ̸= 0を得る. さらに,

EF/K1
× ⟨ε1⟩ ⊋ ⟨−1⟩ × ⟨ε1⟩ × ⟨ν⟩

より detA ̸= ±1. 従って, | detA| ≥ 2となるので, (3.6)より

QRF

RK1

=
2

| detA|
log |ν| ≤ log |ν|.
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この不等式と Proposition 7より,

|ν| > 3

√
1

4
|DF |+

(
317

27

)3

− 290

27

となり, (3.1)より

3

√
1

4
|DF |+

(
317

27

)3

− 290

27
<

|α|+ 1 if ν = ε,

|α|+ 1 if ν = η.

対偶を取れば, (3.4)の仮定の下で

EF/K1
× ⟨ε1⟩ = ⟨−1⟩ × ⟨ε1⟩ × ⟨ν⟩

が成り立つ. 従って, Lemma 7 (4)により Theorem 3が得られる.

3.5 r(F ) = 3

d1, d2 > 0, d2 ̸∈ Q2, α2 − 4u > 0を仮定する. このとき, f は Proposition 2 (3)の証明で
見たように, 4つの実数解を持つ. よって, Lemma 6より |ν| ̸= 1となる. さて, ε1 (> 1)を
K1の基本単数とし, EF/K1

:= {ξ ∈ EF |NF/K1
(ξ) = ±1}とおく. このとき, Lemma 7より,

rankEF/K1
= 2, EF/K1

∩ ⟨ε1⟩ = {1}, Q := (EF : EF/K1
× ⟨ε1⟩) ≤ 2が成り立つ.

Proposition 8 ([12, Proposition 5]). d1, d2 > 0, d2 ̸∈ Q2, α2 − 4u > 0を仮定する. この
とき,

QRF

RK1

≥
√
3

40
log2

DF

16
.

Lemma 8. d > 0とし, w を K1 = Q(
√
d)の単数とする. α及び uを α = w + Tr(w) (=

2w + w), u = N(w) (= ww) ∈ {±1}で定義し, f = fα,u を考える. このとき, f の根 ν は
ν − w, ν − w ∈ EF を満たす.

Proof. 今, α = ε+ uε−1, α = η + uη−1であるので

εw = ε(α− Tr(w)) = ε(ε+ uε−1 − Tr(w)) = (ε2 − Tr(w)ε+ u) = (ε− w)(ε− w), (3.7)

ηw = η(α− Tr(w)) = η(η + uη−1 − Tr(w)) = (η2 − Tr(w)η + u) = (η − w)(η − w). (3.8)

同型 Q(ε) → Q(uε−1), ε 7→ uε−1 (resp. Q(η) → Q(uη−1), η 7→ uη−1)と (3.7) (resp. (3.8))

により, uε−1w = (uε−1 − w)(uε−1 − w) (resp. uη−1w = (uη−1 − w)(uη−1 − w)). 従って,

ε, ε−1, η, η−1, w, w ∈ EF より, ν − w, ν − w ∈ EF を得る.

Lemma 9. d > 0とし, N(ε1) = −1を仮定する. α及び uを α = ε1 + Tr(ε1), u = −1で定
義し, f = fα,uを考える. このとき, 次が成り立つ.

(1) f は 4つの実数解を持つ.

(2) ε > η > 0.

(3) λを ν = ε,−ε−1ならば λ := ν − ε1, ν = η,−η−1ならば λ := ν − ε1で定義する. このと
き, ν, λ ∈ EF/K1

であり ⟨|ν|⟩ ∩ ⟨|λ|⟩ = {1}となる.
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Proof. (1) 今

T = ε1 +Tr(ε1) + ε1 +Tr(ε1) = 3Tr(ε1), (3.9)

N = (ε1 +Tr(ε1))(ε1 +Tr(ε1)) = 2Tr(ε1)
2 − 1 (3.10)

となるので,

d1 = T 2 − 4N = (3Tr(ε1))
2 − 4(2Tr(ε1)

2 − 1) = Tr(ε1)
2 + 4 > 0,

d2 = (N − 4)2 + 4T 2 > 0.

さらに α2 − 4u = α2 + 4 > 0となることから, f は 4つの実数解を持つ.

(2) Tr(ε1) = ε1−ε−1
1 > 0より, T = α+αとN = ααはともに正となり,従ってα = ε−ε−1

もα = η−η−1も正となる. よって, |ε| ≥ |−ε−1|, |η| ≥ |−η−1|により, ε, η > 0を得る. また,

(ε− η)− (ε−1 − η−1) = (ε− ε−1)− (η − η−1) = α− α = ε1 − ε1 = ε1 + ε−1
1 > 0

であるので, ε− η > ε−1 − η−1. そこで, ε < ηと仮定する. これより ε−1 > η−1となり, 従っ
て 0 > ε− η > ε−1 − η−1 > 0を得, 矛盾が導かれた. ゆえに ε > ηとなる.

(3) ν ∈ EF/K1
は明らかである. ν = ε,−ε−1に対し,

NF/K1
(ν − ε1) = (ν − ε1)(−ν−1 − ε1) = −1− αε1 + ε21 = −1− (2ε1 + ε1)ε1 + ε21 = 1.

同様に, ν = η,−η−1に対してNF/K1
(ν − ε1) = 1となる. よって, λ ∈ EF/K1

.

次に, i, jを
|ε|i = |ε− ε1|j (3.11)

を満たすように取る. ここで, (2)により ε > 0となる. また, N(ε1) = −1, ε1 > 0より−ε1 > 0.

よって 1 < |ε| < |ε − ε1|を得る. このとき, (3.11)より i ≥ j ≥ 0となる. ここで, 同型写像
F → Q(η), ε 7→ ηと (3.11)により

|η|i = |η − ε1|j (3.12)

となるので, (3.8)により

ηε−1
1 = −ηε1 = −(η − ε1)(η − ε1) = −(η − ε1)(η + ε−1

1 ).

このことと η > 0, ε−1
1 > 0を合わせて, η− ε1 < 0. また, 2ε1 + ε1 = α = η− η−1であるので,

η − ε1 = 2ε1 + η−1. よって 2ε1 + η−1 < 0となり, 両辺に ε1η (> 0)をかけて−2η + ε1 < 0.

従って
|η − ε1| − |η| = −η + ε1 − η = −2η + ε1 < 0

となり, (3.12)と合わせて, i ≤ jを得る. 以上により i = j = 0が示され, ⟨|ε|⟩∩⟨|ε−ε1|⟩ = {1}
を得る.

ν = −ε−1, η,−η−1の場合も同様に示される.

Proposition 9. 4Tr(ε1)
4 + 16Tr(ε1)

2 + 25 ∈ Z2となる 2次の単数 ε1は存在しない.
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Proof. 不定方程式
4X4 + 16X2 + 25 = Y 2 (3.13)

の整数解を考える. (X,Y ) = (x, y)を (3.13)の整数解とする. このとき (2x2+4)2+32 = y2 が
成り立つので, (X,Y, Z) = (2x2+4, 3, y)はX2+Y 2 = Z2の整数解となる. よく知られているよ
うに, X2+Y 2 = Z2の整数解は任意の整数m,nを用いて (X,Y, Z) = (2mn,m2−n2,m2+n2)

と表される. ここで, 2x2 + 4 = 2mn,

3 = m2 − n2

を満たす (x,m, n)は (x,m, n) = (0, 2, 1), (0,−2,−1)のみであることから, (3.13)の整数解は
(X,Y ) = (0, 5), (0,−5)のみであることがわかる. しかし, Tr(ε) = 0を満たす 2次の単数 εは
存在しない. よって, Proposition 9は示された.

Theorem 4. Lemma 9の状況の下, さらに F = Q(ε)とおく. このとき,

log2
DF

16
>

40√
3
{log(α+ 1) log(ε1(Tr(ε1) + 1)) + log(Tr(ε1) + 1)} (3.14)

ならば, F の基本単数系は ε, ε− ε1, µによって与えられる. 但し,

µ ∈ {ε1,
√
ε1,

√
ε1ε,

√
ε1(ε− ε1),

√
ε1ε(ε− ε1)}.

Proof. Lemma 6及び Lemma 9 (2)より, ε > η > 1. さらに,

ε− ε−1 = α = ε1 +Tr(ε1) = 2ε1 + ε1, (3.15)

η − η−1 = α = ε1 +Tr(ε1) (3.16)

であり, N(ε1) = ε1ε1 = −1である. また (3.9), (3.10)より

d2 = (N − 4)2 + 4T 2 = 4 Tr(ε1)
4 + 16Tr(ε1)

2 + 25.

従って, Proposition 9 より d2 ̸∈ Q2. さらに, Lemma 9 の証明で見たように d1, d2 > 0,

α2 − 4u > 0. 以上により, Proposition 8の仮定がすべて満たされ, r(F ) = 3かつWF = ⟨−1⟩
となる.

さて, F の単数 ξ1, ξ2, ξ3を用いて, EF/K1
×⟨ε1⟩ = ⟨−1⟩×⟨ξ1⟩×⟨ξ2⟩×⟨ξ3⟩と表す. ε1, ε, ε−

ε1 ∈ EF/K1
×⟨ε1⟩であり,またLemma 9 (3)より ⟨ε⟩∩⟨ε−ε1⟩ = {1}であるので, EF/K1

×⟨ε1⟩ ⊃
⟨−1⟩ × ⟨ε1⟩ × ⟨ε⟩ × ⟨ε − ε1⟩. ここで, EF/K1

× ⟨ε1⟩ ⊋ ⟨−1⟩ × ⟨ε1⟩ × ⟨ε⟩ × ⟨ε − ε1⟩と仮定す
る. aij ∈ Z (i, j = 1, 2, 3)を

|ε1| = |ξa111 ξa122 ξa133 |, |ε| = |ξa211 ξa222 ξa233 |, |ε− ε1| = |ξa311 ξa322 ξa333 | (3.17)

により定義する. 同型写像 F → Q(−ε−1), ε 7→ −ε−1及び F → Q(η), ε 7→ ηによる x ∈ F の
像をそれぞれ x′, x′′で表す. 今, K1 = Q(α)であり,

α′ = (ε− ε−1)′ = −ε−1 + ε = α, α′′ = (ε− ε−1)′′ = η − η−1 = α

となることから, 任意の x ∈ K1に対し, x′ = x, x′′ = xとなることに注意する. 従って, (3.17)

より log |ε1| log |ε1| log |ε1|
log |ε| log | − ε−1| log |η|

log |ε− ε1| log | − ε−1 − ε1| log |η − ε1|

 = A

log |ξ1| log |ξ′1| log |ξ′′1 |
log |ξ2| log |ξ′2| log |ξ′′2 |
log |ξ3| log |ξ′3| log |ξ′′3 |

 , (3.18)
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但しA := (aij) ∈M3(Z). ここで, (3.7)及び (3.8)より, それぞれ

εε1 = (ε− ε1)(ε− ε1), ηε1 = (η − ε1)(η − ε1) (3.19)

を得る. また (3.19)と ε1, ε1 ∈ K1から,

−ε−1ε1 = (εε1)
′ = {(ε− ε1)(ε− ε1)}′ = (−ε−1 − ε1)(−ε−1 − ε1).

さらに, (3.15)と (3.19)より,

(ε− ε1)(ε
−1 + ε1) = 1− ε21 + αε1 = 1− ε21 + (2ε1 + ε1)ε1 = ε21,

ε−1 + ε1
ε− ε1

=
(ε−1 + ε1)(ε− ε1)

εε1
=

1− ε−1ε1 + ε1ε− ε1ε1
εε1

=
2 + ε−1ε−1

1 + ε1ε

εε1

= 2ε−1ε−1
1 + ε−2ε−2

1 + 1 = (ε−1ε−1
1 + 1)2

を得る. これらの関係式と ε > η > 1, ε1 > 1, N(ε1) = −1より, (3.18)の左辺の行列式は

det

 log |ε1| log |ε1| log |ε1|
log |ε| log | − ε−1| log |η|

log |ε− ε1| log | − ε−1 − ε1| log |η − ε1|



= det


log |ε1| log |ε1| log |ε1|
log |ε| log | − ε−1| log |η|

log

∣∣∣∣ε− ε1
ε1ε

∣∣∣∣ log

∣∣∣∣−ε−1 − ε1
−ε1ε−1

∣∣∣∣ log

∣∣∣∣η − ε1
ε1η

∣∣∣∣


= det

 log |ε1| log |ε1| log |ε1|
log |ε| log | − ε−1| log |η|

− log |ε− ε1| − log | − ε−1 − ε1| − log |η − ε1|


= − log ε1 · det

 1 1 −1

log ε log ε−1 log η

log |ε− ε1| log |ε−1 + ε1| log |η − ε1|


= − log ε1 · det

 0 0 −1

log(εη) log(ε−1η) log η

log(|ε− ε1||η − ε1|) log(|ε−1 + ε1||η − ε1|) log |η − ε1|


= log ε1{log(εη) log(|ε−1 + ε1||η − ε1|)− log(ε−1η) log(|ε− ε1||η − ε1|)}

= log ε1

{
log ε log |(ε− ε1)(η − ε1)

2(ε−1 + ε1)|+ log η log

∣∣∣∣ε−1 + ε1
ε− ε1

∣∣∣∣}
= log ε1

{
log ε log(ε21(η − ε1)

2) + log η log(ε−1ε−1
1 + 1)2

}
(3.20)

と計算される. ここで, |detA| = (EF/K1
×⟨ε1⟩ : ⟨−1⟩×⟨ε1⟩×⟨ε⟩×⟨ε−ε1⟩)及びEF/K1

×⟨ε1⟩ ⊋
⟨−1⟩ × ⟨ε1⟩ × ⟨ε⟩ × ⟨ε − ε1⟩により, detA ̸= 0,±1となるので, |detA| ≥ 2. また, (3.15),

(3.16), ε > η > 1, ε1 > 1, ε1 < 0より,

log ε1{log ε log(ε21(η − ε1)
2) + log η log(ε−1ε−1

1 + 1)2}
= log ε1{log(α+ ε−1) log(ε21(Tr(ε1) + η−1)2) + log(ε1 +Tr(ε1) + η−1) log(ε−1ε−1

1 + 1)2}
≤ log ε1 {2 log(α+ 1) log(ε1(Tr(ε1) + 1)) + 2 log(Tr(ε1) + 1) log 2}
≤ 2 log ε1{log(α+ 1) log(ε1(Tr(ε1) + 1)) + log(Tr(ε1) + 1)}. (3.21)
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さて, 単数基準の定義より

RK1 = | log ε1| = log ε1, QRF =

∣∣∣∣∣∣∣det
log |ξ1| log |ξ′1| log |ξ′′1 |
log |ξ2| log |ξ′2| log |ξ′′2 |
log |ξ3| log |ξ′3| log |ξ′′3 |


∣∣∣∣∣∣∣

となるので, (3.18), (3.20), (3.21)及び | detA| ≥ 2を合わせて, 不等式

QRF

RK1

≤ log(α+ 1) log(ε1(Tr(ε1) + 1)) + log(Tr(ε1) + 1)

を得る. よって, Proposition 8より,

log2
DF

16
≤ 40√

3
{log(α+ 1) log(ε1(Tr(ε1) + 1)) + log(Tr(ε1) + 1)}.

対偶を取れば, (3.14)の仮定の下で

EF/K1
× ⟨ε1⟩ = ⟨−1⟩ × ⟨ε1⟩ × ⟨ε⟩ × ⟨ε− ε1⟩

が成り立つ. 従って, Lemma 7により, Theorem 4が得られる.

Remark 3. Theorem 4 の状況の下で, d ̸= 5 ならば Gal(L/Q) ≃ D4, d = 5 ならば
Gal(L/Q) ≃ C4 となる. 実際, d ̸= 5とする. このとき, 5とは異なる dの素因子 pが存
在し, dが平方因子を持たないことと Q(

√
d) = Q(

√
d1)より, p | d1 となる. ここで, (3.9),

(3.10)より d2 = 4Tr(ε1)
2d1 + 25. よって, p ̸= 5より p ∤ d2 となる. 従って, d2 ̸∈ dQ2 と

なり Gal(L/Q) ≃ D4 を得る. d = 5の場合は, ε1 = (1 +
√
5)/2及び d2 = 45 ∈ 5Q2 より

Gal(L/Q) ≃ C4を得る.

Remark 4. 一般に, 不等式 |DF | ≥ |DK1 |2|DK2 |が成り立つ ([12, Proof of Lemma 3]).

Example 1. d = 1522 = 2 · 761とする. このとき, K1 = Q(
√
d)の基本単数 ε1 > 1は

ε1 = 39 +
√
1522であり, N(ε1) = −1を満たす. そこで, α := ε1 + Tr(ε1) = 117 +

√
1522

とおくと, T = 234, N = 12167 より d2 = (N − 4)2 + 4T 2 = 61 · 197 · 12329. よって,

DK1 = 4 · 1522, DK2 = 148157593となる. Remark 4に注意すると,

log2
DF

16
≥ log2

D2
K1
DK2

16
= 1120.197266 · · ·

となり, また

40√
3
{log(α+ 1) log(ε1(Tr(ε1) + 1)) + log(Tr(ε1) + 1)} = 1119.888263 · · ·

であるので, Theorem 4の仮定を満たし, f(X) = X4 − 234X3 + 12165X2 + 234X + 1の根 ε

を添加した体 F の基本単数は Theorem 4のように与えられる.

Proposition 10. eを自然対数の底とし, a, dを次の条件のうちどちらかを満たす正の整数と
する:

(i) a2 − d = −1, d ≡ 2 (mod 4), dは平方因子を持たない, さらに,

64a4 + 64a2 + 25 = c2aA (Aは平方因子を持たない)

と表したとき, a > 28e14c2a;
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(ii) a2 − d = −4, d ≡ 1 (mod 4), dは平方因子を持たない, さらに,

4a4 + 16a2 + 25 = c2aA (Aは平方因子を持たない)

と表したとき, a > 29e14c2a.

さらに, a, dが (i)を満たすとき ε1 := a+
√
dとおき, a, dが (ii)を満たすとき ε1 := (a+

√
d)/2)

とおく. このとき, ε1はN(ε1) = −1を満たすK1 = Q(
√
d)の基本単数となり, α := ε1+Tr(ε1)

は Theorem 4の不等式 (3.14)を満たす.2

Proof. a, dが (i)を満たすとする. このとき, DK1 = 4dとなる. また, (X,Y ) = (a, 1)がペル
方程式X2 − dY 2 = −1の最小解であることから ε1 = a +

√
dはK1の基本単数となる. 今,

α = ε1+Tr(ε1) = 3a+
√
dより, T = 6a, N = 8a2−1となり,従ってd2 = (8a2−5)2+4(6a)2 =

c2aA. ここで, caは奇数であるのでA ≡ 1 (mod 4). よって, DK2 = Aとなる. 従って,

log2
DF

16
> log2

D2
K1
DK2

16
= log2(d2A). (3.22)

さらに, d = a2 + 1 < (a+ 1)2より
√
d < a + 1となることから, ε1 = a+

√
d < 2a+ 1及び

α = ε1 +Tr(ε1) < (2a+ 1) + 2a = 4a+ 1を得る. よって,

40√
3
{log(α+ 1) log(ε1(Tr(ε1) + 1)) + log(Tr(ε1) + 1)}

<
40√
3
{log(4a+ 2)log(2a+ 1)2 + log(2a+ 1)}

<
40√
3
log(2a+ 1){2(log(2a+ 1) + 2)}

<
80√
3
{log(2a+ 1) + 2}2

< 72log2((2a+ 1)e2)

< log2(4ae2)7. (3.23)

一方, 仮定 a > 28e14c2aは

d2A = (a2 + 1)2
64a4 + 64a2 + 25

c2a
>

64a8

c2a
> 214a7e14

を導く. このことと (3.22), (3.23)を合わせて,

log2
DF

16
>

40√
3
{log(α+ 1)log(ε1(Tr(ε1) + 1)) + log(Tr(ε1) + 1)}.

a, dが (ii)を満たす場合も,
√
d < a+ 2, ε1 < a+ 1, α < 2a+ 1を用いることにより, 同様

に示される.

2(i)または (ii)を満たす a, dが無限組存在するかどうかは示せていない.
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3.6 Bicyclic case

この節では, Gal(F/Q) ≃ C2×C2の場合を考える. このときはProposition 1により d2 ∈ Q2

が成り立つ. F が実ならば, 3つの 2次部分体も実であり r(F ) = 3となる. F が虚ならば, 3つ
の 2次部分体のうち 1つは実で 2つが虚となり r(F ) = 1が成り立つ. 1節 Introductionで述
べた黒田氏の結果によると, F の基本単数系は 2次部分体の基本単数より与えられる. そこで
この節では, F の 3つの 2次部分体を与える.

Lemma 10. d2 ∈ Q2とし, k, t1, t2 ∈ F を

k := (ε− uε−1)(η − uη−1), t1 := (ε− uε−1)− (η − uη−1), t2 := (ε− uε−1) + (η − uη−1)

で定義する. このとき, k ∈ Zかつ d2 = k2が成り立つ. また, 関係式

t2i = T 2 − 2N − 8u+ (−1)i · 2k (i = 1, 2)

が成り立つ. さらに, t1または t2のどちらか一方は 0でない.

Proof. 直接の計算により

k2 = {(ε+ uε−1)2 − 4u}{(η + uη−1)2 − 4u}
= (α2 − 4u)(α2 − 4u)

= (N + 4u)2 − 4uT 2 = d2

が得られ, このことと d2 ∈ Q2より k ∈ Zを得る. また, i = 1, 2に対して,

t2i = (ε+ uε−1)2 + (η + uη−1)2 − 8u+ (−1)i · 2k
= α2 + α2 − 8u+ (−1)i · 2k
= T 2 − 2N − 8u+ (−1)i · 2k.

よって, t1 = t2 = 0と仮定すると 2k = 0となり d2 = 0を得, これは矛盾. 従って, t1または
t2のどちらか一方は 0でない.

Proposition 11. Lemma 10の状況の下, もし ti ̸= 0ならば, F が含む 3つの 2次体は次で与
えられる:

Q(
√
d), Q(

√
T 2 − 2N − 8u+ (−1)i · 2k), Q(

√
d(T 2 − 2N − 8u+ (−1)i · 2k).

Proof. Lemma 3で見たように, F はQ(
√
d)を含む. また, Q ⊂ Q(ti) ⊂ F 及び [Q(ti) : Q] ≤ 2

であることは容易にわかる. 従って, Q(ti) ̸= Q,Q(α)となることを示せばよい. さて, σ を
Gal(F/Q(α))の生成元とする. X2 −αX + uの根 ε, uε−1に対し, ασ = αであるので, εσ = ε

または εσ = uε−1のどちらかが成り立つ. よって, σ ̸= 1より εσ = uε−1. また, 同様の議論に
より ησ = uη−1を得る. ゆえに

tσi = {(ε− uε−1 + (−1)i(η − uη−1)}σ = (uε−1 − ε) + (−1)i(uη−1 − η) = −ti.

そこで, Q(ti) = QまたはQ(ti) = Q(α)とすると, tσi = tiとなり ti = 0を得, これは矛盾. 以
上により, Proposition 11は示された.
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