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概 要

保型 L関数の中心微分値を調べるために, GL(2)の相対跡公式を新しく導入し, 明示
的に計算することによって, L関数の中心微分値のある種の平均の漸近公式を得た. また
それを応用して保型 L関数の中心微分値の非消滅性や Hecke体の拡大次数の増大度に関
する結果を得た. 本研究は都築正男氏 (上智大学)との共同研究である.

1 Introduction

k ∈ 2N, N ∈ Nとする. 重さ k, レベルN の楕円カスプ形式全体のなす空間を Sk(N)とす
る. Sk(N)の新形式全体を Snew

k (N)とすると, これは Sk(N)の部分空間である. Snew
k (N)の

Petersson内積に関する直交基底で, 正規化されたHecke固有形式からなるものをとり, Bk(N)

とおく.

f ∈ Sk(N) に対して数列 (af (n))n∈N を, f の Fourier 級数展開に現れる Fourier 係数を
n(k−1)/2だけずらして定義する. すなわち, 以下の関係式で定義する :

f(z) =

∞∑
n=1

n(k−1)/2af (n)e
2πinz.

この時, N を割らない任意の素数 pと任意の f ∈ Bk(N)に対して af (p) ∈ [−2, 2]が成り立
つ. これはRamanujan-Petersson予想と呼ばれており, Deligneによって証明されたことで有
名である.

ここで, 以下の問題が考えられる.

(1) f ∈ Bk(N)を固定する時, {af (p) | p ∤ N}は [−2, 2]の中でどのように分布しているか ?

※この問題は佐藤-Tate予想として知られている. この場合のFourier係数の分布は [−2, 2]

上の確率測度 dµST(x) =
√
4−x2

2π dxを用いて記述できる (dµSTは佐藤-Tate測度と呼ばれ
る).

(2) k ∈ 2Nと素数 pを固定する時, ∪
N∈N
p∤N

{af (p) | f ∈ Bk(N)}

は [−2, 2]の中でどのように分布しているか ?

本記事では, (2)の問題について考察する. まずは, Serre [6]の結果を思い出してみる.

Theorem 1 ([6, Théorème 2]). pを素数とする. (kλ, Nλ)λ∈Nを, 以下を満たすものとする.

• kλ ∈ 2N,
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• p ∤ Nλ, (∀λ ∈ N),

• lim
λ→∞

(kλ +Nλ) = ∞.

この時, 任意のX ∈ C([−2, 2])に対して,

lim
λ→∞

1

#Bkλ(Nλ)

∑
f∈Bkλ

(Nλ)

X(af (p)) =

∫ 2

−2
X(x)dµp(x)

が成り立つ. ただし

dµp(x) :=
p+ 1

(p1/2 + p−1/2)2 − x2
dµST(x).

つまり上の定理は, Fourier係数たちが [−2, 2]の中で µpに関して一様分布であることを意
味している. Serreの結果を用いることで, 例えば正則保型形式の Hecke体に関する次の結果
が導かれる.

Corollary 2 ([6, Théorème 6]). k ∈ 2Nを固定する時,

lim
N→∞

max
f∈Bk(N)

[Q(f) : Q] = ∞

が成り立つ.

この定理により, Hecke体の拡大次数がいくらでも大きくなるような f ∈ Bk(N)が存在す
ることが分かる.

SerreはHecke作用素のトレースを計算することによって上記の一様分布性を証明している.

ここで注意として, 今の場合はWeierstrassの多項式近似定理により, テスト関数Xとして任意
の多項式をとれば良いという事が分かる. 特に, 任意の n ∈ N∪ {0}に対するX(x) = Xn(x) :

2種 Tchebyshev多項式 (の変数を 2倍ずらしたもの)を考えればよい. Xnの正確な定義は以
下の通り :

Xn(2 cos θ) =
sin(n+ 1)θ

sin θ
(n ∈ N ∪ {0}).

次にRoyerの結果 [2]を思い出してみる. Royerは Serreの結果を精密化して, 重さ 2の楕円
カスプ形式の保型 L関数の中心値と中心微分値の重みを付けた和の漸近公式を与えた.

pを素数とする. f ∈ Bk(N)に対して Lfin(s, f)を af (n)のDirichlet級数で定義される保型
L関数

Lfin(s, f) :=
∞∑
n=1

af (n)

ns

とし,

Lp(s, f) := (1− af (p)p
−s + p−2s)Lfin(s, f),

L′p(s, f) := (1− af (p)p
−s + p−2s)L′

fin(s, f)

とおく.

Theorem 3 ([2]). 重さ 2の場合を考える. pで割れないN ∈ Nと任意の十分小さい ϵ > 0に
対して,
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(1)

1

#B2(N)

∑
f∈B2(N)

Lp(1/2, f)Xn(af (p)) = ζ(2)(1−p−2)

∫ 2

−2
Xn(x)dµp(x)+Oϵ(p

n/2N−1/4+ϵ)

が成り立つ (cf. [2, p.236]).

(2) n ≥ 1に対して,

1

#B2(N)

∑
f∈B2(N)

ϵ(1/2,f)=−1

L′p(1/2, f)Xn(af (p))

= ζ(2)(1− p−2) log

( √
N

2πγEuler

)∫ 2

−2
Xn(x)dµp(x) +Oϵ(n

2p−n/2+ϵ + pn/2N−1/4+ϵ)

が成り立つ (cf. [2, p.237]).

(3) n = 0の時は,

1

#B2(N)

∑
f∈B2(N)

ϵ(1/2,f)=−1

L′p(1/2, f)X0(af (p))

= ζ(2)(1− p−2) log

( √
N

2πγEuler

)∫ 2

−2
X0(x)dµp(x)

(
1 +Oϵ

(
log p

p
+ pn/2N−1/4+ϵ

))

が成り立つ (cf. [2, p.237]).
∫ 2
−2X0(x)dµp(x) = 1である.

ここで, γEulerは Euler定数である.

Royerは上の漸近公式を用いて, モジュラー曲線のヤコビ多様体のQ単純因子の階数や次元
を調べた.

Theorem 4 ([2, Théorèmes 1.2 et 1.3]). HをPoincaré上半平面とし, X0(N) := Γ0(N)\(H ∪
P1(Q))とおく. pを素数とする時, 以下が成り立つ. X0(N)のヤコビ多様体の new partを
J0(N)newとする.

(1) Cp > 0と Np > 0が存在して, 任意の N > Np (ただし p ∤ N)に対して, Q単純因子
X ⊂ J0(N)newが存在して, dim(X) ≥ Cp

√
log logN , rank(X) = 0が成り立つ.

(2) Cp > 0と Np > 0が存在して, 任意の N > Np (ただし p ∤ N)に対して, Q単純因子
X ⊂ J0(N)newが存在して, dim(X) = rank(X) ≥ Cp

√
log logN が成り立つ.

Royerの定理をモジュラー形式の言葉で書き直すと, 以下のようになる.

Theorem 5. pを素数とする.

(1) Cp > 0とNp > 0が存在して, 任意の自然数N > Np (ただし p ∤ N)に対して, f ∈ B2(N)

が存在して, [Q(f) : Q] ≥ Cp
√
log logN , L(1/2, f) ̸= 0 が成り立つ.

(2) Cp > 0とNp > 0が存在して, 任意の自然数N > Np (ただし p ∤ N)に対して, f ∈ B2(N)

が存在して [Q(f) : Q] ≥ Cp
√
log logN , ϵ(1/2, f) = −1, L′(1/2, f) ̸= 0 が成り立つ. (この f

は ords=1/2 L(1/2, f) = 1を満たす.)
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2 Main Result

Hilbertモジュラー形式に関する結果を紹介する (表現論の言葉を用いて説明する). F を拡
大次数 dF の総実代数体とする. (lv)v|∞ ∈ (2N)dF と F の整イデアル nに対して,

Π(l, n) :=

{π : PGL(2,AF )の既約尖点保型表現 | ⊗v|∞πv は重さ lの正則離散系列表現で, fπ = n}

とおく. ただし fπ は πの導手である. これは重さ l, レベル nの正規化されたHecke固有カス
プ新形式の集合に対応する.

η = ⊗vηv を F×\A×
F の 2次指標で, 導手を fη とする. S を有限素点からなる有限集合で fη

と互いに素なものとする. 以下, ηと Sを固定しておく.

楕円モジュラー形式の場合の Fourier 係数 af (p) に対応する概念として, π ∈ Π(l, n) の
“Fourier 係数”aπ(pv) を導入する. aπ(pv) は Hilbert モジュラー形式の Fourier 係数と対応
している. 今後 pv で, 有限素点 vに対応する F の素イデアルを表すことにする.

nを S と互いに素な整イデアルとし, π ∼= ⊗vπv ∈ Π(l, n)とする. この時, 各 v ∈ S に対し
て πvは不分岐なので, ある νv ∈ Cが存在して, πv ∼= Ind

GL(2,Fv)
B(Fv)

(| · |νvv ⊠ | · |−νv
v )となる. ここ

で Bは上三角行列からなるGL(2)の Borel部分群であり, | · |v は vに対応する正規付値とす
る. この時,

aπ(pv) = q−νv
v + qνvv

とおく. ただし, qv は F の vによる完備化 Fv における剰余体の位数とする.

Remark 6. 今の場合, Ramanujan-Petersson予想「νv ∈ iR」が成立することに注意せよ. こ
れは Blasius [1]によって証明された. 特に, aπ(pv) ∈ [−2, 2] が成り立つ.

上の Remarkにより, λS(π) = (aπ(pv))v∈S とおくと, λS(π) ∈
∏

v∈S [−2, 2]である. また,

N0 = N ∪ {0}とおき, 非負整数の組 n = (nv)v∈S ∈
∏

v∈S N0に対して,

fn(x) =
∏
v∈S

Xnv(xv), x = (xv)v∈S ∈
∏
v∈S

[−2, 2]

とおく. ただし, Xnv(x)はRoyerの定理で出てきた Tchebyshev多項式である.

さて, スタンダード保型 L関数 L(s, π)と 2次指標 ηで捻ったもの L(s, π⊗ η)の中心値と中
心微分値に関する平均AL(n, fn), ADL(n, fn)を以下のように定義する :

AL(n, fn) =

(∏
v|∞

2π(lv − 2)!

{(lv/2− 1)!}2

)
1

N(n)

∑
π∈Π(l,n)

L(1/2, π)L(1/2, π ⊗ η)

LSπ(1, π; Ad)
fn(λS(π)),

ADL(n, fn) =

(∏
v|∞

2π(lv − 2)!

{(lv/2− 1)!}2

)
1

N(n)

∑
π∈Π(l,n)

ϵ(1/2,π⊗η)=−1

L(1/2, π)L′(1/2, π ⊗ η)

LSπ(1, π; Ad)
fn(λS(π)).

ここで N(n)は nの絶対ノルムで, Sπ = {v|fπ | ordv(fπ) ≥ 2}である (今の状況では fπ = nな
ので Sπ は π ∈ Π(l, n)のとり方にはよらない).

Royerと同様のレベルに関する漸近公式を述べる前に, レベルを動かす範囲を制限しておく
(SerreやRoyerの結果において, レベルを動かす範囲は pと互いに素な自然数全体の集合に制
限されていた).
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今後 ηを, fηを法とする狭義イデアル類群の指標と同一視する. Sと fηと互いに素で η(p) =

−1となる素イデアル pで生成される, 整イデアルからなるモノイドを JS,η とし,

J ±
S,η = {n ∈ JS,η | η(n)

∏
v|∞

ηv(−1) = ±1}

とおく. ϵ因子について ϵ(1/2, π)ϵ(1/2, π ⊗ η) = η(n)
∏

v|∞ ηv(−1)が成り立つので, 以下の
Remarkが直ちに分かる.

Remark 7. 次が成り立つ.

(1) n ∈ J−
S,η =⇒ AL(n, fn) = 0.

(2) n ∈ J+
S,η =⇒ ADL(n, fn) = 0.

以上の準備のもとで, 主定理を述べる.

Theorem 8 ([4, Theorem 1]). infv|∞ lv ≥ 6とする. また, c = (infv|∞ lv/2− 1)/[F : Q] > 0,

ν(n) =
∏

ordv(n)≥3(1 − q−2
v )

∏
ordv(n)=2(1 − (q2v − qv)

−1)とおく. この時, 十分小さい任意の
ϵ > 0に対して, 以下の 2式が成り立つ :

AL(n, fn) = 4D
3/2
F Lfin(1, η) ν(n)Cη(a) +Oϵ,l,η

(
N(a)c+2+ϵN(n)− inf(c,1)+ϵ

)
, n ∈ J +

S,η,

ADL(n, fn) = 4D
3/2
F Lfin(1, η) ν(n)

{
Cη(a)

(
log(

√
N(n)N(a)−1N(fη)DF )

+
∑

ordv(n)≥3

log qv
q2v − 1

+
∑

ordv(n)=2

log qv
q2v − qv − 1

+
L′

L
(1, η) + Cη(l)

)
+ C ′

η(a)

}
+Oϵ,l,η

(
Cη(a)X(n) + N(a)c+2+ϵN(n)− inf(1,c)+ϵ

)
, n ∈ J −

S,η.

ここでDF は F/Qの判別式の絶対値であり, a =
∏

v∈S pnv
v とおいた. また,

Cη(a) = N(a)−1/2
∏
v|a

η(pv)=1

(nv + 1)
∏
v|a

η(pv)=−1

δ(nv ∈ 2N0)

とおいた. ここで, 条件 Pに対して δ(P)は Pが成り立つ時に 1, そうでない時に 0とする. さ
らに,

Cη(l) =
∑
v|∞

(lv/2−1∑
k=1

1

k
− 1

2
log π − 1

2
γEuler − δ(ηv(−1) = −1) log 2

)
,

C ′
η(a) = N(a)−1/2

∏
v|a

η(pv)=1

(nv + 1)

×
∑
w|a

η(pw)=−1

{
∏

v|a, v ̸=w
η(pv)=−1

δ(nv ∈ 2N0)} δ(nw ∈ 2N0 + 1) log(q
nw+ 1

2
w ),

X(n) =
∑
v|n

(
log qv
qv

+
log qv

(qv − 1)2

)

とおいた. Landauの記号で無視した定数は ϵ, l, ηには依存するが, n, aには依存しない.
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Remark 9. v ∈ Sに対し, [−2, 2]上の確率測度 µv,ηv を,

dµv,ηv(x) :=


qv − 1

(q
1/2
v + q

−1/2
v − x)2

dµST(x) (if η(pv) = 1),

p+ 1

(q
1/2
v + q

−1/2
v )2 − x2

dµST(x) (if η(pv) = −1)

と定める. この測度は F = Q, v = p, ηp(p) = −1 の時, Serreや Royerの定理に出てきた µp

と一致する. そして
∏

v∈S [−2, 2]上の測度 µS,η を µS,η(x) :=
∏

v∈S µv,ηv(xv)と定義する.

この時, 任意の n = (nv)v∈S ∈
∏

v∈S N0に対して∫
∏

v∈S [−2,2]
fn(x)dµS,η(x) = Cη(a)

が成り立つ. したがって, 上記の定理の主要項に現れる Cη(a)は Tchebyshev多項式の積分値
になっている.

上の定理においてAL(n, fn)の公式を得る上では [3]の相対跡公式を使えば良いが, ADL(n, fn)

の方の公式を得るには, [4]の微分値に関係する相対跡公式と [3]の相対跡公式を組み合わせる
必要があることに注意しておく.

上の定理を用いてRoyer [2]の手法を適用することによって, 次の 2つの系が得られる.

Corollary 10 ([4, Theorem 3]). l = (lv)v|∞ ∈ 2N[F :Q] を lv = k ≥ 6 (∀v|∞)となるものと
する. J = ( [αv, βv] )v∈S を [−2, 2]の部分区間の族とする. この時, S, fη と互いに素な素イ
デアル pに対して, 以下の条件を満たす正定数 Cp と Np,S,l,η,J が存在する : N(n) > Np,S,l,η,J

を満たす任意の n ∈ J +
S∪{p},η に対して, 保型表現 π ∈ Π(l, n)が存在して, (i) L(1/2, π) ̸= 0,

L(1/2, π ⊗ η) ̸= 0, (ii) [Q(π) : Q] ≥ Cp

√
log logN(n), (iii) λS(π) ∈

∏
v∈S [αv, βv]. ここで,

Q(π)は πのHecke体である (詳しくは [5]を参照せよ).

Corollary 11 ([4, Theorem 4]). l, η, S, p, J = ( [αv, βv] )v∈S は系 2のものとする. 次の非
負性を仮定する : 任意の n ∈ J−

S∪{p},η に対して,

d
ds |s=1/2(L(s, π)L(s, π ⊗ η)) ≥ 0, ∀π ∈ Π(l, n).

この時, M > 1に対して以下の条件を満たす正定数 Cp と Np,S,l,η,J,M が存在する : N(n) >

Np,S,l,η,J,M と
∑

v|n
log qv
qv

≤ M を満たす任意の n ∈ J −
S∪{p},ηに対して, 保型表現 π ∈ Π(l, n)が

存在して, (i) ϵ(1/2, π ⊗ η) = −1, (ii) L(1/2, π) ̸= 0, L′(1/2, π ⊗ η) ̸= 0, (iii) [Q(π) : Q] ≥
Cp

√
log logN(n), (iv) λS(π) ∈

∏
v∈S [αv, βv].

上の Corollaries 10, 11は Corollary 2, Theorem 5, [3, Corollary 1.2]の一般化とみなせる.

Remark 12. Corollaries 10, 11に関して,

(1) n ∈ J−
S∪{p},η, π ∈ Π(l, n)の時, d

ds |s=1/2(L(s, π)L(s, π⊗η)) ≥ 0とL(1/2, π)L′(1/2, π⊗η) ≥
0は同値である.

(2) n ∈ J−
S∪{p},η, π ∈ Π(l, n)の時, L(s, π)L(s, π ⊗ η)に関する一般 Riemann予想を仮定する

と L(1/2, π)L′(1/2, π ⊗ η) ≥ 0が従う.

(3) また, πの重さが lv = 2 (∀v|∞)を満たす時, Gross-Zagier公式によりL(1/2, π)L′(1/2, π⊗
η) ≥ 0 が従う (詳しくは [7]を参照せよ).
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