
algebraic torusに対するKummer理論と正規底問題, 例

諏訪 紀幸∗ (中央大学)

2013年 3月に開催された早稲田整数論研究集会において「algebraic torusに対するKummer

理論と正規底問題」と題して講演し, 研究集会報告集に寄稿する機会を得たが, 本稿はその続

編である.

Serreは [13, Ch.VI, 8]で, 体の有限Galois拡大に対する正規底の定理と群環の単数群を表

現する代数群を結び付けて, Kummer理論や Artin-Schreier-Witt理論を記述する方法を定式

化した. そこでは algebraic torusに対するKummer理論をも示唆している. 拙論 [15], [16]に

おいて Serreの議論を群スキームの枠組みの中で sculpture problemとして捉え直し, それに

embedding problemを加えて正規底をもつ不分岐 Galois拡大の versal familyについて議論

した.

巡回拡大を記述する algebraic torusに対するKummer理論は,生成多項式とも関連して木田

雅成,小松亨,橋本喜一朗,陸名雄一の各氏を初めとする研究の蓄積がある ([4], [5], [6], [7], [9]).

拙稿 [17]ではこれと関連して, Weil restrictionに対するKummer理論, norm torusに対する

Kummer理論, cyclotomic-twisted toursに対する Kummer理論に対して sculpture problem

と embedding problemについて議論した. 本稿ではその例とKummer-Artin-Schreier理論に

ついて補足する. 第 1節では必要な言葉と記号を定義する. 第 2節では [17]の第 3節から第 5

節にかけて述べた algebraic torusに対するKummer理論に関する結果を要約して述べる. 第

3節では幾つかの例を示し, 第 4節ではKummer-Artin-Schreier理論と algebraic torusに対す

るKummer理論を組み合わせて得られた結果について述べる.

福岡数論研究集会で講演の機会が与えられたことに改めて感謝申し上げたい.

記号. 環は断らない限り可換環を意味する. Rを (必ずしも可換でない)環とする. Rの可逆元

のなす乗法群をR×で表わす. また, Gm,Z = SpecZ[U, 1/U ]は乗法群スキームを表わす. した

がって, Rが可換環なら, Gm,Z(R) = R×.

Aを環, BをA代数とし, BがA加群として有限型射影的であると仮定する. BスキームX

に対して, 環の拡大B/Aに対するX のWeil restrictionを
∏

B/AX で表わす.

正の整数 nに対して ζn = e2πi/n, µn = {1, ζn, ζ2n, . . . , ζn−1
n }とおく.

1 sculpture problemと embedding problem

記号 1.1. Γ を有限群とする. A(Γ ) = SpecZ[Tγ ; γ ∈ Γ ]に加法と乗法をそれぞれ

Tγ 7→ Tγ ⊗ 1 + 1⊗ Tγ

あるいは

Tγ 7→
∑

γ′γ′′=γ

Tγ′ ⊗ Tγ′′

∗本研究は科学研究費補助金 (No. 25·173 および 23540027)による支援を受けております.
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によって定義すると, A(Γ )は環の構造を持つ. さらに, 可換環の圏から環の圏への函手 R 7→
R[Γ ]はA(Γ )によって表現される. また,

U(Γ ) = SpecZ[Tγ ,
1

∆Γ
; γ ∈ Γ ],

∆Γ は行列 (Tγγ′)γ,γ′∈Γ の行列式を表わす (Dedkindの群行列式)

とおくと, U(Γ )はA(Γ )の乗法によって群の構造を持つ. さらに, 可換環の圏から群の圏への

函手 Γ 7→ R[Γ ]×は U(Γ )によって表現される.

Γ によって定義される constant group schemeもまたΓ と記す. 自然な埋め込みΓ → R[Γ ]×

は群スキームの準同型 i : Γ → U(Γ )によって定義される. また, γ ∈ Γ のU(Γ )の上への右乗

法は Tγ′ 7→ Tγ′γ−1 によって定義される. さらに,

U(Γ )/Γ = SpecZ[Tγ , 1/∆Γ ]
Γ

が成立する.

補足 1.2. Rを環とする. 環の埋め込み i : R → R[Γ ]は乗法群の埋め込み i : R× → R[Γ ]×を

誘導する. 準同型 i : R× → R[Γ ]×を表現する群スキームの準同型

i : Gm,Z = SpecZ[U,
1

U
] → U(Γ ) = SpecZ[Tγ ,

1

∆Γ
; γ ∈ Γ ]

は

Tγ 7→

U (γ = 1)

0 (γ ̸= 0)

によって定義される.

一方,

ε(
∑
γ∈Γ

aγγ) =
∑
γ∈Γ

aγ

によってR代数の準同型 ε : R[Γ ] → Rが定義される (augmentation写像). ε : R[Γ ] → Rか

ら誘導される乗法群の準同型 ε : R[Γ ]× → R×を表現する群スキームの準同型

ε : U(Γ ) = SpecZ[Tγ ,
1

∆Γ
; γ ∈ Γ ] → Gm,Z = SpecZ[U,

1

U
]

は

U 7→
∑
γ∈Γ

Tγ

によって定義される.

言葉 1.3. Rを環, Γ を有限群, Sを Γ による左作用をもつR代数とする. SpecSが SpecRの

上のΓ -torsorであるとき,言い換えれば, SpecS/SpecRがΓ をGalois群とする étale covering

であるとき, S/Rは Γ をGalois群とする不分岐Galois拡大である, あるいは, S/Rは不分岐

Γ 拡大であるという. 特に, Γ が位数 nの巡回群であるとき, 不分岐拡大 S/Rは次数 nの巡回

拡大であるという.

言葉 1.4. Rを環, Γ を有限群, S/Rを Γ をGalois群とする不分岐Galois拡大とする. s ∈ S

が存在して (γs)γ∈Γ がR加群 Sの基底となるとき, 不分岐 Γ 拡大 S/Rは正規底を持つという.
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例 1.5. Z[Tγ , 1/∆Γ ]/Z[Tγ , 1/∆Γ ]
Γ は Γ をGalois群とする不分岐Galois拡大となる. さらに,

{Tγ}γ∈Γ は不分岐 Γ 拡大 Z[Tγ , 1/∆Γ ]/Z[Tγ , 1/∆Γ ]
Γ の正規底となる.

これから次が従う.

系 1.6. Rを環, Γ を有限群, S/Rを不分岐 Γ 拡大とする. このとき, 不分岐 Γ 拡大 S/Rが正

規底をもつ ⇔ 射 SpecS → U(Γ )および SpecR → U(Γ )/Γ が存在して図式

SpecS −−−−→ U(Γ )y y
SpecR −−−−→ U(Γ )/Γ

が cartesianとなる.

Serreが [13, Ch.VI, 8]で議論しているように, Γ が巡回群である場合, 正規底を持つ不分

岐 Γ 拡大の versal family U(Γ ) → U(Γ )/Γ を彫琢することによってKummer理論や Artin-

Schreier-Witt理論が導き出される. この議論を一般化さらに補完して次の sculpture problem

や embedding problemが考えられる.

問題 1.7. Γ を有限群, Rを環とし, i : Γ → GをRの上の群スキームの埋め込みとする.

(a) (sculpture problem) 可換図式

Γ −−−−→ U(Γ )Ry≀
y

Γ
i−−−−→ G

が存在するか.

(b) (embedding problem) 可換図式

Γ
i−−−−→ Gy≀

y
Γ −−−−→ U(Γ )R

が存在するか.

sculpture problemが正しければ次の結論を得る. S/Rを不分岐 Γ 拡大とする. Galois拡大

S/Rが正規底を持つなら, cartesian図式

SpecS −−−−→ Gy y
SpecR −−−−→ G/Γ

が存在する.

一方, embedding problemが正しければ次の結論を得る. S/Rを cartesian図式

SpecS −−−−→ Gy y
SpecR −−−−→ G/Γ

によって定義される不分岐 Γ 拡大とする. このとき, Galois拡大 S/Rは正規底を持つ.
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2 algebraic toursに対するKummer理論

Γ を位数 nの巡回群, γ を Γ の生成元とし, ζ = ζn = e2πi/nとおく. Rを可換環とする. n

の正の約数 dに対して

χd :

n−1∑
k=0

akγ
k 7→

n−1∑
k=0

ak ⊗ ζkd

によって環の準同型 χd : R[Γ ] → R ⊗Z Z[ζd]が, さらに, 群の準同型 χd : (R[Γ ])× → (R ⊗Z

Z[ζd])×が定義される. 準同型 χd : (R[Γ ])× → (R⊗Z Z[ζd])×は群スキームの準同型

χd : U(Γ ) →
∏

Z[ζd]/Z

Gm,Z[ζd]

によって表現される.

χ = (χd)d|n : U(Γ ) →
∏
d|n

∏
Z[ζd]/Z

Gm,Z[ζd]

とおく. 群スキームの準同型 χは Z[1/n]の上で同型. 実際, 逆射は

(αd)d|n 7→ 1

n

n−1∑
j=0

{∑
d|n

TrR⊗ZZ[ζd]/R(1⊗ ζ−j
d )αd

}
γj

によって与えられる.

補足 2.1. G = Gal(Q(ζ)/Q)とおく. このとき, Weil restriction
(∏

Z[ζ]/ZGm,Z[ζ]
)
⊗Z Z[1/n]

は Z[G]を指標群にもつ Z[1/n]の上の algebraic torus.

さらに, 各 d|nに対してGd = Gal(Q(ζd)/Q)とおく. このとき, GdはGの剰余群なので, 係

数の制限によってZ[Gd]はZ[G]加群とみなせる. また,
(∏

Z[ζd]/ZGm,Z[ζd]
)
⊗ZZ[1/n]はZ[Gd]

を指標群にもつ Z[1/n]の上の algebraic torus. したがって, U(Γ )Z[1/n]は
⊕

d|n Z[Gd]を指標

群にもつ Z[1/n]の上の algebraic torus.

観察 2.2. Rを環とする. このとき, 対応 γ 7→ 1 ⊗ ζ によって群の準同型 Γ → (R ⊗Z Z[ζ])×

が定義される. 群の準同型 Γ → (R ⊗Z Z[ζ])×は群スキームの準同型 Γ →
∏

Z[ζ]/ZGm,Z[ζ]に

よって表現される.

(a) nが奇数なら, Γ →
∏

Z[ζ]/ZGm,Z[ζ]は群スキームの埋め込み. さらに, 図式

Γ −−−−→ U(Γ )∥∥∥ yχn

Γ −−−−→
∏

Z[ζ]/Z

Gm,Z[ζ]

は可換. したがって, 埋め込み Γ →
∏

Z[ζ]/ZGm,Z[ζ]に対して sculpture problemは肯定的.

(b) nが偶数なら, Γ →
(∏

Z[ζ]/ZGm,Z[ζ]
)
⊗Z Z[1/2]は群スキームの埋め込み. さらに, 図式

Γ −−−−→ U(Γ )Z[1/2]∥∥∥ yχn

Γ −−−−→
( ∏
Z[ζ]/Z

Gm,Z[ζ]
)
⊗Z Z[1/2]

は可換. したがって, 埋め込み Γ →
(∏

Z[ζ]/ZGm,Z[ζ]
)
⊗Z Z[1/2]に対して sculpture problem

は肯定的.
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観察 2.3. 各 g ∈ G = Gal(Q(ζ)/Q)に対して g(ζ) = ζi(g)となるような i(g) ∈ (Z/nZ)×が唯
一つ存在する. このとき, 対応 g 7→ i(g)は群の同型Gal(Q(ζ)/Q)

∼→ (Z/nZ)×を与える. さら

に, (g, l) 7→ i(g)lによって定義されるGによる左作用をもつ左Z[G]加群Z/nZをZ/nZ(1)と
記す. Γ によって定義される Z[1/n]の上の constant group schemeは Z/nZ(1)を指標群とす
る乗法型群スキーム. 乗法型群スキームの埋め込み i : Γ →

(∏
Z[ζ]/ZGm,Z[ζ]

)
⊗Z Z[1/n]に対

応する指標群の準同型 ηn : Z[G] → Z/nZ(1)は

1 7→ 1 mod n

によって与えられる.

さらに, 1 7→ n/d mod nによって Z[G]加群の準同型 ηd : Z[Gd] → Z/nZ(1)が定義される.

Z[1/n]の上の群スキームの埋め込み i : Γ → U(Γ )Z[1/n]に対応する指標群の準同型は

η =
∑
d|n

ηd :
⊕
d|n

Z[Gd] → Z/nZ(1)

によって与えられる.

命題 2.4 ([17, 命題 3.4]). nを整数≥ 2とする. このとき, 次の条件は同値.

(a) 埋め込み Γ →
∏

Z[ζ]/ZGm,Z[ζ]に対して embedding problemが Z[1/n]の上で肯定的.

(b) 埋め込み Γ →
∏

Z[ζ]/ZGm,Z[ζ]に対して embedding problemがQの上で肯定的.

(c) 各 d|nに対してNrQ(ζn)/Q(ζd)は µnから µdの上への全射を誘導する.

系 2.5. nが偶数 ≥ 4なら, 埋め込み Γ →
∏

Z[ζ]/ZGm,Z[ζ] に対する embedding problemは

Z[1/n]の上で否定的.

系 2.6. pを素数> 2とし, n = prとする. このとき, 埋め込み Γ →
∏

Z[ζ]/ZGm,Z[ζ]に対する

embedding problemは Z[1/p]の上で肯定的.

記号 2.7. Rを環とする. Nr : Z[ζ] → Zは乗法群の準同型Nr : (R⊗Z Z[ζ])× → R×を誘導す

る. 群の準同型Nr : (R⊗Z Z[ζ])× → R×は群スキームの準同型

Nr :
∏

Z[ζ]/Z

Gm,Z[ζ] → Gm,Z

によって表現される. さらに,∏
Z[ζ]/Z

(1)
Gm,Z[ζ] = Ker[Nr :

∏
Z[ζ]/Z

Gm,Z[ζ] → Gm,Z]

と定義する. このとき, 群スキームの準同型 Γ →
∏

Z[ζ]/ZGm,Z[ζ]は

Γ −→
∏

Z[ζ]/Z

(1)
Gm,Z[ζ] −→

∏
Z[ζ]/Z

Gm,Z[ζ]

と分解される.

補足 2.8. G = Gal(Q(ζ)/Q)とおく. 1 7→
∑

g∈G gによって Z[G]加群の準同型 ν : Z → Z[G]

が定義される. JG = Coker[ν : Z → Z[G]]とおけば,
(∏(1)

Z[ζ]/ZGm,Z[ζ]
)
⊗Z Z[1/n]は JGを指標

群にもつ Z[1/n]の上の algebraic torus.
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命題 2.9 ([17, 命題 4.3, 4.4, 4.5]). nを整数≥ 3とする.

(1) nが奇数なら, 群スキームの埋め込み Γ →
∏(1)

Z[ζ]/ZGm,Z[ζ]に対して sculpture problemは

Z[1/n]の上で肯定的.

(2) nが偶数なら, 群スキームの埋め込み Γ →
∏(1)

Z[ζ]/ZGm,Z[ζ]に対して sculpture problemは

Qの上で否定的.

(3) 埋め込み Γ →
∏(1)

Z[ζ]/ZGm,Z[ζ]に対して embedding problemがZ[1/n]の上で肯定的 ⇔ 埋
め込み Γ →

∏
Z[ζ]/ZGm,Z[ζ]に対して embedding problemが Z[1/n]の上で肯定的.

記号 2.10. Kを円分拡大Q(ζ)/Qの部分拡大, OK をKの整数環とする. Rを環とすれば, 写

像NrQ(ζ)/K : Z[ζ] → OK は乗法群の準同型NrK : (R ⊗Z Z[ζ])× → (R ⊗Z OK)×を誘導する.

準同型NrK : (R⊗Z Z[ζ])× → (R⊗Z OK)×は群スキームの準同型

NrK :
∏

Z[ζ]/Z

Gm,Z[ζ] →
∏

OK/Z

Gm,OK

によって表現される.

nが素数 p > 2であると仮定し,

Gp =
∩

Q⊂K⊂Q(ζ)
K ̸=Q(ζ)

Ker
[
NrK :

∏
Z[ζ]/Z

Gm,Z[ζ] →
∏

OK/Z

Gm,OK

]

とおく. このとき, 群スキームの埋め込み Γ →
∏

Z[ζ]/ZGm,Z[ζ]は

Γ −→ Gp −→
∏

Z[ζ]/Z

Gm,Z[ζ]

と分解される.

命題 2.11 ([17, 命題 5.2]). pを素数> 2とする.

(1) 群スキームの埋め込み Γ → Gpに対して sculpture problemは肯定的.

(2) Z[1/p]の上の群スキームの埋め込み Γ → Gp ⊗Z Z[1/p]に対して embedding problemは

肯定的.

補足 2.12. pを素数> 2とし, ζ = e2πi/pとおく. G = Gal(Q(ζ)/Q)とおき, gをGの生成元と

する. 指標 ρ : G → C×を ρ(g) = e2πi/(p−1)によって定義する. このとき, Im[ρ : Z[G] → C] =
Z[ζ]. ρによって Z[ζ]は Z[G]加群と見なせる. さらに, Gp ⊗Z Z[1/p]は Z[ζ]を指標群とする
Z[1/p]の上の algebriac torus Gm(ρ)に同型 (Mazur-Rubin-Silverberg [8, Remark 5.11]).

3 例

指標群によって記述した algebraic torusの座標環を記述することは不変式を求める問題に

帰着するが, どのように円分体の整数環の整数底をとるかによって記述が異なって来る. ここ

では, 巡回群 Γ の位数が素数 p > 2である場合に第 2節で現れた群スキームの準同型を具体的

に記述する.

pを素数 > 2とし, ζ = e2πi/pとおく. このとき, {ζ, ζ2, . . . , ζp−1}は Z[ζ]の Zの上の基底.

したがって, Rを環とすれば, R⊗Z Z[ζ]の元は

a1 ⊗ ζ + a2 ⊗ ζ2 + · · ·+ ap−1 ⊗ ζp−1 (a1, a2, . . . , ap−1 ∈ R)
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の形に一意的に表わせる. ここで,

Np(X1, X2, . . . , Xp−1) =

p−1∏
j=1

(ζjX1 + ζ2jX2 + · · ·+ ζ(p−1)jXp−1)

とおけば, Np(X1, X2, . . . , Xp−1) ∈ Z[X1, X2, . . . , Xp−1]. さらに,

a1 ⊗ ζ + a2 ⊗ ζ2 + · · ·+ ap−1 ⊗ ζp−1 ∈ (R⊗Z Z[ζ])× ⇔ Np(a1, a2, . . . , ap−1) ∈ R×.

したがって, ∏
Z[ζ]/Z

Gm,Z[ζ] = SpecZ[X1, X2, . . . , Xp−1,
1

Np(X1, X2, . . . , Xp−1)
].

また, 乗法は

Xi 7→ −
∑

j+k≡0
mod p

Xj ⊗Xk +
∑

j+k≡i
mod p

Xj ⊗Xk (1 ≤ i ≤ p− 1)

によって定義される.

さらに, 群スキームの準同型

Nr :
∏

Z[ζ]/Z

Gm,Z[ζ] = SpecZ[X1, X2, . . . , Xp−1,
1

Np(X1, X2, . . . , Xp−1)
]

→ Gm,Z = SpecZ[U,
1

U
]

は

U 7→ Np(X1, X2, . . . , Xp−1)

によって定義される. したがって,∏
Z[ζ]/Z

(1)
Gm,Z[ζ] = SpecZ[X1, X2, . . . , Xp−1]/(Np(X1, X2, . . . , Xp−1)− 1).

Γ = {1, γ, . . . , γp−1}を位数 pの巡回群とする. また,

∆p(T0, T1, . . . , Tp−1) = ∆Γ (T0, T1, . . . , Tp−1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
T0 T1 . . . Tp−1

T1 T2 . . . T0

...
...

. . .
...

Tp−1 T0 . . . Tp−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
とおく. このとき,

∆p(T0, T1, . . . , Tp−1) = (−1)(p−1)/2
p−1∏
j=0

(T0 + ζjT1 + ζ2jT2 + · · ·+ ζ(p−1)jTp−1).

さらに,

U(Γ ) = SpecZ[T0, T1, . . . , Tp−1,
1

∆p(T0, T1, . . . , Tp−1)
]
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で, 乗法は

Ti 7→
∑

j+k≡i
mod p

Tj ⊗ Tk (1 ≤ i ≤ p− 1)

によって定義される.

また, 群スキームの準同型

χp : U(Γ ) = SpecZ
[
T0, T1, . . . , Tp−1,

1

∆p(T0, T1, . . . , Tp−1)
]

−→
∏

Z[ζ]/Z

Gm,Z[ζ] = SpecZ[X1, X2, . . . , Xp−1,
1

Np(X1, X2, . . . , Xp−1)
]

は

Xi 7→ Ti − T0 (1 ≤ i ≤ p− 1)

によって定義される.

一方, Z[1/p]の上の群スキームの準同型

σ :
( ∏
Z[ζ]/Z

Gm,Z[ζ]

)
⊗Z Z[1/p] = SpecZ[

1

p
][X1, X2, . . . , Xp−1,

1

Np(X1, X2, . . . , Xp−1)
]

−→ U(Γ )Z[1/p] = SpecZ[
1

p
]
[
T0, T1, . . . , Tp−1,

1

∆p(T0, T1, . . . , Tp−1)
]

を

Ti 7→


1

p
(1−X1 −X2 − · · · −Xp−1) (i = 0)

Xj −
1

p
(1−X1 −X2 − · · · −Xp−1) (i > 0)

によって定義すれば, 群スキームの可換図式

Γ −−−−→
( ∏
Z[ζ]/Z

Gm,Z[ζ]

)
⊗Z Z[1/p]∥∥∥ yσ

Γ −−−−→ U(Γ )Z[1/p]

を得る.

G = Gal(Q(ζ)/Q)とおき, gをGの生成元とする. また,

θ =

p−2∑
k=0

nkg
k ∈ Z[G]

とする. このとき, Rを環とすれば,

θ(r ⊗ α) =

p−2∏
k=0

(
r ⊗ gk(α)

)nk

によって乗法群の準同型 θ : (R⊗Z Z[ζ])× → (R⊗Z Z[ζ])×が定義される. 準同型 θは群スキー

ムの準同型 θ :
∏

Z[ζ]/ZGm,Z[ζ] →
∏

Z[ζ]/ZGm,Z[ζ]によって表現される.
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例えば,

σ = g − 1 ∈ Z[G]

とおく. このとき, 群スキームの準同型 σ :
∏

Z[ζ]/ZGm,Z[ζ] →
∏

Z[ζ]/ZGm,Z[ζ]から群スキーム

の準同型 σ :
∏

Z[ζ]/ZGm,Z[ζ] →
∏(1)

Z[ζ]/ZGm,Z[ζ]が誘導される. さらに, 図式

Γ −−−−→
∏

Z[ζ]/Z

Gm,Z[ζ]y≀
yσ

Γ −−−−→
∏

Z[ζ]/Z

(1)
Gm,Z[ζ]

は可換. これからさらに, 可換図式

Γ −−−−→ U(Γ )y≀
yσ

Γ −−−−→
∏

Z[ζ]/Z

(1)
Gm,Z[ζ]

を得る.

さらに,

σ̃ =
∏

d|(p−1)
d ̸=p−1

Φd(g)

とおけば, σ̃ :
∏

Z[ζ]/ZGm,Z[ζ] →
∏

Z[ζ]/ZGm,Z[ζ]から群スキームの準同型 σ̃ :
∏

Z[ζ]/ZGm,Z[ζ] →
Gpが誘導される. さらに, 図式

Γ −−−−→
∏

Z[ζ]/Z

Gm,Z[ζ]y≀
yσ̃

Γ −−−−→ Gp

は可換. これからさらに, 可換図式

Γ −−−−→ U(Γ )y≀
y

Γ −−−−→ Gp

を得る.

例 3.1. p = 3とし, ζ = e2πi/3とおく. このとき,

N3(U, V ) = U2 − UV + V 2.

また, ∏
Z[ζ]/Z

Gm,Z[ζ] = SpecZ[U, V,
1

U2 − UV + V 2
],

∏
Z[ζ]/Z

(1)
Gm,Z[ζ] = SpecZ[U, V ]/(U2 − UV + V 2 − 1)
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で, いずれも乗法は

U 7→ −U ⊗ V − V ⊗ U + V ⊗ V, V 7→ −U ⊗ V − V ⊗ U + U ⊗ U

によって与えられる.

g(ζ) = ζ2によって g ∈ Gal(Q(ζ)/Q)を定義すれば, G = Gal(Q(ζ)/Q) = {I, g}. 群スキー
ム

∏
Z[ζ]/ZGm,Z[ζ]の自己同型 gは

U 7→ V, V 7→ U

によって定義される. さらに, 群スキームの準同型

σ :
∏

Z[ζ]/Z

Gm,Z[ζ] = SpecZ[U, V,
1

U2 − UV + V 2
]

−→
∏

Z[ζ]/Z

(1)
Gm,Z[ζ] = SpecZ[U, V ]/(U2 − UV + V 2 − 1)

は

U 7→ U2 − 2UV

U2 − UV + V 2
, V 7→ V 2 − 2UV

U2 − UV + V 2

によって定義される.
さらに, 完全系列の可換図式

0 −−−−→ Γ −−−−→
( ∏
Z[ζ]/Z

Gm,Z[ζ]

)
⊗Z Z[1/p] g+2−−−−→

( ∏
Z[ζ]/Z

Gm,Z[ζ]

)
⊗Z Z[1/p] −−−−→ 0y≀

yσ

yσ

0 −−−−→ Γ −−−−→
( ∏
Z[ζ]/Z

(1)
Gm,Z[ζ]

)
⊗Z Z[1/p] 3−−−−→

( ∏
Z[ζ]/Z

(1)
Gm,Z[ζ]

)
⊗Z Z[1/p] −−−−→ 0

を得る.

系 3.2. Rを Z[1/3]代数, a, b ∈ Rとし, a2 − ab+ b2 = 1と仮定する. このとき,

S = R[U, V ]/(U2 − UV + V 2 − 1, 3U2V − U3 − V 3 − a, 3UV 2 − U3 − V 3 − b)

とおけば, S/R は不分岐 3 次巡回拡大. α, β をそれぞれ U , V の S における像とすれば,

Gal(S/R)は (α, β) 7→ (−β, α − β)によって生成される. さらに, {(1 − α − β)/3, (1 − α +

2β)/3, (1 + 2α− β)/3}は不分岐拡大 S/Rの正規底.

補註 3.3. T = (1+U)/V とおけば, 3次巡回拡大の生成多項式 T 3 + 3cT 2 − 3(1 + c)T + 1を

得る ([9],[14, Cor.3.12]). T 3 + 3cT 2 − 3(1 + c)T + 1の判別式は 81(c2 + c+ 1)2.

Rを Z[1/3]代数, c ∈ Rとし, c2 + c+ 1 ∈ R×と仮定する. このとき,

S = R[T ]/(T 3 + 3cT 2 − 3(1 + c)T + 1)

とおけば, S/Rは不分岐巡回 3次拡大. αを T の S における像とすれば, Gal(S/R)は α 7→
(α− 1)/αによって生成される. さらに,

1

3

(α+ ζ−1

α+ ζ
+ 1 +

α+ ζ−1

α+ ζ−1

)
=

α2 − α

α2 − α+ 1

は S/Rの正規底を生成する.
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4 Kummer-Artin-Schreier理論との関係

Aを環, λ ∈ Aとする.

G(λ) = SpecA
[
T,

1

1 + λT

]
とする.

T 7→ T ⊗ 1 + 1⊗ T + λT ⊗ T

によって乗法を定義すれば, G(λ)は可換群スキームとなる. さらに, 群スキームの準同型

α(λ) : G(λ) = SpecA
[
T,

1

1 + λT

]
→ Gm,A = SpecA

[
U,

1

U

]
を

U 7→ 1 + λT

によって定義する. λが Aにおいて可逆なら, α(λ) は同型. 一方, λが Aで可逆でないとき,

A0 = A/(λ)とすれば, G(λ) ⊗A A0はGa,A0 に他ならない.

以下, pを素数とし, ζ = e2πi/p, λ = ζ − 1とおく. このとき,

(1 + λT )p − 1

λp
∈ Z[ζ][T ]

で
(1 + λT )p − 1

λp
≡ T p − T mod λ.

群スキームの準同型Ψ : G(λ) → G(λp)を

T 7→ (1 + λT )p − 1

λp

によって定義する. Ker[Ψ : G(λ) → G(λp)]は Z/pZに同型. さらに, 完全列の可換図式

0 −−−−→ Z/pZ −−−−→ G(λ) Ψ−−−−→ G(λp) −−−−→ 0y yα(λ)

yα(λp)

0 −−−−→ µp,Z[ζ] −−−−→ Gm,Z[ζ] −−−−→
p

Gm,Z[ζ] −−−−→ 0

を得る. したがって,

[0 −→ Z/pZ −→ G(λ) Ψ−→ G(λp) −→ 0]⊗Z[ζ] Q(ζ)

はKummer sequence

0 −→ µp,Q(ζ) −→ Gm,Q(ζ)
p−→ Gm,Q(ζ) → 0

に同型. また, Fp = Z[ζ]/(λ)で

[0 −→ Z/pZ −→ G(λ) Ψ−→ G(λp) −→ 0]⊗Z[ζ] Fp

はArtin-Schreier sequence

0 −→ Z/pZ −→ Ga,Fp

F−1−→ Ga,Fp −→ 0

に他ならない.
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補註 4.1. 完全列 (#)はWaterhouse[18]と [12]によって独立に発見された. 方程式

(1 + λt)p − 1

λp
= a

は Furtwänglerの仕事 [2], [3]に遡る.

{1, 1 + ζ, . . . , 1 + ζ + · · · + ζp−2}は Z[ζ]の Zの上の基底. したがって, Rを環とすれば,

R⊗Z Z[ζ]の元は

a1 ⊗ 1 + a2 ⊗ (1 + ζ) + · · ·+ ap−1 ⊗ (1 + ζ + · · ·+ ζp−2)

= a1 ⊗
ζ − 1

ζ − 1
+ a2 ⊗

ζ2 − 1

ζ − 1
+ · · ·+ ap−1 ⊗

ζp−1 − 1

ζ − 1
(a1, a2, . . . , ap−1 ∈ R)

の形に一意的に表わせる. ここで,

1⊗1+(1⊗λ)
{p−1∑

i=1

ai⊗
ζi − 1

ζ − 1

}
= 1⊗1+

p−1∑
i=1

ai⊗(ζi−1) =

p−1∑
i=1

(−1+a1+· · ·+2ai+· · ·+ap−1)⊗ζi.

さらに,

Np(−1+2X1+X2+· · ·+Xp−1,−1+X1+2X2+· · ·+Xp−1, . . . ,−1+X1+X2+· · ·+2Xp−1)

= 1 + pÑp(X1, X2, . . . , Xp−1)

とおけば, Ñ(X1, X2, . . . , Xp−1) ∈ Z[X1, X2, . . . , Xp−1]. したがって,

1⊗ 1 + (1⊗ λ)
{
a1 ⊗ 1 + a2 ⊗ (1 + ζ) + · · ·+ ap−1 ⊗ (1 + ζ + · · ·+ ζp−2)

}
∈ (R⊗Z Z[ζ])×

⇔ 1 + pÑp(a1, a2, . . . , ap−1) ∈ R×.

これから, ∏
Z[ζ]/Z

G(λ) = SpecZ[X1, X2, . . . , Xp−1,
1

1 + pÑp(X1, X2, . . . , Xp−1)
].

また, 乗法は

Xi 7→ Xi ⊗ (1−X1 −X2 − · · · −Xp−1)

+ (1−X1 −X2 − · · · −Xp−1)⊗Xi +
∑

j+k≡i
mod p

Xj ⊗Xk (1 ≤ i ≤ p− 1)

によって定義される.

また, 群スキームの準同型

∏
Z[ζ]/Z

α(λ) :
∏

Z[ζ]/Z

G(λ) = SpecZ[X1, X2, . . . , Xp−1,
1

1 + pÑp(X1, X2, . . . , Xp−1)
]

−→
∏

Z[ζ]/Z

Gm,Z[ζ] = SpecZ[X1, X2, . . . , Xp−1,
1

Np(X1, X2, . . . , Xp−1)
]
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は

Xi 7→ −1 +X1 + · · ·+ 2Xi + · · ·+Xp−1 (1 ≤ i ≤ p− 1)

によって定義される.
∏

Z[ζ]/Z

α(λ)は Z[1/p]の上で同型で, 逆射は

Xi 7→ Xi +
1

p
(1−X1 − · · · −Xp−1) (1 ≤ i ≤ p− 1)

によって与えられる.

Rを環とする. このとき, 対応

a1 ⊗ 1 + a2 ⊗ (1 + ζ) + · · ·+ ap−1 ⊗ (1 + ζ + · · ·+ ζp−2)

7→ (1− a1 − a2 − · · · − ap−1) + a1γ + a2γ
2 + · · ·+ ap−1γ

p−1

によって群の準同型

ι̃ :
( ∏
Z[ζ]/Z

G(λ)
)
(R) = G(λ)(R⊗Z Z[ζ]) → R[Γ ]×

が定義される. 準同型 ι̃を表現する群スキームの準同型

ι̃ :
∏

Z[ζ]/Z

G(λ) = SpecZ[X1, X2, . . . , Xp−1,
1

1 + pÑp(X1, X2, . . . , Xp−1)
] →

U(Γ ) = SpecZ
[
T0, T1, . . . , Tp−1,

1

∆p(T0, T1, . . . , Tp−1)
]

は対応

Tj 7→

1−X1 − . . .−Xp−1 (j = 0)

Xj (j > 0)

によって定義される. 群スキームの列

0 −→
∏

Z[ζ]/Z

G(λ) ι̃−→ U(Γ )
ε−→ Gm,Z −→ 0

は完全. また,

1 7→ 0, γ 7→ 1, γ2 7→ 1 + ζ, . . . , γp−1 7→ 1 + ζ + · · ·+ ζp−2

によって群スキームの埋め込み

Γ →
∏

Z[ζ]/Z

G(λ)

が定義される. さらに, 群スキームの図式

Γ −−−−→
∏

Z[ζ]/Z

G(λ)

∥∥∥ yι̃

Γ −−−−→ U(Γ )
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は可換.

一方, 群スキームの埋め込み ι̃ :
∏

Z[ζ]/Z G(λ) → U(Γ )の切断

χ̃ : U(Γ ) = SpecZ
[
T0, T1, . . . , Tp−1,

1

∆p(T0, T1, . . . , Tp−1)
]

−→
∏

Z[ζ]/Z

G(λ) = SpecZ[X1, X2, . . . , Xp−1,
1

1 + pÑp(X1, X2, . . . , Xp−1)
]

が

Xj 7→
Tj

T0 + T1 + · · ·+ Tp−1

によって定義される. このとき, 群スキームの図式

Γ −−−−→ U(Γ )∥∥∥ yχ̃

Γ −−−−→
∏

Z[ζ]/Z

G(λ)

は可換. また, 群スキームの図式

Γ −−−−→
∏

Z[ζ]/Z

G(λ)

∥∥∥ y∏
Z[ζ]/Z α(λ)

Γ −−−−→
∏

Z[ζ]/Z

Gm,Z[ζ]

は可換.

G = Gal(Q(ζ)/Q)とおき, θ ∈ Z[G]とする. このとき, Rを環とすれば, 乗法群の準同型

θ : (R⊗Z Z[ζ])× → (R⊗Z Z[ζ])×は群の準同型 θ : G(λ)(R⊗Z Z[ζ]) → G(λ)(R⊗Z Z[ζ])を誘導
する. 準同型 θは群スキームの準同型 θ :

∏
Z[ζ]/Z G(λ) →

∏
Z[ζ]/Z G(λ)によって表現される.

gをGの生成元とし,

ν = 1 + g + · · ·+ gp−1 ∈ Z[G]

とおく. ∏
Z[ζ]/Z

(1)
G(λ) = Ker

[
ν :

∏
Z[ζ]/Z

G(λ) →
∏

Z[ζ]/Z

G(λ)
]

と定義する. このとき, 群スキームの可換図式∏
Z[ζ]/Z

(1)
G(λ) −−−−→

∏
Z[ζ]/Z

G(λ)

y y∏
Z[ζ]/Z α(λ)∏

Z[ζ]/Z

(1)
Gm,Z[ζ] −−−−→

∏
Z[ζ]/Z

Gm,Z[ζ]

を得る.
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さらに,

σ = g − 1 ∈ Z[G]

とおけば, 群スキームの準同型 σ :
∏

Z[ζ]/Z G(λ) →
∏

Z[ζ]/Z G(λ) から群スキームの準同型 σ :∏
Z[ζ]/Z G(λ) →

∏(1)
Z[ζ]/Z G

(λ)が誘導される. さらに, 図式

Γ −−−−→
∏

Z[ζ]/Z

G(λ)

y≀
yσ

Γ −−−−→
∏

Z[ζ]/Z

(1)
G(λ)

は可換. これからさらに, 可換図式

Γ −−−−→ U(Γ )y≀
yσ

Γ −−−−→
∏

Z[ζ]/Z

(1)
G(λ)

を得る.

同様の議論によって, GpのKummer-Artin-Schreier version G̃pが定義され, 群スキームの

埋め込み Γ → G̃pに対しても sculpture problemと embedding problemがともに肯定的であ

ることを示せる.

例 4.2. p = 3とし, ζ = e2πi/3とおく. このとき,

Ñ3(U, V ) = −U − V + U2 + UV + V 2.

したがって, ∏
Z[ζ]/Z

G(λ) = SpecZ[U, V,
1

1 + 3(−U − V + U2 + UV + V 2)
],

∏
Z[ζ]/Z

(1)
G(λ) = SpecZ[U, V ]/(−U − V + U2 + UV + V 2)

で, いずれも乗法は

U 7→ U ⊗ (1− U − V ) + (1− U − V )⊗ U + V ⊗ V,

V 7→ V ⊗ (1− U − V ) + (1− U − V )⊗ V + U ⊗ U

によって与えられる.

補註 4.3. T = (1+U)/V とおけば, 3次巡回拡大の生成多項式 T 3 + (1− c)T 2 − (4− c)T +1

を得る ([7], [14]). T 3 + (1− c)T 2 − (4− c)T + 1の判別式は (c2 − 5c+ 13)2.

Rを環, c ∈ Rとし, c2 − 5c+ 13 ∈ R×と仮定する. このとき,

S = R[T ]/(T 3 + (1− c)T 2 − (4− c)T + 1)

とおけば, S/Rは不分岐巡回 3次拡大. αを T の S における像とすれば, Gal(S/R)は α 7→
(α− 1)/αによって生成される. さらに, (α2 − α)/(α2 − α+ 1)は S/Rの正規底を生成する.
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