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1 序

本稿は第 8回福岡数論研究集会での講演に関する報告である. タイトルには一般 Greenberg

予想とあるが, 講演では Greenberg 予想として話をしたので, 本稿でもこれを踏襲する. 本来,

Greenberg 予想は総実体に関するものだが, 特に注意をするので混乱が生じることはないであ

ろう. また, 失礼であることは重々承知しているが, 本稿では敬称を略して記すことにする.

Greenberg 予想は, イデアル類群が小さい, 正確には, しかるべき無限次拡大ではイデアル

類群が大きくならない, ということを主張するものである. まずはこのことについて話を始め

よう. 簡単のため, 講演と同様に基礎体はすべてQ上 abel として進める.

本稿で現れる代数体は, 一つ決めた有理数体Qの代数閉包に含まれるとする. k/Qを有限次
abel 拡大, pを素数とし, 今後これらを固定する. Zpを p進整数環とする. 一般的な記法では

ないが, mを kの虚素点の個数とする. kは abel 体なので,

m =

[k : Q]/2 kが虚,

0 kが実

である. k̃/kを最大多重 Zp拡大, すなわち, Gal(k̃/k)が自由 Zp加群で階数が最大となるもの

とする. このとき Gal(k̃/k)の Zp 階数はm + 1となる (abel 体における Brumer [1]による

Leopoldt予想の成立からの帰結). k̃は kのすべての Zp拡大体の合成として得られる.

L/k̃を最大不分岐 abel pro-p拡大, X = Gal(L/k̃)をその Galois 群とする. Lの最大性か

ら L/kは Galois 拡大となる. したがって次の Galois 群の完全系列がある:

1 −→ X −→ Gal(L/k) −→ Gal(k̃/k) −→ 1.

X はGal(L/k)の abel 正規部分群なので, 商群であるGal(k̃/k)が共役によって作用し, その

作用は, g ∈ Gal(k̃/k)に対して g̃ ∈ Gal(L/k)をその延長とするとき, x ∈ X に対して,

g(x) = g̃xg̃−1

で与えられる. この作用を線形, 連続に拡張することによって, 完備群環

Λ = Zp[[Gal(k̃/k)]] = lim←−Zp[Gal(k′/k)] (k ⊆ k′ ⊆ k̃, [k′ : k] <∞)

がX に作用する. 岩澤 (Zp拡大), Greenberg (Zd
p拡大)らによって, X は有限生成, torsion Λ

加群であることが知られている. また, {σi | 1 ≤ i ≤ m+ 1}をGal(k̃/k)の一つの基底とする

とき, Serreにより位相環として

Λ ≃ Zp[[T1, . . . , Tm+1]], σi ↔ 1 + Ti

∗本研究は科研費の援助を受けておりました.
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(右辺は Zp係数のm+ 1変数形式的べき級数環)であることが示されている. 標準的な同型で

ないことに注意しよう. この同型から Λは noether 完備局所一意分解整域であることがわか

る. また, べき級数の方で書けば, (p, T1, . . . , Tm+1)が極大イデアルとなる.

注意. Lは, k̃/kの有限次中間体たちの最大不分岐 abel p拡大 (p-Hilbert 類体)の合成体であ

ることが確かめられる. よって, 類体論によりX は中間体のイデアル類群の Sylow p部分群

の, ノルム写像に関する射影極限と同型,

X ≃ lim←−Clk′ ⊗ Zp (k ⊆ k′ ⊆ k̃, [k′ : k] <∞)

であり, Artin 記号の性質から Gal(k̃/k)の作用とも両立する. 序文に述べたイデアル類群と

は, このX のことである.

Greenberg 予想はXが小さい, というものであるが, どういう意味で小さいかを次に述べる.

定義 (pseudo-null 加群). A = Zp[[T1, . . . , Td]] (d ∈ Z≥0, d = 0のときは A = Zpとする), M

を有限生成A加群とする. このとき,

M ∼ 0/A
def.⇐⇒ 零化イデアルAnnA(M)は互いに素な 2元を含む

と定める. M ∼ 0/Aのとき, M はA上 pseudo-null という. 扱う環 Aがわかっているとき

は /Aを省略して単にM ∼ 0と表す.

pseudo-null 加群は torsion であるが, 逆は成り立たない (以降の例を参照).

注意. 講演では, Aを noether 整閉整域として上記のように pseudo-null 加群を定義していた

が, 後からもう一度調べると一意分解整域でない場合, 上記の定義ではよろしくないようなの

で, ここではべき級数環に制限をして定義を与える (べき級数環を想定していたので, 上記の

ように話してしまいました. すみません). Aが noether 整閉整域の場合には, 任意の高さ 1

の素イデアル pによる局所化Mpが消える, という条件で pseudo-null 加群を定義する. Aが

noether 一意分解整域ならば, この定義と上記の定義と同値となることが確かめられる.

例. (1) A = Zp の場合. f と g が互いに素であれば, 片方は単数でなければならないので,

M ∼ 0⇔M = 0となる.

(2) A = Zp[[T ]]の場合. このとき, M ∼ 0⇔ #M <∞となる ([21]の 13–2を参照).

(3) A = Zp[[T1, . . . , Td]], d ≥ 2のときには (1), (2)のようなわかりやすい特徴づけはないよう

である. 例えば, Zpへ 1 + T1, . . . , 1 + Tdのどんな作用を定めても常に Zp ∼ 0となる. 感覚的

に述べれば, M が Zp[[T1, . . . , Td]]上 pseudo-null ということと, 一つ変数を減らしたべき級数

環上 torsion, ということが対応している ([8]の Section 2. Preliminary を見よ). ここで述べ

た例 (1), (2), (3)では確かにそのようになっている.

目的の Greenberg 予想を紹介しよう.

Greenberg 予想 ([7], [9]). X ∼ 0/Λであろう.

注意. (1) もともと Greenberg 予想は総実体 (虚素点の個数m = 0の場合)に対して述べられ

ていた ([7]の序文で問題提起をしている). そこでは, 総実体の円分 Zp拡大における類数の p

部分の有界性, 及び同値な岩澤 λ, µ不変量の消滅が述べられている. λ, µ不変量の消滅はX

の有限性と同値であり, 上記の例 (2)からX ∼ 0とも同値である. よって, 本稿で述べている

82



Greenberg 予想は, 任意の代数体への一般化であり, [9]で提起されているものである (これが

一般 Greenberg 予想と呼ばれているもの). Greenberg [7] の後, 福田–小松 [4] が再び取り上

げて, 研究が活発になされるようになったようである.

総実体の Greenberg 予想については日本人研究者の貢献が大きく, 市村, 隅田, 小松, 福田,

田谷, 尾崎, 諸氏の研究がある. 海外でも, Kraft, Schoof, Nguyen Quang Doや, その弟子たち

の研究がある.

(2) Greenberg 予想は, k̃上のX に関するものであり, 部分 Zd
p 拡大の最大不分岐 abel pro-p

拡大のガロワ群が, pseudo-null かどうかについては何も言っていないことに注意. しかし, 例

えば虚二次体での尾崎の結果 [17]のように, Greenberg 予想から部分 Zd
p拡大に対して何かを

言うことができる可能性はある.

2 結果

本章で, 虚アーベル体についての関連する先行研究と, 主結果を述べる. 本稿では述べない

が, これらの他にも, Sharifi [20]は p分体で注目すべき結果を得ている.

いくつかの記号を定めておく. hF で有限次代数体F の類数を表すものとする. λp(F ), µp(F ),

νp(F )を, それぞれ F の円分 Zp拡大の岩澤 λ, µ, ν 不変量とする. また, F が CM 体のとき,

F+ を F の最大総実部分体とする. 最初に紹介するのは, Minardi による虚二次体での結果.

虚二次体の虚素点の個数mは 1なので, k̃/kは Z2
p拡大である.

定理 A (Minardi [13]). kを虚二次体とする. もし p ∤ hkならば, X ∼ 0.

Minardi は Washington 大学での Greenberg の学生であり, 学位論文でこの結果が述べら

れている. 虚の体における初めての Greenberg 予想に関する一般的な結果であろう. また, こ

の結果より, Greenberg は [9]以前から総実体以外で予想を考えていたことが想像される.

次に伊藤による虚 4次 abel 体での結果を紹介する. 虚 4次 abel の虚素点の個数mは 2な

ので, k̃/kは Z3
p拡大である.

定理 B (伊藤 [11]). kを虚 4次 abel 体で, pを kで完全分解する奇素数とする. もし, p ∤ hk
かつ λp(k

+) = µp(k
+) = νp(k

+) = 0ならば, X ∼ 0.

本稿の主結果は, 伊藤の結果を 4次以上に拡張したものである.

定理 1 (F [3]). kを 4次以上の虚 abel 体で, pは kで完全分解する奇素数とする. もし, p ∤ hk
かつ λp(k

+) = µp(k
+) = νp(k

+) = 0ならば, X ∼ 0.

自明な系であるが, Minardi による定理 A と主結果である定理 1を組み合わせると, 拡大次

数の制限を取り払うことができる. 虚二次体の場合は岩澤不変量の条件が不要であるが, 虚二

次体の最大実部分体は有理数体Qなので, 自明に満たされている.

定理 2. k を虚 abel 体, pを k で完全分解する奇素数とする. もし, p ∤ hk かつ λp(k
+) =

µp(k
+) = νp(k

+) = 0ならば, X ∼ 0.

定理 2 によって, 虚 abel 体 kで奇素数 pが完全分解するとき, もっとも簡単と思われる状

況で実際に Greenberg 予想が成り立つことが, 初めて確かめられたことになる.

主結果の証明は, 全体的に伊藤 [11] の手法を基礎としている. 素晴らしい研究をなされた

John Minardi氏, 伊藤剛司氏に感謝をいたします.
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3 主結果の証明の概略

主結果の証明は, しかるべき pro-p abel 拡大の Galois 群の Zp階数をきっちりと計算する

ことによってなされる. まず最初に, Zp階数を計算する際に用いる結果を紹介しよう.

定理 C (Brumer [1], abel 体の Leopoldt 予想). k/Qを有限次 abel 拡大, pを素数とする. Uk

を kの単数群とし, kの p上の素点 pに対してUpを pに関する局所単数とする. Uk →
∏

p|p Up

を対角埋め込みとすると,

Uk ⊗ Zp −→
∏
p|p

Up ⊗ Zp

は単射.

定理 D (Maire [12]). F を総虚な 4次以上の有限次代数体とし, pを F で完全分解する奇素数,

pを F の p上の素点とする. K/F を有限次 abel 拡大とし, M/Kを pの上にあるKの素点の

外不分岐な最大 abel pro-p拡大とする. このときM/K は有限次拡大.

定理 C は abel 体の Leopoldt 予想として名高いもので, 実 abel 体の Zp拡大は円分 Zp拡

大のみ, と同値である. p上の素点の局所単数の大域単数による剰余は, 類体論によって p外不

分岐 abel 拡大と関係し, Leopoldt 予想によってその Zp階数が計算できる. また, Maire の結

果は, 分岐を制限した pro-p abel 拡大の有限性を主張しており, ある種の pro-p abel 拡大の

Galois 群の Zp階数を調べる際に有効である.

さて, しばらくは主結果の仮定を考えずに進める. k/Qを 4次以上の虚 abel 体とし, k+を

kの最大実部分体とする. kの虚素点の個数をmとしていたので, [k : Q] = 2mである. pを k

で完全分解する素数とする. pは k+でも完全分解するので, k+での pの分解を

(p) = p+1 · · · p
+
m

とする. また, 1 ≤ i ≤ mに対して, kで

p+i = pipi

と分解するとしておく. k+および kにおける pの分解は以下の通りとなる.

(p) = p+1 · · · p
+
m = p1p1 · · · pmpm.

ここで,

S1 := {p1, . . . , pm}

とし, 2 ≤ i ≤ m+ 1に対して

Si := S1 ∪ {p1, . . . , pi−1}

と定める. 定理 C を用いると次がわかる.

補題 1. 各 1 ≤ i ≤ m+ 1に対して, Si外不分岐な Zi
p拡大K(i)/kがただ一つ存在する.

Sm+1 = {pi, pi | 1 ≤ i ≤ m}は p上のすべての素点の集合なので, K(m+1) = k̃に注意しよ

う. また, 1 ≤ i ≤ mに対してK(i) ⊆ K(i+1)となっており, 体の列

k ⊆ K(1) ⊆ K(2) ⊆ · · · ⊆ K(m) ⊆ K(m+1) = k̃
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が得られる. L(i)/K(i)を最大不分岐 abel pro-p拡大とし,

X(i) = Gal(L(i)/K(i))

をその Galois 群とする. X と同様に各X(i)へは完備群環

Λ(i) = Zp[[Gal(K(i)/k)]]

が作用し, X(i)は有限生成, torsion Λ(i)加群である. Λ(m+1) = Λ, X(m+1) = X である. 主結

果の主張のX ∼ 0/Λを,

• X(1) = 0,

• X(2) ∼ 0,

• i ≥ 2に対して, X(i) ∼ 0/Λ(i)ならばX(i+1) ∼ 0/Λ(i+1)

の 3段階で示す.

ここでよく用いる記号を準備する. F を有限次代数体とし, UF を F の単数群とする. 有限

素点 qに対して, Uqを qでの局所単数のなす群とする. F の素点の有限集合 Sに対して, 対角

写像を

ϕS : UF −→
∏
q∈S

Uq

で定め,

US := Image

ϕS ⊗ Zp : UF ⊗ Zp →
∏
q∈S

Uq ⊗ Zp


とする.

位相群G, 位相G加群M に対して, M のG余不変加群MGを

MG = M

/∑
g∈G

(g − 1)M

で定める. MGは, Gが自明に作用する最大のM の商加群である.

3.1 X(1) = 0

K(1)/kは S1外不分岐な Zp拡大である. この Zp拡大K(1)/kはうまく k+の円分 Zp拡大

k+∞と結びつけることができ, このことと主結果の仮定からX(1) = 0を示すことができる.

L+/k∞を最大不分岐 abel pro-p拡大とし, X+ = Gal(L+/k+∞)をその Galois 群とする. 岩

澤不変量の定義を思い出すと, 次が言える.

補題 2. λp(k
+) = µp(k

+) = νp(k
+) = 0であるための必要十分条件は, X+ = 0である. さら

に, 中山の補題より, X+

Gal(k+∞/k+)
= 0とも同値である.

M(k+)/k+を p外不分岐最大 abel pro-p拡大とする. pは k+で完全分解しているので, [16]

より同型

X+

Gal(k+∞/k+)
≃ Gal(M(k+)/k+∞)

が成り立つ. 類体論によって右辺は局所単数群と関係することから, 次の補題が成り立つ.
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補題 3. S+を k+の p上の素点全体の集合, すなわち, S+ = {p+1 , . . . , p+m}とする. p ∤ hk+ の
とき, 同型

X+

Gal(k+∞/k+)
≃ TorZp

(
m∏
i=1

Up+i
⊗ Zp

/
US+

)
が成り立つ.

K(1)に対しても同じ論法で次を確かめることができる.

補題 4. p ∤ hkのとき, 同型

X
(1)

Gal(K(1)/k)
≃ TorZp

(
m∏
i=1

Upi ⊗ Zp

/
US1

)

が成り立つ.

pが kで完全分解することから, 自然な埋め込みによって Up+i
≃ Upi となり, また, kは CM

体なので US+ ≃ US1 が成り立つ. p ∤ hkとせよ. このとき p ∤ hk+ となるから,

X+

Gal(k+∞/k+)
≃ TorZp

(
m∏
i=1

Up+i
⊗ Zp

/
US+

)
≃ TorZp

(
m∏
i=1

Upi ⊗ Zp

/
US1

)
≃ X

(1)

Gal(K(1)/k)

が成り立つ. 以上まとめると, p ∤ hk, λp(k
+) = µp(k

+) = νp(k
+) = 0ならば, X

(1)

Gal(K(1)/k)
= 0

となり, 中山の補題からX(1) = 0がしたがう.

注意. (1) 本稿では k+の岩澤不変量がすべて 0という強い仮定をおいたが, 現在のところX(1)

を消してしまう以外に, X(1) ∼ 0を確かめる方法が無いためである (後藤 [6] の結果があるが,

筆者の力では上手に用いることができない). 主結果の仮定はほとんどX(1) = 0を示すために

用いられている.

(2) 奇素数 pが完全分解する実 abel 体 k+の岩澤 λ, µ不変量の消滅は, 先に述べた総実体の

Greenberg予想であり, 福田–小松 [4], 稲富 [10]を始めとして多くの研究がある. さらに, ν不

変量の消滅まで含めると, 次のような判定法もある. Fpを p元体とする. p ∤ hk+ のとき, 対角

写像から誘導される写像

ϕS+ ⊗ Fp : Uk+ ⊗ Fp −→
m∏
i=1

Up+i
⊗ Fp

が単射ならば, λp(k
+) = µp(k

+) = νp(k
+) = 0となり, 逆も成り立つ. 稲富 [10]の記号で

c = 0, m = r − 1の場合に相当し, 実際にはより弱い主張, 基本単数系の ϕS+ ⊗ Fpに関する

像がすべて 0でない, でよい. 以上より, 虚 abel 体 kが与えられたとき, kの情報だけで原理

的には主結果の条件を確かめることができる. k/Qで完全分解し, p ∤ hk となる奇素数 pは無

数にあるが, さらに ϕS+ ⊗ Fpが単射となるものも無数にあるかどうかは興味深い問題である.

3.2 X(2) ∼ 0

3.2, 3.3節では, 記号の煩雑さを避けるため, 幾分条件を付けて議論を進める. 所々で注意

書をするので気を付けてもらいたい. もちろん, これらの条件は実際には不要である.

K(2)/kは, S2 = S1 ∪ {p1}外不分岐なただ一つの Z2
p拡大であった. この節では, いったん

主結果の仮定を忘れて次の定理を示す.
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定理 3. X(1) ∼ 0かつ, K(1)/kで S1の素点はすべて完全分岐と仮定する. このときX(2) ∼
0/Λ(2).

主結果の仮定および 3.1節から, 定理 3の条件を導くことができるので, 少し一般的になっ

ている. まず, 今後X(i) ∼ 0 (2 ≤ i ≤ m+ 1)を示す際に必要となる補題を一つ用意しよう.

補題 5 (例えば [19] を見よ). i ≥ 1とする. もし, X
(i+1)

Gal(K(i+1)/K(i))
∼ 0/Λ(i)ならば, X(i+1) ∼

0/Λ(i+1)が成り立つ.

それでは定理 3の証明を始めよう. L2を L(2)内の部分体で, K(1)上 abel 拡大となる最大

のものとする. K(2)/K(1)は Zp拡大, 特に pro-cyclic なので,

Gal(L2/K
(2)) ≃ X

(2)

Gal(K(2)/K(1))

を得る. 上の補題 5 より, Gal(L2/K
(2))がΛ(1)上 pseudo-null であることを言えばよい. Λ(1)

は一変数べき級数環と同型なので, pseudo-null と有限性は同値であるから, 目標は

#Gal(L2/K
(2)) <∞

である.

K(1)の p1上の素点Pに対して, IPを L2/K
(1)での惰性群とする. このとき, Λ(1)加群の完

全系列

0 −→
∑
P|p1

IP −→ Gal(L2/K
(1)) −→ X(1) −→ 0

がある. この完全系列を分析しよう.

補題 6. K(1)/kで p1は有限分解.

円分 Zp拡大での不分岐素点の有限分解性は, 円分相互法則に帰着させることにより簡単に

確かめられるが, K(1)/kは円分 Zp拡大ではないので, この命題は自明ではない. 真面目に類

体論を用いる伊藤の議論 [11] を真似することにより, 示すことができる.

E1 をK(1)/kにおける p1 の分解体とする. 補題 6より [E1 : k] < ∞である. このとき任

意のP | p1に対して, Gal(K(1)/E1)は IPに自明に作用する. よって,
∑

P|p1 IPは有限生成,

torsion な Λ(1)加群である. 仮定よりX(1)は有限なので, まとめるとGal(L2/K
(1))は有限生

成, torsion Λ(1) 加群である. また,
∑

P|p1 IP と Gal(L2/K
(1))は pseudo-isomorphic である.

ここで, 記号の複雑さを避けるため, 次の仮定を設ける.

仮定. Λ(1)加群の単射な pseudo-ismorphism

Gal(L2/K
(1)) ↪→

∑
P|p1

IP

が存在する.

上記の仮定のもと, Gal(K(1)/E1)は Gal(L2/K
(1))へ自明に作用するので, L2/E1 は abel

拡大である. L2/E1は S2の上にある素点を除いて不分岐であることに注意. 次の命題がこの

小節の肝となるものである.

命題 1. Gal(L2/E1)の Zp階数は 2.

87



この命題と K(2)/E1 が Z2
p 拡大であることから, L2/K

(2) は有限次となることがわかり,

#Gal(L2/K
(2)) < ∞と結論できる. 伊藤の議論 [11] では (k が 4次の場合), L2/E1 での

分岐素点の個数が 3(= #S2)つであることと, Maire の結果である定理 D を用いて命題 1を示

しているが, 我々の場合は分岐素点がm+ 1個あり, 伊藤の論法がそのまま使えないため精密

に議論をする必要がある. 証明は, やはり定理 D, および S1の上の素点の惰性群へGal(E1/k)

が自明に作用する, ということなどを用いてなされる. これ以上述べると記号がかなり複雑に

なるので, このあたりでとどめておくことにする. ともかく, 命題 1と補題 5によりX(2) ∼ 0

が結論できる.

3.3 i ≥ 2に対して, X(i) ∼ 0/Λ(i) ⇒ X(i+1) ∼ 0/Λ(i+1)

3.3節では主結果の仮定をすっぱり忘れて, 次の定理を示す. ただし, kは 4次以上の虚 abel

体, pは kで完全分解する奇素数, というのはそのまま.

定理 4. 2 ≤ i ≤ mに対して, X(i) ∼ 0/Λ(i)ならばX(i+1) ∼ 0/Λ(i+1).

主結果の仮定の下, 3.2節まででX(2) ∼ 0/Λ(2)を示しているので, 主結果の仮定と定理 4か

ら目標のX ∼ 0/Λ (X = X(m+1), Λ = Λ(m+1))が証明される. また, 3.3節でも, 3.2節と同じ

ような仮定を後に置く.

定理 4の証明に取り掛かろう. 基本的な証明の方針, 手法は 3.2節と同じで,

X
(i+1)

Gal(K(i+1)/K(i))
∼ 0/Λ(i)

を示し, 補題 5からX(i+1) ∼ 0/Λ(i+1)を結論する.

記号を思い出そう. K(i) は Si = S1 ∪ {p1, . . . , pi−1}外不分岐な Zi
p 拡大で, 同じくK(i+1)

は Si+1 = Si ∪ {pi}外不分岐な Zi+1
p 拡大であった. K(i+1) 上の最大不分岐 abel pro-p拡大

L(i+1)の部分体で, K(i)上 abel となる最大のものを Li+1とする. K(i+1)/K(i)は Zp拡大, 特

に pro-cyclic なので,

Gal(Li+1/K
(i+1)) = X

(i+1)

Gal(K(i+1)/K(i))

である. Li+1/K
(i)で分岐するのは piの上の素点のみなので, K(i)の pi上の素点にP対して,

IPをその惰性群とすると, Λ(i)加群の完全系列

0 −→
∑
P|pi

IP −→ Gal(Li+1/K
(i)) −→ X(i) −→ 0

がある. ここで, EiをK(i)/kでの piの分解体とすると, K(1) ⊆ K(i)と補題 6よりK(i)/Eiは

Zp拡大となる. このとき, Gal(K(i)/Ei)は惰性群 IPに自明に作用することから,
∑

P|pi IPは

有限生成, torsion Λ(i)加群であり, また, 仮定よりX(i)は pseudo-nullなので, Gal(Li+1/K
(i))

は有限生成, torsion Λ加群であり, さらに
∑

P|pi IPとGal(Li+1/K
(i))は pseudo-isomorphic

である. ここで, 次の仮定を設ける.

仮定. (1) Λ(i)加群の単射な pseudo-isomorphism

Gal(Li+1/K
(i)) ↪→

∑
P|pi

IP

が存在する.

(2) Ei/kは Zi−1
p 拡大.
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これらの仮定も本質的なものではなく, 取り外すことができる. 上記の仮定と惰性群へ

Gal(K(i)/Ei)は自明に作用するので, Gal(K(i)/Ei)は Gal(Li+1/K
(i))へも自明に作用する.

よって, Li+1/Eiは abel 拡大である. この abel 拡大を調べよう. まずはEi/kでの分岐を見る.

補題 7. Ei/kで Siの素点はすべて分岐する.

補題 7の証明は, ある p ∈ SiがEi/kで不分岐であると仮定し, 矛盾を導く. もしEi/kで p

が不分岐であれば, Ei/kは Si − {p}外不分岐となる. このとき, Ei/kは唯一の Si − {p}外不
分岐 Zi−1

p 拡大となっている (ここで 定理 C, Leopoldt 予想を用いる). しかし, 補題 6のよう

な有限分解性があるため, Ei/kで piは完全分解しないということになる. 他方, Eiは piの分

解体なので, これは矛盾である.

K(i)/kは Si外不分岐だったので, pが kで完全分解することから補題 7よりK(i)/Eiは不

分岐拡大となる. また, Li+1/K
(i)は pi外不分岐拡大なので, 合わせると Li+1/Eiは pi外分岐

な abel pro-p拡大である. このとき完備群環 Zp[[Gal(Ei/k)]]はGal(Li+1/Ei)に作用する. 次

の命題が, X
(i+1)

Gal(K(i+1)/K(i))
∼ 0/Λ(i)を示す要となるものである.

命題 2. Gal(Li+1/Ei)は Zp[[Gal(Ei/k)]]加群として, 有限生成, toriosn.

どのような事実から証明されるかを説明しよう. まず, k/Qで pは完全分解することから,

Ei/kでの惰性群は自明でなければ Zpと同型である. このことから, 次のような部分体の列を

とることができる:

k ⊆ k(1) ⊆ k(2) ⊆ · · · ⊆ k(i−2) ⊆ k(i−1) = Ei.

ここで, 1 ≤ j ≤ i − 1に対して k(j)/k は Zj
p 拡大であり, k(1)/k にすべての分岐を押し付

けることにより Ei/k
(1) は不分岐とできる. 各 1 ≤ j ≤ i − 1に対して, M (j)/k(j) を pi 外

不分岐最大 abel pro-p拡大とする. j に関して帰納的に Gal(M (j)/k(j))が有限生成, torsion

Zp[[Gal(k(j)/k)]]加群であることを確かめる. Li+1 ⊆ M (i−1)なので, これで命題の目標が達

成される. (1) j = 1, (2) 2 ≤ j ≤ i− 1, の二つに分けて説明する.

(1) j = 1の場合. k(1)/kは Zp拡大なので,

k = k0 ⊆ k1 ⊆ k2 ⊆ · · · ⊆ kn ⊆ · · · ⊆ k(1) = ∪n≥0kn, [kn : k] = pn

という体の塔が存在する. M
(1)
n /knを pi外不分岐最大 abel pro-p拡大とする. kn/kは有限次

アーベル拡大なので, Maire の結果 (定理 D)より, 各 nに対してM
(1)
n /knは有限次拡大であ

る. M (1) = ∪n≥0M
(1)
n なので, 岩澤類数公式の証明をたどると, Gal(M (1)/k(1))は有限生成,

torsion Zp[[Gal(k(1)/k)]]加群となる.

(2) 2 ≤ j ≤ i− 1の場合. Gal(M (j)/k(j))は Zp[[Gal(k(j)/k)]]上有限生成かつ torsion と仮定

する. 1 ≤ j ≤ i− 2に対して, k(j+1)/k(j)が不分岐拡大であることから,

0 −→ Gal(M (j+1)/k(j+1))Gal(k(j+1)/k(j)) −→ Gal(M (j)/k(j)) −→ Gal(k(j+1)/k(j)) −→ 0

という Zp[[Gal(k(j)/k)]]加群の完全系列があるので, かなり端折ってしまい申し訳ないが, べ

き級数環上の加群の一般論によって, Gal(M (j+1)/k(j+1))も Zp[[Gal(k(j+1)/k)]]上有限生成,

torsion と結論することができる.

最後の締めをしよう. 命題 2より, Gal(Li+1/Ei)は有限生成, torsion Zp[[Gal(Ei/k)]]加群

なので, その部分加群であるGal(Li+1/K
(i))も有限生成, torsion Zp[[Gal(Ei/k)]]加群である.

ここで, Gal(K(i)/Ei) = ⟨g⟩とせよ. Gal(K(i)/Ei)は Gal(Li+1/K
(i))に自明に作用していた
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ので, g− 1はGal(Li+1/K
(i))を消す. また, 命題 2よりGal(Li+1/K

(i))は Zp[[Gal(Ei/k)]] =

Λ(i)/(g−1)上 torsionなので, ある 0 ̸= Q ∈ Λ(i)が存在し, g−1 ∤ QかつQはGal(Li+1/K
(i))

を消す. いま, K(i)/kは Zi
p拡大なので, g− 1はΛ(i)の素元である. よって, g− 1とQは互い

に素なGal(Li+1/K
(i))の零化元であることがわかり,

Gal(Li+1/K
(i)) ∼ 0/Λ(i)

がしたがう. 最後に

X
(i+1)

Gal(K(i+1)/K(i))
= Gal(Li+1/K

(i+1))

はGal(Li+1/K
(i))の部分加群なので, 目的の

X
(i+1)

Gal(K(i+1)/K(i))
∼ 0/Λ(i)

が導かれる.

注意. 主結果の主張は,「kが虚 abel 体」を「kは CM Galois 体で, kと pについて Leopoldt

予想が成り立つ」に置き換えても成り立つ. すなわち, 前提として必要となるのは, Leopoldt

予想, 複素共役の一意性 (最大総実部分体), Galois 群の作用, である.

4 雑記

4.1 非 abel 岩澤理論への応用

筆者の Greenberg 予想の研究の動機となった, 尾崎 [18] の意味での非 abel 岩澤理論への

応用を与える. ここでは k/Qを有限次拡大とし, k∞/kを円分的 Zp拡大とする. L̃/k∞を最大

不分岐 pro-p拡大 (abelを仮定しない)とし, G̃ = Gal(L̃/k∞)とする. G̃の研究は, 尾崎, 水澤,

岡野諸氏 (+ε by 筆者)によって進められている. 筆者が興味を持っている問題は, G̃は非可換

自由 pro-p群にはならないのではないか, というものである. 非可換自由 pro-p群を気にする

のは, G̃が簡明な構造を持つ場合に興味があり, 水澤–尾崎 [14], 岡野 [15]によって, G̃が abel

となる虚二次体 kがすべて決定されていることがある. 本当は非可換自由 pro-p群になる場合

があれば嬉しいのだが, どうもそんなにうまい話はないようだ. 筆者は [2]において, 奇素数 p

が kで完全分解し, Greenberg 予想が成り立てば, G̃は非可換自由 pro-p群でないことを示し

た. よって, 本稿の定理 2 から次の結果を得る:

定理 5. kと pは定理 2 の仮定を満たすとする. このとき G̃は非可換自由 pro-p群ではない.

実際にはより強い主張, G̃の位相的生成元の個数が 2以上であれば G̃の関係式は第二交換

子群に含まれない, が成り立つ. G̃の構造について, 定理 5からはそれ以上のことはわからな

い. G̃の具体的な構造について水澤の一連の研究がある.

4.2 Q&A

大変ありがたく, また嬉しいことに, 講演でたくさんの質問をいただいた. 講演の場では上

手く答えられていないものもあると思われるので, ここでいくつかの質問に答えることも意味

があるだろう.
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Q. 2変数以上のべき級数環について, 簡明な pseudo-null 加群の特徴づけは？

A. 自明性, 有限性のようなものはもはやありません. ただ, 例のところに書いておいたのです

が, 感覚的には, 一つ変数を減らした部分環上 torsion, ということが対応しています.

Q. 補題 5の逆は成り立たないのか？

A. はい. 成り立ちません. なぜなら, 例えば, A = Zp[[T1, T2]]とし, M = Zp で, T1M =

T2M = 0とします. このときM/T2M ≃ Zpで, Zpは Zp[[T1]] ≃ A/(T2)上 pseudo-null では

ありません. kを奇素数 pが分解する虚二次体とし, λp(k) > 1かつ p ∤ hkとすると, X ∼ 0で

すが, X
Gal(k̃/k∞)

は pseudo-null となりません.

Q. 主結果の仮定を満たさない場合に反例があるわけではないのか？

A. 現在のところ, 反例は見つかっていないようです.

Q. 主結果は Greenberg 予想よりも強い主張を証明しているように見えるが？

A. はい. その通りです. ただ, これは人から聞いたものですが, (一般) Greenberg 予想を, 次

のようにより拡張した形で考えることもできます.

問題. F/Qを有限次拡大とし, Sを F の p上の素点のなす集合とする (p上の素点すべてが含

まれていることは必要としない). F̃S/F を S外不分岐最大多重Zp拡大とし, XSを F̃S上の最

大不分岐 pro-p abel 拡大のガロワ群とする. このとき, XSはZp[[Gal(F̃S/F )]]上 pseudo-null

であろう. (A Generalization of Greenberg’s Generalized Conjecture とでも呼ぶべきでしょ

うか · · · .)

Sが p上の素点をすべて含む場合が, 本稿の Greenberg 予想 (一般 Greenberg 予想)となり

ます. この問題に対して, 虚二次体での福田–小松 [5]の結果があります. 伊藤 [11], 及び主結

果もこの問題を確かめていることになります. 反例も (あまり研究も？)無いようです.
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