
Periods of automorphic forms: the case of (GLn(E),GLn(F ))

山名 俊介 (九州大学)

1 保型形式の周期

Gを代数体F 上の簡約代数群, HをGのF 上の代数的閉部分群, Z = ZGをGの中心とする.

A = AF をF のアデール環とし, Z◦
∞をZ(A)のアルキメデス成分の連結成分とする. 有理点の

群G(F )はアデール群G(A)の離散部分群であり, Haar測度に関して, 商空間 Z◦
∞G(F )\G(A)

の体積は有限である. 次のHilbert空間のスペクトラムを考える:

L2(G) =
{
f : Z◦

∞G(F )\G(A) → C
∣∣∣ ∫

Z◦
∞G(F )\G(A)

|f(g)|2 dg <∞
}
.

L2
cusp(G)はGの尖点的保型形式からなるスペクトラムを表し, L2

res(G)はGの Eisenstein級

数の留数から得られる平方可積分な保型形式からなる留数スペクトラムを表すとすれば, これ

らは併せて L2(G)の離散スペクトラムを構成する. すなわち,

L2(G) = L2
cusp(G)⊕ L2

res(G)⊕ L2
cont(G)

が成り立つ. 離散スペクトラムはG(A)の既約表現の (Hilbert)直和に分解する. L2
cusp(G)に

現れる表現を尖点的保型表現と呼ぶ.

χをH(A)の一次元保型表現, πをG(A)上の保型形式の空間の既約部分表現, Vπ を πを実

現する保型形式の空間とするとき, 積分

PH,χ(f) =

∫
H(F )\H(A)

f(h)χ(h) dh

により定義される線型形式 PH,χ : Vπ → Cを (H,χ)周期と呼ぶ. πが尖点的保型表現ならば,

この積分は普通収束する. しかし, Eisenstein級数のような急減少ではない保型形式に対して

は, 一般に収束するとは限らない. しかし, 収束しないときも, 適当に regularizeすれば, 積分の

意味付けができることもある (例えば, [10, 11]や本稿 5節などを参照). 任意の f ∈ πに対して,

PH,χ(f)が収束するとき, 周期積分PH,χはH(A)-不変な汎函数, すなわち, HomH(A)(π, χ
−1)

の元を与える. 線形汎函数PH,χが Vπ上 0でないとき, πを (H,χ)-distinguishedと呼ぶ. 以下

の多くの場合に χ = 1であり, 誤解がない限り, 略してPH と書いたり, H-distinguishedと言

う. F の素点 vに対して, Hv = H(Fv)と書く. χvをχのHvへの制限とする. Hvの既約許容表

現 σは, HomHv(σ, χ
−1
v ) ̸= 0であるとき, (Hv, χv)-distinguishedと呼ぶ. 保型表現 πが (H,χ)-

distinguishedならば, 任意の素点 vに対して, その局所成分 πvも (Hv, χv)-distinguishedであ

る. しかし, 全ての素点で局所成分 πvが (Hv, χv)-distinguishedでも πが (H,χ)-distinguished

であるとは一概に言えない.

もし任意の素点でHomHv(πv, χ
−1
v ) ≤ 1ならば, HomH(A)(π, χ

−1) ≤ 1であり, 周期積分が 0

でなければ, 純テンソル f = ⊗vfv に対して, Hv-不変な汎函数PHv ,χv の積に分解する:

PH,χ(f) =
∏
v

PHv ,χv(fv).
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この分解に現れるPHv ,χv ∈ HomHv(πv, χ
−1
v )は, 局所体上の簡約群の既約表現の分岐則を研究

する上で役立つ. 一方, Hv-不変な汎函数PHv ,χv が与えられたとき, PH とテンソル積PHv ,χv

の比例因子に L函数の特殊値が現れることがある. そのようなとき, 周期の研究は, 局所的問

題とL函数の特殊値の問題に還元される. このような関係は, 周期がL函数の積分表示と結び

付いている場合は理解し易い.

例 1. π = π1 ⊠ π2をG = GLm ×GLnの既約尖点的保型表現とし,

H = ∆(GLn) = {(g, g) ∈ H | g ∈ GLn}

とする. m = n + 1のとき, Gの尖点的保型形式の H 周期は, Jacquet, Piatetski-Shapiro,

ShalikaによるGの保型L函数の積分表示を使って表される. その結果, πがH-distinguished

であることと保型 L函数の中心特殊値 L(1/2, π1 × π2)が 0でないことが同値であること分か

る (詳しくは, [7]などを参照).

積分表示の理論が適用できない場合にも, 周期とL函数やリフティングを結び付ける研究結

果が知られているが, 証明は困難を伴う.

例 2. Eを代数体 F の二次拡大, H = U(V )をE上 n次非退化エルミート空間 V のユニタリ

群, G = ResE/FGLn を E 上の n次一般線形群の F へのWeilの係数制限とする. このとき,

ある V が存在して, Gの既約尖点的保型表現 πがU(V )-distinguishedであるための必要十分

条件は πがGLn(A)の既約尖点的保型表現からのベースチェンジリフトであることである (詳

しくは, [9]などを参照). ユニタリ周期の regularizationは Jacquet, Lapid, Rogawski [10, 11]

がより一般的設定で構成している. すなわち, 彼らは, G = ResE/FHE の関係にある場合に周

期積分の regularizationを構成している.

例 3. E を代数体 F の二次拡大, ϵE/F を A×/F× の E に対応する二次指標とする. H =

ResE/FGLn, H を F 上の n次一般線形群とするとき, FlickerとRallisは以下の例 2と対照的

な予想を提出した.

Flicker-Rallis予想 ([5, 6]). πがGの既約尖点的保型表現であるとき, 以下の二条件は同値

である:

• πは (H, ϵnE/F ◦ det)-distinguished;

• πはあるユニタリ群の既約尖点的保型表現の弱ベースチェンジリフトである.

2 一般線形群の保型スペクトラム

最初に, 一般線形群の保型スペクトラムや Eisenstein級数に関して, 必要最小限の次項を述

べる. G = GLnとおく. 以下のような一般線形群の離散スペクトラムの分類が知られている:

定理 2.1 (Moeglin–Waldspurger [14]). L2
disc(G)の既約部分表現 πに対して, nの約数 d (n =

dmとおく)とGmの既約尖点的保型表現 σの組が唯一つ存在して, P をGの (m, . . . ,m)型の

放物型部分群とするとき, πは誘導表現

Ind
G(A)
P (A)(σ| det |

(d−1)/2 ⊗ σ| det |(d−3)/2 ⊗ · · · ⊗ σ|det |(1−d)/2)

の唯一の既約商 Sp(σ, d)と同型である.
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つまり,

L2
disc(G) = ⊕m≥1, d≥1, md=n ⊕σ Sp(σ, d),

L2
res(G) = ⊕m≥1, d≥2, md=n ⊕σ Sp(σ, d).

離散スペクトラムや連続スペクトラムは, Eisenstein級数の理論により, Levi部分群の尖

点的スペクトラムから構成される. 詳しい結果は [14, 15]を参照されたい. zにより G∞ の

Lie環の複素化の包絡代数の中心を表す. P = MUを Gの放物型部分群とする. AP(G)を

U(A)P(F )\G(A)上の保型形式の空間, すなわち, U(A)P(F )で左不変な G(A)上の滑らか,

K-有限, z-有限な緩増加函数の空間とする. さらに,

A 1
P(G) = {ϕ ∈ AP(G) | ϕ(ag) = e⟨ρP,H(a)⟩ϕ(g) (a ∈ Z◦

M,∞, g ∈ G(A))},

A 2
P(G) =

{
ϕ ∈ A 1

P(G)

∣∣∣∣ ∫
Z◦
M,∞P(F )\G(A)

|ϕ(g)|2 dg <∞

}

とおく. ここで, e⟨ρP,HP (·)⟩ の平方は P(A)のモジュラスである. A c
P(G)を A 1

P(G)の尖点形

式の空間とする. M の保型表現 π に対して, A π
P (G)を任意の k ∈ Kに対して, 函数 m 7→

e−⟨ρP,H(m)⟩ϕ(mk)が πに属するような保型形式 ϕ ∈ AP(G)の空間とする. P = Gのとき, 添

え字Pは省くことにする. Pに含まれる任意の放物型部分群Q = LVに対して, ϕのQに添っ

ての定数項 ϕQは次の積分で定義される滑らか函数である:

ϕQ(g) =

∫
V(F )\V(A)

ϕ(vg) dv.

写像 ϕ 7→ ϕQは空間AP(G)を空間AQ(G)に写す.

ϕ ∈ A 2
P(G)と λ ∈ a∗P,Cに対して, 級数

E(g, ϕ, λ) =
∑

γ∈P(F )\G(F )

ϕ(γg)e⟨λ,H(γg)⟩

は λの実部が十分正ならば収束し, a∗P,C全体に解析接続される.

λ = (λ1, . . . , λd) ∈ Cdに対して,

IP (σ, λ) = Ind
G(A)
P (A)(σ| det |

λ1 ⊗ σ| det |λ2 ⊗ · · · ⊗ σ| det |λd)

を正規化された誘導表現とする. IP (σ, λ)の切断ϕλのEisenstein級数E(ϕλ)のΛd =
(
d−1
2 , . . . ,

1−d
2

)
での留数

E−1(φ) = lim
λ→Λd

d−1∏
j=1

(λj − λj+1 − 1)E(φλ)

は平方可積分な保型形式である. 写像 φ 7→ E−1(φ)はG(A)準同型

I(σ,Λd) → L2
disc(G(F )\G(A)1)

を与える. この準同型は Sp(σ, d)を経由し, Sp(σ, d)はこの像

{E−1(φ) | φ ∈ I(σ,Λd)}

に実現される (詳しくは Jacquetの論説 [8]を参照).
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3 内積とテンソル積L函数

保型形式 φが 0でないことを知りたければ, その周期PH(φ)が 0でないことを証明できれ

ば十分である. 特にG = H ×H のとき, f ⊗ f̄ ′のH 周期は, 内積

⟨f, f ′⟩ =
∫
H(F )\H(A)1

f(h)f ′(h) dh

であるから,中心指標を持つ平方可積分な保形型式 fが 0でないことはPH(f⊗ f̄) = ⟨f, f⟩ ̸= 0

と同値である.

G = GLn × GLn, H = GLn の場合を考えよう. これは例 1のm = nの場合である. こ

のときの周期はテンソル積 L函数と結び付き詳しく研究されている. 詳しくは, [13, 16]参照.

P = MU をH の (n− 1, 1)型の放物型部分群とし, P をH の第 n行が e = (0, 0, . . . , 0, 1)と

なる行列からなる部分群とする. S (An)を An上の Schwartz函数の空間とし, Φ ∈ S(An)に
対して, 積分

F (h,Φ; s) = | deth|s
∫
A×

Φ(eah)|a|ns d×a

は ℜs > 1
n で絶対収束する. 次の Eisenstein級数を考える:

E(h,Φ; s) =
∑

γ∈P(F )\H(F )

F (γh,Φ; s), h ∈ H(A).

この級数が ℜs > 1で絶対収束し, 全平面に有理型解析接続され, 適当な函数等式を満たし,

s = 1で一位の極を持つことは, フーリエ解析を使って初等的に証明できる. s = 1での留数は

定数
Φ̂(0)
n vol(F×\A1)である. f と f ′がH 上の尖点型式であるとき, 次の有理型函数の s = 1

での留数は
Φ̂(0)
n vol(F×\A1)⟨f, f ′⟩である:

I(s, f, f̄ ′,Φ) =

∫
H(F )\H(A)1

f(h)f ′(h)E(h,Φ; s) dh.

Hの上半三角行列からなる部分群をN と書く. F\Aの非自明な指標ψを固定しておき, N(A)
の指標 u 7→ ψ(u1,2 + · · ·+ un−1,n)も同じ記号で表す. πをH(A)の既約尖点的保型表現とす
る. f, f ′ ∈ πに対して, 次の等式が示される:

I(s, f, f̄ ′,Φ) = vol(F×\A1)

∫
N(A)\H(A)

Wψ(h, f)W ψ̄(h, f̄ ′)Φ(eh)|deth|s dh.

ここで,

Wψ(h, f) =

∫
N(F )\N(A)

f(uh)ψ(u) du,

W ψ̄(h, f ′) =

∫
N(F )\N(A)

f ′(uh)ψ(u) du.

さらに f , f ′, Φが分解するとき, すなわち

Wψ(h, f) =
∏
v

Wv(hv), W ψ̄(h, f ′) =
∏
v

W ′
v(hv), Φ(x) =

∏
v

Φv(xv)

であれば, 次の分解が成り立つ:

I(s, f, f̄ ′,Φ) = vol(F×\A1)
∏
v

I(s,Wv,W
′
v,Φv).
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局所積分を以下のように定義した:

I(s,Wv,W
′
v,Φv) =

∫
Nv\Hv

Wv(h)W
′
v(h)Φv(eh)| deth|s dh.

Wv, W
′
v, Φv が不分岐であれば,

I(s,Wv,W
′
v,Φv) = L(s, πv × π∨v ).

従って, Sを十分大きい F の素点の有限集合とすれば,

I(s, f, f̄ ′,Φ) = vol(F×\A1)LS(s, π × π∨)
∏
v/∈S

I(s,Wv,W
′
v,Φv). (1)

左辺は s = 1で一位の極と留数 Φ̂(0)
n vol(F×\A1)⟨f, f ′⟩を持つ. 従って, 次の事実が分かった.

定理 3.1 (Jacquet-Shalika [13]). 既約尖点的保型表現 πのテンソル積L函数LS(s, π×π∨)は

s = 1で一位の極を持つ.

H ′ = GLn−1を埋め込み h 7→

(
h

1

)
によりH の部分群と見做し, N ′ = N ∩H ′とおく.

局所成分 πv ⊗ π∨v の内積は, 絶対収束する積分

βv(Wv,W
′
v) =

∫
N ′

v\H′
v

Wv(h)W
′
v(h) dh

により定義できる. (1)の両辺の留数を比べて, 二つの内積 ⟨ , ⟩と
∏
v βvの関係式が得られる:

⟨f, f ′⟩ = nRess=1L
S(s, π × π∨)

∏
v

βv(Wv,W
′
v).

注意 3.2. 局所線形形式 βv はH ′
v 上で積分しただけなので, 単にPv 不変としか思えないが,

実はHv 不変である (詳しい説明は [3, 4]を参照).

4 浅井L函数の積分表示

以下では, 例 3の周期を考える. すなわち, E/F を二次拡大とし, G = ResE/FGLnとその

部分群H = GLn/F . E = F × F とすれば, G = GLn ×GLn, H は対角部分群であるから, 例

3の周期は内積周期の捩れ版と考えられる. 3節に現れたテンソル積 L函数の捩れ版は, 浅井

L函数と呼ばれ, その積分表示は Flicker により発見研究された.

Jacquetと Shalikaの研究 [13]に倣って, 以下の周期を考える. H 上の尖点型式 φに対して,

積分

I(s, φ,Φ) =

∫
H(F )\H(A)1

φ(h)E(h,Φ; s) dh

は E(h,Φ; s)が正則な点で絶対収束し, sの有理型函数である. この有理型函数の s = 1での

留数は
Φ̂(0)
n vol(F×\A1)PH(φ)である.

F へのトレースが 0となる元 δ ∈ E×を固定し, N(AE)の指標 ψE を

ψE(u) = ψ(TrE/F (δ(u1,2 + · · ·+ un−1,n)))
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により定義する. ψE(u) = ψ(v) = 1 (u ∈ E, v ∈ N(A))であることに注意する. Gの保型形

式 f に対して,

WψE (g, f) =

∫
N(E)\N(AE)

f(ug)ψE(u) du

とおく. πをG(A)の既約尖点的保型表現とする. 尖点型式 φ ∈ πに対して, 次の等式が示さ

れる:

I(s, φ,Φ) = vol(F×\A1)

∫
N(A)\H(A)

WψE (h, φ)Φ(eh)| deth|s dh

(詳しい証明は, [5]を参照). さらに

WψE (h, φ) =
∏
v

Wv(hv), Φ(x) =
∏
v

Φv(xv)

と分解できるとする. 局所積分を

I(s,Wv,Φv) =

∫
Nv\Hv

Wv(h)Φv(eh)| deth|s dh

のように定義するとき, 次の分解を得る:

I(s, φ,Φ) = vol(F×\A1)
∏
v

I(s,Wv,Φv) = vol(F×\A1)LS(s,As, π)
∏
v/∈S

I(s,Wv,Φv).

πがH-distinguishedならば, 左辺は s = 1で一位の極を持ち, 留数は

Φ̂(0)

n
vol(F×\A1)PH(φ)

で与えられる. 以上より以下の事実が分かる:

定理 4.1 (Flicker [5, Theorem 4]). 既約尖点的保型表現 πの浅井 L函数 L(s,As, π)は全平面

に有理型解析接続され, s = 1で高々一位の極を持つ. πがH-distinguishedであるためには,

浅井 L函数が s = 1で極を持つことが必要かつ十分である.

全ての素点で, 次の積分

βv(Wv) =

∫
N ′

v\H′
v

Wv(h) dh

は絶対収束する. 両辺の留数を比べて, 次の周期の分解

PH(φ) = nRess=1L
S(s,As, π)

∏
v

βv(Wv)

を得る (詳しくは [16]参照).

5 Jacquet, Lapid, Rogawskiの理論

周期積分はアイゼンシュタイン級数などの保型形式に対しては一般に収束しないので, 発散

する積分をどのように意味付けるかが問題になる. そこで Jacquet, Lapid, Rogawski [10, 11]

による周期積分を regularizeする方法を紹介する. 以下で用いられる記号については [10]や

[1, 2]を参照して欲しい.
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十分正な截頭パラメータ T を固定すると, Arthurの截頭作用素は, G(F )\G(A)上の滑らか
函数 φに対して, 以下のように定義される:

ΛTφ(g) =
∑
P

(−1)dim aP
∑

γ∈P(F )\G(F )

φP(γg)τ̂P(H(γg)− T )

([2]参照). ここで, Pは Gの全ての標準的放物型部分群を渡る. [2]の補題 1.4より ΛTφは

G(F )\G(A)上の急減少函数であるから, 積分∫
H(F )\H(A)

ΛTφ(h) dh

は収束する. しかし, この積分の計算は困難なので, 次のような混合截頭作用素を用いる:

ΛTmφ(g) =
∑
P

(−1)dim aP
∑

γ∈P (F )\H(F )

φP(γg)τ̂P (H(γg)− T ).

ここで, P はH の全ての標準的放物型部分群を渡り, PはP∩H = P を満足するGの標準的

放物型部分群である (この対応によりH の放物型部分群とGの放物型部分群は一対一に対応

する). φが保型形式なら, ΛTmφはH(F )\H(A)上急減少であり, 積分
∫
H(F )\H(A) Λ

T
mφ(h) dh

は絶対収束し, 指数多項式になる. すなわち, 多項式 pλが存在して,∫
H(F )\H(A)

ΛTmφ(h) dh =
∑
λ

pλ(T )e
⟨λ,T ⟩

が成り立つ. この定数項 p0(0)こそが, 保型型式 φの regularized周期であり, ΠH(φ)と書く.

積分が収束するときは, ΠH(φ) = PH(φ)が成り立ち, regularized周期は周期積分の自然な拡

張であることが分かる.

Hmの標準的放物型部分群はm = m1 + · · ·+mrとなる自然数の組 (m1, . . . ,mr)と一対一

に対応する. 組 (m1, . . . ,mr)に対応するHm の標準的放物型部分群は, 対角ブロックのサイ

ズがm1, . . . ,mr の非退化上半ブロック三角行列からなり, (m1, . . . ,mr)型の放物型部分群と

呼ぶ.

尖点的スペクトラムからの誘導表現のEisenstein級数の regularized周期は, Jacquet, Lapid,

Rogawski [10]により計算されている.

定理 5.1 (Jacquet-Lapid-Rogawski [10]). ϕ ∈ A c
P(G)とする.

(1) P が
(
n
2 ,

n
2

)
型でない限り, 有理型函数PH(E(ϕ, λ))は 0である.

(2) P が
(
n
2 ,

n
2

)
型であれば, sの実部が十分大きいとき,

PH(E(ϕ, s)) =

∫
Hη(A)\H(A)

∫
GLm(E)\GLm(AE)1

ϕ

(
η

(
a

ā

)
h

)
e⟨s,H(ηh)⟩ da dh.

ここで,

m =
n

2
, η =

(
1m δ1m

1m −δ1m

)
, Hη(A) = {η−1diag[a, ā]η | a ∈ GLm(AE)}.

この公式は離散スペクトラムからの Eisenstein級数にそのまま拡張される.

定理 5.2. ϕ ∈ A 2
P(G)とする.

(1) P が
(
n
2 ,

n
2

)
型でない限り, 有理型函数PH(E(ϕ, λ))は 0である.

(2) P が
(
n
2 ,

n
2

)
型であれば, sの実部が十分大きいとき,

PH(E(ϕ, s)) =

∫
Hη(A)\H(A)

∫
GLm(E)\GLm(AE)1

ϕ

(
η

(
a

ā

)
h

)
e⟨s,H(ηh)⟩ da dh.
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6 Flicker理論+Jacquet-Lapid-Rogawski理論

Flickerの積分表示の理論 [5]と Jacquet, Lapid, Rogawskiの regularized周期の理論 [10]に

倣い, 次の積分 ∫
H(F )\H(A)1

ΛTmφ(h)E(h,Φ; s) dh

を考える. この積分はH上の任意の保型型式φに対して絶対収束し, sに関する有理型函数, T

の指数多項式になる. その定数項を φ⊗ E(Φ; s)の regularized周期と呼び, ΠH(φ⊗ E(Φ; s))

と書く. この有理型函数の s = 1での留数は Φ̂(0)
n vol(F×\A1)ΠH(φ)である. 以上の設定で, 4

節の尖点形式の積分表示の理論が, 一般の保型形式に一般化することができる.

定理 6.1. 任意の保型形式 φ ∈ A (G)に対して, 有理型函数の等式

ΠH(φ⊗ E(Φ; s)) = vol(F×\A1)

∫
N(A)\H(A)

WψE (h, φ)Φ(eh)| deth|s dh

が成り立つ.

注意 6.2. Wψ(φ)が恒等的に 0であれば, regularized周期もΠH(φ⊗E(Φ; s))も恒等的に 0に

なる. つまり, 生成的な保型表現までしか積分表示の理論を拡張することはできなかった. 尖

点的スペクトラムL2
cusp(G)は, 生成的保型表現からなり, 非生成的保型表現の周期の性質を理

解したかったので, 少々残念な結果であった.

この結果を利用して, Eisenstein級数の regularized周期の定理 5.1とは違った公式を与える

ことができる.

系 6.3. nが偶数であるとし, m = n
2 とおく. σ を GLm(AE)の既約尖点的保型表現とし,

π = σ ⊗ σ̄∨をGの (m,m)型の放物型部分群Pの Levi部分群の表現と見做す. ϕ ∈ A π
Q(G)

に対して, 分解WψE (g,E(ϕ, λ)) =
∏
vW(gv, λ)が成り立つとき, 周期積分の以下の分解が成

り立つ:

PH(E(ϕ, λ)) = nRess=1L
S(s, σ × σ∨)

LS(1− λ, σ∨,As)

LS(1 + λ, σ,As⊗ ϵE/F )

∏
v∈S

βv(Wv(λ)).

7 GLn(E)の離散スペクトラムのGLn(F )周期

G(A) = GLn(AE)の保型形式のH周期は内積周期の捩れ版と見做されたことから容易に推

測されるように, 離散スペクトラムのH周期は絶対収束する. 先に述べたように一般線形群の

離散スペクトラムの分類が知られているので, 離散スペクトラムのH 周期を具体的に計算す

ることができる.

(G ×H,H)の regularized周期の理論の応用として, このH 周期の帰納的明示公式を与え

る. 0 ≤ i ≤ mに対して, Hmの部分群を以下で定義する:

P(i)
m =

{(
h y

u

) ∣∣∣∣ h ∈ Hm−i, u ∈ Ni, y ∈ Mm−i,i

}
.

54



定理 7.1. n = dm, σ0をGm(A)の既約尖点的保型表現とする. P ′を (n−m,m)型の放物型

部分群とする. φ ∈ Sp(σ0, d)に対して, 次の公式が成り立つ:

PH(φ) = vP ′

∫
P

(n−m)
n−1 (A)\H′(A)

PψE (h, φP′) dh.

ここで,

PψE (g, φP′) =

∫
Hn−m(F )\Hn−m(A)1

∫
Nm(E)\Nm(AE)

φP′

((
h

v

)
g

)
ψE(v) dvdh.

注意 7.2. (1) e⟨ρP−Λd,H(a)⟩ = δ
P

(n−m)
n−1

(a) (a ∈ P
(n−m)
n−1 (A))なので, 上の積分は意味を成す.

(2) 全く同様にして, 連続スペクトラムの regularized周期の帰納的公式を得ることができる.

定理 7.1を使って, 次の系を証明することができる.

系 7.3. Sp(σ0, d)がH-distinguishedであるための必要十分条件は σ0がHm-distinguishedで

あることである.
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