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本稿は, 筆者が 2013年 8月 8日に第 8回福岡数論研究集会で行った講演 “A pro-l version of

the congruence subgroup problem of genus one”の内容をまとめたものである. §1では写像
類群に関する合同部分群問題についての解説, §2では写像類群に関する合同部分群問題のある
副 l版について筆者が星裕一郎氏との共同研究で得た結果の紹介, §3では §2で紹介した結果
の証明の概略が与えられている.

§1で簡単に述べた数論的部分群に対する合同部分群問題に関するより一般的な解説につい
ては [15]等を参考にしていただきたい. また, §2と §3で行われた議論の詳細については [9]を

参照.

記号と用語

本原稿では, Zを有理整数環, Qを有理数体, QをQの代数閉包, GQ := Gal(Q/Q)とし, 環

Rに対し, R×でRの乗法群を表すものとする.

1 写像類群に関する合同部分群問題

この §では, 写像類群に関する合同部分群問題について復習する. 以下, 本稿を通して, (g, r)

を非負整数の組で 3g − 3 + r > 0を満たすもの, Xg,r を (g, r)型の Riemann面, つまり, 種数

gの閉Riemann面X cpt
g,r から濃度 rの集合 ∂Xg,rを除いて得られるRiemann面 (下図を参照),

∆d
g,rをXg,rの (適当な起点に関する)位相的基本群, Mg,rを (順序づけられた) r点付き種数 g

の閉 Riemann面のモジュライ空間, Γ d
g,r をMg,r の (適当な起点に関する)軌道体としての基

本群, ∆g,rおよび Γg,rをそれぞれ∆d
g,rおよび Γ d

g,rの副有限完備化
1とする. Γ d

g,rは (g, r)型の

(純な)写像類群{
σ : X cpt

g,r → X cpt
g,r

∣∣∣∣∣ σは向きを保つ可微分同形で

∂Xg,rを保ち, σ|∂Xg,r = id∂Xg,r

}
/アイソトピー同値

と同形になることが知られている (例えば [6, 12.5.3]等を参照).

1群 Gに対して, Gの副有限完備化とは,
lim←−
N

G/N

(ここで, N は, Gの指数有限正規部分群を走る)で定義される群である.
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(g, r)型のRiemann面

× ×

• • • •︸ ︷︷ ︸
g

• • • • • • •

︷ ︸︸ ︷r

Γ d
g,rは以下のようにして∆d

g,rの外部自己同形群に埋め込める: r+ 1番目の点を忘れること

で定まる射Mg,r+1 → Mg,rは (g, r)型のRiemann面の族を定め, ホモトピー完全系列

1 // ∆d
g,r

// Γ d
g,r+1

// Γ d
g,r

// 1

を誘導する. この完全列より, Γ d
g,rの外表現

ρdunig,r : Γ d
g,r −→ Out(∆d

g,r) := Aut(∆d
g,r)/ Inn(∆

d
g,r)

が得られる. ρdunig,r は単射なので (例えば [6, Theorem 8.8] 等を参照), ρdunig,r により Γ d
g,r を

Out(∆d
g,r)の部分群と見なすことができる.

例 1.1. (g, r) = (1, 1)の場合を考える. よく知られているように, Γ d
1,1は Z係数の 2次特殊線

形群 SL2(Z)と同一視できる. 一方, GL2(Z)を Z係数の 2次一般線形群とすると, 階数 2の自

由群∆d
1,1のアーベル化を考えることで得られる準同形

Out(∆d
1,1) −→ Aut(Z⊕ Z) ≃ GL2(Z)

は同形になり (例えば [3, Section 5.3]等を参照), その同形の下, ρdunig,r (Γ d
g,r) ⊆ Out(∆d

g,r)は

SL2(Z) ⊆ GL2(Z)と同一視できる. つまり, ρduni1,1 の単射性は, SL2(Z)がGL2(Z)の部分群で
あるという事実を基本群の言葉で言い換えものと見なせる.

SLn(Z)に関する合同部分群問題とは以下の問題であった.

問題 1.2 (SLn(Z)に関する合同部分群問題). nを 2以上の整数とする. このとき, SLn(Z)
の任意の指数有限部分群は, SLn(Z)のある主合同部分群2を含むか? 言い換えると, 包含関係

2SLn(Z)の主合同部分群とは, ある正の整数 N が存在して

{A ∈ SL2(Z) |Aは N を法として単位行列と合同 }

と表せる群である.
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SLn(Z) ⊆ GLn(Z)の誘導する副有限群3の準同形4

ρn : (SLn(Z))∧ −→ GLn(Ẑ)

は単射になるか? (ここで, (SLn(Z))∧と Ẑはそれぞれ SLn(Z)と Zの副有限完備化を表す.)

問題 1.2は n = 2のときは否定的であることが 19世紀には知られており ([12, 7]), n ≥ 3

のときは肯定的に解決されている ([2, 14]). この §の主題である写像類群に関する合同部分
群問題とは, 問題 1.2における SLn(Z), GLn, Zをそれぞれ, Γ d

g,r, Out, ∆d
g,r で置き換えたも

のと言うことができる.

問題 1.3 ((g, r)型の写像類群に関する合同部分群問題 (以下 (CSP)g,rと略記)). (g, r)を非負

整数の組で 3g − 3 + r > 0を満たすものとする.このとき, 単射

ρdunig,r : Γ d
g,r −→ Out(∆d

g,r)

の誘導する副有限群の準同形5

ρunivg,r : Γg,r −→ Out(∆g,r)

は単射になるか?

(CSP)g,rに関しては以下の結果が知られている.

定理 1.4 ([1, Theorem 2, 3A, 5], [4, Theorem 3.5, Lemma 3.6]6). (g, r)を非負整数の組で

3g − 3 + r > 0を満たすものとする. このとき, 以下が成り立つ:

(1) (CSP)g,rが成立するためには, (CSP)g,r+1が成立することが必要十分である.

(2) g ≤ 2ならば (CSP)g,rは成立.

注意 1.5. 例 1.1で述べたように, GL2(Z)とOut(∆d
1,1)の間には標準的な同形があり, この同

形の下, 単射 ρduni1,1 は包含関係 SL2(Z) ⊆ GL2(Z)に他ならない. そのため,

ρ2 : (SL2(Z))∧ −→ GL2(Ẑ)

と

ρuniv1,1 : Γ1,1 ≃ (SL2(Z))∧ −→ Out(∆1,1)

は群の包含関係 SL2(Z) ⊆ GL2(Z)を, それぞれ線形群または自由群の外部自己同形群におけ

る包含関係と見なして, その副有限類似を考えたものと言うことができる. このように同一の

起源をもつ ρ2と ρuniv1,1 であるが, 問題 1.2は n = 2のときは否定的であることから ρ2は単射

ではなく, 一方, 定理 1.4の (2)より ρuniv1,1 は単射になっているなどその性質は大きく異なる.

この違いは, 離散群と副有限群及び線形群と自由群の性質の違いを表しているように思える7.

3有限群の射影極限と同形な群を副有限群という. 射影系をなしている各有限群には離散位相を, そしてその射
影極限には各有限群の離散位相から定まる直積位相の制限位相を導入することによって, 副有限群は自然に位相群
と考えられる.

4副有限群の準同形とは, 副有限群の間の位相群としての準同形である.
5∆g,rが位相的有限生成であることから, Aut(∆g,r)はコンパクト開位相により副有限群となり,特に, Out(∆g,r)

も副有限群となる.
6[4, Theorem 3.5, Lemma 3.6]には仮定として r > 0がついているが, 組み合わせ論的カスプ化 ([10, Theorem

B])を用いることで, r = 0のときも正しいことがわかる.
7実際, ρuniv1,1 の単射性が副有限自由群の中心自明性に帰着されるのに対し, ρ2 が単射にならない理由の一つと

して副有限自由群の中心自明性が挙げられる.
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2 写像類群に関する合同部分群問題の副 l版

この §では, 写像類群に関する合同部分群問題のある副 l版を定式化し, それについて筆者が

星裕一郎氏との共同研究で得た結果を紹介する. 以下, lを素数, Zlを l進整数環, ∆l
g,rを∆g,r

の最大副 l商8とする. すると, 最大副 l商の全射∆g,r ↠ ∆l
g,rは副有限群の準同形

Out(∆g,r) −→ Out(∆l
g,r)

を誘導する. この準同形と

ρunivg,r : Γg,r −→ Out(∆g,r)

を合成することで, Γg,rの副 l外表現

ρpuni-lg,r : Γg,r −→ Out(∆l
g,r)

が得られる. 以下, Γ geo-l
g,r で ρpuni-lg,r の像を表すものとする. §1で述べた (CSP)g,rは, ρunivg,r の像

と Γg,rは標準的に同形かということを問題にしていたが, 一方, Γg,rと Γ geo-l
g,r はその群論的性

質の違いから, 同形になることは期待できない. [9]の主結果は, 全射 ρpuni-lg,r : Γg,r ↠ Γ geo-l
g,r が

Γg,rのどのような商になるかについて考察し, [8]においてRichard Hain氏と松本眞氏によっ

て導入された写像類群の相対副 l完備化と比較した, というものである.

まず, 写像類群の相対副 l完備化の定義について復習する. Mg,r[l]をレベル lの Jacobi構

造9と (順序づけられた) r点付き種数 gの閉 Riemann面のモジュライ空間とする. Jacobi構

造を忘れることで定まる射Mg,r[l] → Mg,rはMg,rのGalois被覆になり, そのGalois群は Z/l
係数の 2g次斜交群 Sp2g(Z/l)と同形である. Γg,r[l]をMg,r[l]の軌道体としての基本群の副有

限完備化, (Γg,r[l])
l を Γg,r[l]の最大副 l商とする. Mg,r[l]がMg,r の有限次被覆であることか

ら, Γg,r[l]は Γg,r の開部分群と見なすことができ, Mg,r[l]がMg,r 上 Galoisであることから,

ker(Γg,r[l] ↠ (Γg,r[l])
l)は Γg,rの正規閉部分群となる. Γg,rの商群

Γ rel-l
g,r := Γg,r/ ker(Γg,r[l] ↠ (Γg,r[l])

l)

を写像類群の相対副 l完備化という.

8副有限群 Gに対して, Gの最大副 l商とは,

lim←−
N

G/N

(ここで, N は, 商群 G/N の位数の任意の素因子が lの Gの正規開部分群を走る)で定義される群である.
9nを正の整数, X を種数 g の閉 Riemann面,

qX : H1(X ,Z/n)⊗H1(X ,Z/n) −→ H2(X ,Z/n)

を Z/n係数の特異コホモロジーのカップ積から定まるH1(X ,Z/n)上の斜交形式とする. X のレベルnの Jacobi
構造とは, 同形

H1(X ,Z/n) −̃→ (Z/n)2g

で図式

H1(X ,Z/n)⊗H1(X ,Z/n)
qX //

≀
��

H2(X ,Z/n)

≀

��
(Z/n)2g ⊗ (Z/n)2g

q // Z/n

が可換になるものである (上の図で, 右の射は (Z/n)× の差を除いて定まる標準的な同形で, 下の射は (Z/n)2g の
標準的な斜交形式を表す).
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Γ rel-l
g,r の定義より, 副 l外表現

ρpuni-lg,r : Γg,r −→ Out(∆l
g,r)

が Γ rel-l
g,r を経由することが確認できる (例えば [8, Proposition 3.1]等を参照). このことから得

られる副 l外表現を

ρuni-lg,r : Γ rel-l
g,r −→ Out(∆l

g,r)

で表す. 現状において, ρpuni-lg,r が経由する Γg,r の商群は (Γg,r と Γ geo-l
g,r を除いて) Γ rel-l

g,r しか知

られていないようである. そこで, 筆者と星裕一郎氏は, 以下の問題を (CSP)g,r の副 l類似と

して考えた.

問題 2.1 (写像類群に関する合同部分群問題の副 l版 (以下 (CSP)lg,rと略記)). (g, r)を非負整

数の組で 3g − 3 + r > 0を満たすものとする. このとき, 副有限群の準同形

ρuni-lg,r : Γ rel-l
g,r −→ Out(∆l

g,r)

は単射か?

注意 2.2. Q上の射影直線引く 3点 P1
Q \ {0, 1,∞}を考える. 代数的基本群のホモトピー完全

系列

GQ

1 // π1(P1
Q \ {0, 1,∞}) // π1(P1

Q \ {0, 1,∞}) // π1(Spec(Q)) // 1

と比較定理から得られる標準的な全射 π1(P1
Q \ {0, 1,∞}) ↠ ∆l

0,3より, 副 l外Galois作用

ρltrp : GQ −→ Out(∆l
0,3)

が得られる. 伊原康隆氏は ker(ρltrp)の固定体 Ω(l) := (Q)ker(ρ
l
trp)が, Q(ζl)の lと素な有限素

点で不分岐な最大副 l拡大 Λ(l)10に含まれることを指摘し, 等号 Ω(l) = Λ(l)の正否を問題と

して提出した ([11, Lecture I, §2]). Γg,rをGQ, Mg,r[l]をQ(ζl)と対比させることで, (CSP)lg,r
は伊原の問題の幾何学的類似を考えたものと見なすことができる.

(CSP)lg,rについて, 以下の結果が知られていた.

定理 2.3 ([1, Remark following the proof of Theorem 1]). rを 4以上の整数とする. このと

き, (CSP)l0,rが成立.

また, 組み合わせ論的カスプ化 ([10, Theorem B])により, (CSP)g,r と同様にして以下のこ

とがわかる.

命題 2.4 ([9, Proposition 1.3]). (CSP)lg,rが成立するためには, (CSP)lg,r+1が成立することが

必要十分である.

星裕一郎氏との共同研究で得られた主結果は以下の定理である.

10Christopher Rasmussen氏は Ω(l), Λ(l)に対しそれぞれ山(l), 天(l)という記号を用いている.
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定理 2.5 ([9, Theorem A]). rを正の整数とする. このとき, 以下が成り立つ:

(1) (CSP)21,rは成立.

(2) l /∈ {2, 3, 5, 7}ならば (CSP)l1,rは不成立.

定理 2.5の (1)は朝田衛氏による (CSP)1,rの証明がこの場合にも機能することから従う. §3
では定理 2.5の (2)の証明の概略を与える.

注意 2.6. 注意 2.2で, (CSP)lg,r は伊原の問題の幾何学的類似と見なせると述べた. 伊原の

問題は, l が正則奇素数であるという条件 (数論的条件)の下, 肯定的に解決されている ([17,

Theroem 1.1]と [5]を参照)が, それ以外の素数に関して知られている結果はないようである.

一方, (CSP)l1,1がほとんどの lに関して否定的であることは, 定理 2.5の証明 (§3を参照)を見

るに, ある性質を持つAbel多様体 (幾何的対象)が少ないことの帰結である. これらの事実は

伊原の問題と (CSP)lg,rの設定されている世界の違いをよく表しているように思える.

3 主結果の証明の概略

この §では, 定理 2.5の (2)の証明の概略を与える. 記号を §2のとおりとする. 証明の方

針は,

Γ rel-l
1,r と Γ geo-l

1,r に備わっている自然な外Galois作用を比較する

というものである. 以下, lは 11以上とし, Mg,rをQ上の (順序づけられた) r点付き種数 gの

非特異固有曲線のモジュライスタックとする. このとき, 代数的基本群のホモトピー完全系列

GQ

1 // π1(Mg,r ⊗Q Q) // π1(Mg,r) // π1(Spec(Q)) // 1

と比較定理から得られる同形 π1(Mg,r ⊗Q Q) ≃ Γg,rより, 外Galois作用

ρg,r : GQ −→ Out(Γg,r)

が得られる. ここで, Γg,rの正規閉部分群 ker(Γg,r ↠ Γ rel-l
g,r )と ker(Γg,r ↠ Γ geo-l

g,r )が π1(Mg,r)

の正規閉部分群になることに注意すると, 外Galois作用

ρg,r : GQ −→ Out(Γg,r)

は二つの外Galois作用

ρrel-lg,r : GQ −→ Out(Γ rel-l
g,r ), ρgeo-lg,r : GQ −→ Out(Γ geo-l

g,r )

を誘導することがわかり, 全射 Γ rel-l
g,r ↠ Γ geo-l

g,r より, 包含関係

ker(ρrel-lg,r ) ⊆ ker(ρgeo-lg,r )

が成立する. 上の議論と命題 2.4より, 定理 2.5の (2)を示すには

包含関係 ker(ρrel-l1,1 ) ⊆ ker(ρgeo-l1,1 )から誘導される全射 ρrel-l1,1 (GQ) ↠ ρgeo-l1,1 (GQ)は同形

にならない
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ことを示せばよいことがわかった. これを示すには, ρrel-l1,1 (GQ)と ρgeo-l1,1 (GQ)の群としての性

質をみる必要がある. ρgeo-l1,1 (GQ)に関して, 織田の問題の肯定的解決 ([18, Theorem 0.5, (2)]

を参照)より, 以下の命題が従う.

命題 3.1. (g, r)を非負整数の組で 3g − 3 + r > 0を満たすものとする. このとき, 可換図式

GQ
ρltrp //

ρgeo-lg,r $$H
HH

HH
HH

HH
ρltrp(GQ)

��

ρgeo-lg,r (GQ)

が存在する (ρltrpに関しては注意 2.2を参照).

注意 2.2に述べたように, ρltrp(GQ(ζl))は副 l群11となる. 従って, 命題 3.1より, 定理 2.5の

(2)を示すには

ρrel-l1,1 (GQ(ζl))は副 l群ではない

ことを示せばよいことがわかった. これを示すために, いくつか準備をする. Y (l)をQ(ζl)上

の Γ (l)構造付きの楕円曲線のモジュラー曲線, Y1(l)をQ上の Γ1(l)構造付きの楕円曲線のモ

ジュラー曲線, Y0(l)をQ上の Γ0(l)構造付きの楕円曲線のモジュラー曲線とし, J0(l)を Y0(l)

の非特異コンパクト化の Jacobi多様体, J1(l)を Y1(l)の非特異コンパクト化の Jacobi多様体

とし, 代数多様体Xに対し, ∆l
X でXの幾何学的基本群の最大副 l商, Π l

X でXの代数的基本

群の幾何学的基本群からその最大副 l商への全射の核による商を表すものとする. すると, 注

意 2.2の ρltrpと同様に, 副 l外Galois作用

ρlY (l) : GQ(ζl) := Gal(Q/Q(ζl)) −→ Out(∆l
Y (l)), ρlY0(l)

: GQ −→ Out(∆l
Y0(l)

)

と l進Galois表現12

ρlJ1(l) : GQ −→ Aut(Tl(J1(l))), ρlJ0(l) : GQ −→ Aut(Tl(J0(l)))

が定義される. このとき, 以下の命題が成り立つ.

命題 3.2 ([9, Lemma 3.4, Proposition 4.2]). 包含関係

ker(ρrel-l1,1 ) ⊆ ker(ρlY (l)) ⊆ ker(ρlY0(l)
) ⊆ ker(ρlJ0(l)), ker(ρlY (l)) ⊆ ker(ρlY1(l)

) ⊆ ker(ρlJ1(l))

が成立する.

証明. 三つ目の包含関係は, 代数曲線とその Jacobi多様体の関係により標準的な全射∆l
Y0(l)

↠
∆l

J0(l)
= Tl(J0(l)) が存在することから直ちに従う. 次に, 二つ目の包含関係は, 包含関係

Γ (l) ⊆ Γ0(l)の誘導する非定数射 Y (l)⊗Q(ζl) Q → Y0(l)⊗Q Qの存在と, ∆l
Y (l)と∆l

Y0(l)
の全

ての開部分群が中心自明であることから従う. 四つ目と五つ目の包含関係は, それぞれ二つ目
と三つ目の包含関係と同様の議論から従う. 最後に, 一つ目の包含関係を示す. ker(ρlY0(l)

)が

11位数のすべての素因子が l である有限群を l群と呼び, l 群の射影極限と同型な群を副 l群と呼ぶ. 定義から,
副 l群は副有限群である.

12Abel多様体 Aに対し, ∆l
A は Aの l進 Tate加群 Tl(A)と (Galois作用込みで)同形になることに注意.
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GQ(ζl)に含まれることに注意しよう. Y (l)に付随する複素多様体がM1,1[l]と同一視できるこ

とに注意すると, 副有限群の可換図式

1

��

1

��
1 // ∆l

Y (l)

��

// Γ rel-l
1,1

��

// SL2(Z/l) // 1

1 // Π l
Y (l)

//

��

π1(M1,1 ⊗Q Q(ζl))/ ker(π1(M1,1 ⊗Q Q) ↠ Γ rel-l
1,1 )

��

// SL2(Z/l) // 1

GQ(ζl)

��

GQ(ζl)

��
1 1

(ただし, 水平な列と垂直の列は完全系列)を得る. 一段目の行が定める外表現を

φSL : SL2(Z/l) −→ Out(∆l
Y (l))

とすると, (1, 1)型の写像類群の中心に含まれる超楕円対合を考えることでφSLがZ/l係数の 2

次射影特殊線形群PSL2(Z/l)を経由することがわかる. 今, l > 3であることから, PSL2(Z/l)
は単純群であり, 特に im(φ)の中心は自明である. 一方, 上の可換図式と外Galois作用の定義

より, ρlY (l)(ker(ρ
rel-l
1,1 ))は im(φ)の中心に含まれることがわかり, 一つ目の包含関係が示され

た.

命題 3.2より, 定理 2.5の (2)は以下の定理から直ちに従う.

定理 3.3 ([9, Theorem 3.13]). l /∈ {2, 3, 5, 7}とする. このとき, 以下が成り立つ:

(1) l ̸= 13ならば ρlJ0(l)(GQ(ζl))は副 l群でない.

(2) ρlJ1(l)(GQ(ζl))は副 l群でない.

証明. まず, 包含関係 Γ1(l) ⊆ Γ0(l)の誘導する非定数射 Y1(l) → Y0(l)の存在から, l ̸= 13の

場合において

(1) =⇒ (2)

となることがわかる. よって, 定理 3.3を示すには, (1)と ρ13J1(1)(GQ(ζ13))が副 13群でないこと

を示せば十分である. 以下, V0 := Tl(J0(l)) ⊗Zl
Z/lとし, ρlJ0(l)と Aut(Tl(J0(l))) → Aut(V0)

の合成を ρlで表す.

(1)を示す. l /∈ {2, 3, 5, 7, 13}とする. T ⊆ End(J0(l))を Hecke環とし, ρlJ0(l)(GQ(ζl)) ⊆
Aut(Tl(J0(l)))が副 l群であることを仮定する. すると, ρl(GQ(ζl))は l群であり, V0が Z/l上
の非自明な線形空間であることから (ここで l /∈ {2, 3, 5, 7, 13}であることを使った), 簡単な線

形代数により, 指標 χ : GQ → (Z/l)×で

V χ
0 := {v ∈ V0 | ρl(g) · v = χ(g) · v (∀g ∈ GQ)}

が非自明になるものが存在する. Tの J0(l)への作用は Q上定義されているので, Tの V0 へ

の作用は ρl の像と可換であり, 特に, V χ
0 ⊆ Tl(J0(l))は Tの作用で安定であることがわかる.

W ⊆ V χ
0 を V χ

0 の T加群としてのある Jordan-Hölder部分商とする. ここで, V χ
0 の定義よ
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り, V χ
0 の T加群としての Jordan-Hölderフィルトレーションは, T[GQ]加群としての Jordan-

Hölderフィルトレーションであることに注意. W は単純 T加群なので, TのW への作用の零

化部分mは Tの極大イデアルであり, W は T/m上の 1次元線形空間となる. このことと, W

が V χ
0 の T[GQ]加群としての Jordan-Hölder部分商であることから, [13, p.113, Proposition

14.1]より, mは Eisenstein的であることがわかる. 従って, [13, p.96, Proposition 9.7]より,

T/mの標数は lと互いに素となり, Tl(J0(l))が Z/l上の線形空間であることに矛盾. よって,

(1)が示された.

最後に, ρ13J1(1)(GQ(ζ13))が副 13群でないことを示す. χ13 : GQ → (Z/13)×を法 13円分指標

とし, ρ13J1(13)(GQ(ζ13)) ⊆ Aut(T13(J1(13)))が副 13群であることを仮定する. すると, 簡単な線

形代数により, 二つの整数 i1, i2 ∈ Zで, 任意の g ∈ GQに対し, ρ13J1(13)(g) ∈ Aut(T13(J1(13)))

のトレースが 13を法として

(χ13(g))
i1 + (χ13(g))

i2

と一致するものが存在する. 特に, Frob3,Frob29 ∈ GQをそれぞれ 3と 29の数論的 Frobenius

元とすると, 類体論から, ρ13J1(13)(Frob3)と ρ13J1(13)(Frob29)のトレースが 13を法として一致す

ることがわかる. さらに, Lefschetzの跡公式を用いると,

1− (Y1(13)の非特異コンパクト化の法 3還元の Z/3有理点の個数) + 3

と

1− (Y1(13)の非特異コンパクト化の法 29還元の Z/29有理点の個数) + 29

は 13を法として等しいことが従う. 一方, 楕円曲線に関する様々な数論的理論より, Y1(13)の

非特異コンパクト化の法 3還元の Z/3有理点の個数は 6であり, Y1(13)の非特異コンパクト

化の法 29還元の Z/29有理点の個数は 33であることがわかり, −2と−3が 13を法として一

致することになり矛盾. よって, ρ13J1(13)(GQ(ζ13))は副 13群ではない.

注意 3.4. [9, Corollary 3.14, 3.15]では, レベルが l冪のモジュラー曲線の Jacobi多様体につ

いて, l進Galois表現の像の副 l性を考察している.

注意 3.5. 定理 3.3で問題となっていた l進Galois表現の像の副 l性に関連して, Christopher

Rasmussen氏と玉川安騎男氏による以下の予想が知られている ([16]):

Rasmussen・玉川予想 gを正の整数, k ⊆ QをQの有限次拡大, 集合A (k, g, l)

を以下の二つの条件 (RT1), (RT2)を満たす k上のAbel多様体Aの k上の同形類

の集合とする:

(RT1) Aは lの上の有限素点の外で良い還元を持つ13.

(RT2) Aから得られる l進Galois表現のGk(ζl)への制限の像が副 l群.

このとき, 十分大きな素数 lに対して, A (k, g, l)は空集合になるだろう.

Christopher Rasmussen氏と玉川安騎男氏は, 注意 2.2で述べた伊原の問題へのアプローチと

して,

Abel多様体で l等分点の座標が Λ(l)に含まれかつ Ω(l)に含まれないものが存在するか

13この条件と Faltings・Shafarevichの定理より, A (k, g, l)は有限集合となる.
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という問題を考察し,そもそも l等分点の座標がΛ(l)に含まれるAbel多様体が少ないことから,

上の予想を提出したらしい. この様に, 伊原の問題へのアプローチを起源に持つ Rasmussen・

玉川予想であるが, この予想の正否が伊原の問題に関連付けられるかは直ちにはわからないよ

うに思われる. 一方, 伊原の問題の幾何学的類似と見なせる (CSP)lg,r の正否に, Rasmussen・

玉川予想型の定理である定理 3.3が関わっているのは非常に興味深いように思われる.
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