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1.イントロダクション—背景, 動機と主結果

Legendre記号 p : 奇素数, p ∤ a

(
a

p

)
=

{
1 ∃x ∈ Z, x2 ≡ a mod p

−1 その他.

=

{
1 pは 2次拡大 Q(

√
a)/Qで完全分解,

−1 その他.

Rédei記号(1939). p : 奇素数, p ∤ ai +ある条件

[a1, a2, p] :=

{
1 pはある 8次 2面体拡大K{a1,a2}/Qで完全分解,
−1 その他.



結び目と素数の類似 —— 数論的位相幾何学

素数 ←→ 結び目
Spec(Fp) ↪→ Spec(Z) K = S1 ↪→ R3

π1(Spec(Fp)) = ⟨Frp⟩ ←→ π1(K) = ⟨ n
6⟩(

p2

p1

)
= Frp1 in Gal(Q(

√
p
2
)/Q) ←→ lk(K1, K2)まつわり数

K1 K2



Rédei記号 ←→ トリプルまつわり数
[p1, p2, p3] (Milnor不変量)

lk(K1, K2, K3)

K3

K1

K2

? ←→ Milnor不変量
lk(K1, · · · , Kn)
の解析的表示.
Chern− Simons相関関数
の摂動係数(

保型 L−関数 ←→
M.Kapranov

位相的場の理論の相関関数
)



主結果

• p1 ≡ 3, p2, p3 ≡ 1 (4).
(

pj

pi

)
= 1

Rédei記号 [−p1, p2, p3]はある保型形式 f(−p1,p2)(z)

(z ∈ H)の Fourier係数として表される:

[−p1, p2, p3] =
1

2
ap3

(f(−p1,p2)).

= ”ある 2元 2次形式の整数解の数”.

方法. ⇑
Galois 表現と重さ 1 の保型形式の対応 (Weil-

Langlands, Deligne-Serre)の具体的, 構成的実現.



系 . ある条件のもと,

[−p1, p2, p3] =

{
1 x2 + p1p2y

2 = 4p3 が解有,

−1 その他.

注 . [p1, p2, p3]の場合 — in Progress.



• 相互律
[−p1, p2, p3] = [−p1, p3, p2] (Rédei, 天野).

⇓
ap3(f(−p1,p2)) = ap2(f(−p1,p3))

系 . ある条件の下,

x2 + p1p2y
2 = 4p3が解有 ⇐⇒ x2 + p1p3y

2 = 4p2が解有

or

p3がK{−p1,p2}/Qで完全分解 ⇐⇒ p2がK{−p1,p3}/Qで完全分解

例 .

a5(f(−11,89)) = −2 (易)

=⇒ a89(f(−11,5)) = −2
=⇒ [−11, 5, 89] = −1
=⇒ (89) = P1P2P3P4, NPi = 892 in Q(

√
−11,

√
5,
√

3 +
√
−11)



2.Rédeiの 2面体拡大とトリプル記号

仮定 : p1 ≡ 3, p2 ≡ 1 mod 4

(
p1
p2

)
= 1.

• ∃α = (x, y) ∈ Z2s.t.

(A)

x2 + p1y
2 − p2z

2 = 0,

g.c.d(x, y, z) = 1, y ≡ 0 mod 2, x− y ≡ 1 mod 4.

Kα := Q(
√
−p1,

√
p2,
√
α), α := x+ y

√
−p1.

例 . p1 = 11, p2 = 5.

α = (3, 1), α = 3 +
√
−11.



Kα の数論的特徴付け.� �
定理 (天野). 拡大K/Qについて次は同値

(1) K = Kα ∃α : (A)を満たす.

(2) K/Q は Galois 拡大で, Gal(K/Q) = D8 :=

⟨s, t | s2 = t4 = 1, sts = t−1⟩ かつ分岐する
素数は p1, p2 のみで分岐指数は 2.� �

定義 . K{−p1,p2} = Kα — p1, p2 に付随する Rédei拡大

例 . p1 = 11, p2 = 5.

K{−11,5} = Q(
√
−11,

√
5,
√
3 +
√
−11).



k1 := Q(
√
−p1), k2 := Q(

√
p2), k := Q(

√
−p1p2).

Q
k2

k k1
※Kα/k は 4次不分岐巡回拡大

k1k2

Kα

k1(
√
α)k2(

√
β) k1(

√
α)k2(

√
β)
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Gal(Kα/Q)

⟨st, t2⟩ ⟨t⟩ ⟨s, t2⟩

⟨t2⟩

{1}

⟨s⟩⟨st⟩ ⟨st2⟩⟨st3⟩

HH �

HHH

HHH

���

���

���

PPPPPP

HHH

������

s :
√
−p1 7→

√
−p1, s :

√
p2 7→ −

√
p2, s :

√
α 7→

√
α,

t :
√
−p1 7→ −

√
−p1, t :

√
p2 7→ −

√
p2, t :

√
α 7→ −

√
α.



仮定 (R) p1, p2, p3 : 素数, p1 ≡ 3, p2, p3 ≡ 1 mod 4(
pi
pj

)
= 1 (1 ≦ i ̸= j ≦ 3).

定義 . Rédeiトリプル記号

[−p1, p2, p3] :=
{

1 p3 が K{−p1,p2}/Qで完全分解,
−1 その他.� �

定理 (Rédei, 天野; 相互律).

[−p1, p2, p3] = [−p1, p3, p2].� �
注 . Rédei記号 [−p1, p2, p3]を定義から計算することは

易しくない.



3.Galois表現とArtin L-関数

Galois表現 (既約, odd)

ρ : Gal(K{−p1,p2}/Q) −→ GL(V ), V = C2

ρ(s) =

(
−1 0
0 1

)
, ρ(t) =

(
0 −1
1 0

)
.

• [−p1, p2, p3] =
1

2
tr(ρ(Frp3))

Artin L-関数

L(ρ, s) =
∏
p

Lp(ρ, s)

Lp(ρ, s) = det(I2 − ρ(Frp)p
−s|V Ip)−1.



命題 .

Lp(ρ, s) =


(1− p−s)−1 p = p1 or p2, hk(2) ≥ 8,
(1 + p−s)−1 p = p1 or p2, hk(2) = 4,

(1 + tr(ρ(Frp))p
−s + (

−p1p2
p

)p−2s)−1 p ̸= p1, p2.

hk(2) := k(= Q(
√
−p1p2))の 2-類数.

特に,

Lp3(ρ, s) = (1− 2[−p1, p2, p3]p−s
3 + (

−p1p2
p3

)p−2s
3 )−1

Hk := k のイデアル類群

χ : Hk
類体論−−−−→ Gal(K/k) = ⟨t⟩ → C× : t 7→

√
−1

ρ = Ind(χ) (誘導表現)

• L(ρ, s) = L(χ, s) :=
∑

a χ(a)Na−s



4.モジュラー形式—テータ関数についてのHeckeの理論

Hk = {C0 = [Ok], C1, · · · , Chk−1}, hk := #Hk.

Ci ←→ 2元 2次形式 Qi(x, y)の SL2(Z)-類

n ∈ Nに対して,

a(Ci, n) := #{(x, y) ∈ Z2 | Qi(x, y) = n} <∞

aχ(n) :=
1

2

hk−1∑
i=0

χ(Ci)a(Ci, n).

• L(χ, s) =
∞∑

n=1

aχ(n)n
−s.



例 . p1 = 11, p2 = 5, k = Q(
√
−55).

Hk = {[Q0], [Q1], [Q2] = [Q1]
2, [Q3] = [Q1]

3} ∼= Z/4Z.

Q0 = X2 +XY + 14Y 2, Q1 = 2X2 +XY + 7Y 2,
Q2 = 5X2 + 5XY + 4Y 2, Q3 = 2X2 + 3XY + 8Y 2.

aχ(n) =
1

2
(a(C0, n)− a(C2, n))

L(χ, s) =
1

2

∞∑
n=1

(a(C0, n)− a(C2, n))n
−s

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 · · ·
a(C0, n)− a(C2, n) 2 0 0 −2 −2 0 0 0 2 · · ·



•

aχ(mn) = aχ(m)aχ(n). (m,n) = 1

aχ(p
r+1)− aχ(p)aχ(p

r) +
(

−p1p2

p

)
aχ(p

r−1) = 0 r ≥ 1

Θχ(z) :=

∞∑
n=0

aχ(n)q
n q := exp(2π

√
−1z) (z ∈ H)

L(Θχ, s) :=

∞∑
n=1

aχ(n)n
−s

.

定理 (Hecke).

(1) Θχ(z)は Γ0(p1p2)に関する重さ 1, 指標
(−p1p2

·
)

の Hecke固有形式

(2) L(χ, s) = L(Θχ, s)

=
∏
p

(1− aχ(p)p
s +

(
−p1p2

p

)
p−2s)−1



5.相互律

� �
定理 (Weil-Langlands, Deligne-Serreの定理の

constructive version).

Galois表現 ρ→ 保型形式 Θχ

L(ρ, s) = L(Θχ, s).

特に,

tr(ρ(Frp)) = aχ(p) (p ̸= p1, p2)� �� �
定理 . p1, p2, p3 : (R)を満たす.

[−p1, p2, p3] =
1

2
aχ(p3).� �



χ = χ12 : HQ(
√
−p1p2) → C×

χ13 : HQ(
√
−p1p3) → C× :同様に定義� �

定理 (Fourier係数の相互律).

aχ12(p3) = aχ13(p2).� �



例 . p1 = 11, p2 = 5, k12 = Q(
√
−55).

Θχ12(z) =
∞∑

n=1

aχ12(n)q
n

= q − q4 − q5 + q9 − q11 + q16 + · · ·

[−11, 5, p3] =
1

2
aχ(p3). (p3 ̸= 5, 11)

=
1

4
(#{(X,Y ) ∈ Z2 | X2 +XY + 14Y 2 = p3}
−#{(X,Y ) ∈ Z2 | 5X2 + 5XY + 4Y 2 = p3})

p3 = 89. k13 = Q(
√
−979), Hk13

∼= Z/8Z
aχ13(n) =

1

2
(a(C0, n)− a(C2, n) + a(C4, n)− a(C6, n)).

C0 = [X2 +XY + 245Y 2], C2 = [5X2 + 9XY + 53Y 2],
C4 = [11X2 + 11XY + 25Y 2], C6 = [5X2 +XY + 49Y 2].



X2 +XY + 245Y 2 = 5, 11X2 + 11XY + 25Y 2 = 5

は整数解を持たない.

=⇒ aχ13(5) = −2 (易)

=⇒ aχ12(89) = −2
=⇒ [−11, 5, 89] = −1
=⇒ (89) = P1P2P3P4, NPi = 892

in K{−11,5} = Q(
√
−11,

√
5,
√
3 +
√
−11).



6.エータ関数による表示 (小笠原健)

p1, p2, p3 : (R)を満たす.

仮定. k = Q(
√
−p1p2)の類数は 4

(⇐⇒ K{−p1,p2} は k の Hilbert類体).

例 . (p1, p2) = (3, 13), (11, 5), (31, 5), (7, 29), (3, 73),

(7, 37), (3, 97), (19, 17), (71, 5), (23, 29), · · · (和田)

η(z) := q1/24
∞∏

n=1

(1− qn) : エータ関数

ϑ(z) :=
η(2z)5

η(z)2η(4z)2
=

∑
n∈Z

qn
2

. (Jacobiのテータ関数)



� �
定理 (小笠原).

Θχ(z) =
1

2
(ϑ(z)ϑ(p1p2z)− ϑ(p1z)ϑ(p2z))|T (4)

=
∞∑

n=1

(a1(n)− a2(n))q
n

a1(n) =
1

2
#{(X,Y ) ∈ Z2 | X2 + p1p2Y

2 = 4n}

a2(n) =
1

2
#{(X,Y ) ∈ Z2 | p1X2 + p2Y

2 = 4n}� �
a{p1,p2}(n) := a1(n)− a2(n).



� �
系 . Q(

√
−p1p2)の類数を 4とする.

[−p1, p2, p3] =
1

2
a{p1,p2}(p3)

=

{
1 X2 + p1p2Y

2 = 4p3が解を持つ,
−1 p1X

2 + p2Y
2 = 4p3が解を持つ.� �� �

系 . Q(
√
−p1p2), Q(

√
−p1p3)の類数も 4と仮定

a{p1,p2}(p3) = a{p1,p3}(p2).� �
i.e.

X2 + p1p2Y
2 = 4p3が解有⇐⇒ X2 + p1p3Y

2 = 4p2が解有

p1X
2 + p2Y

2 = 4p3が解有⇐⇒ p1X
2 + p3Y

2 = 4p2が解有



問題:

トリプル記号の相互律を純解析的に示せ.

(Cf. 平方剰余の相互律のテータ関数を用いた解析的証明

(Hecke-Weil-Kubota))


