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1 序

Gを代数体 F 上の簡約代数群, H をGの部分群とする. F のアデール環を Aで表す. πを
Gの保型表現, Vπ を πを実現する保型形式の空間とするとき, 積分

PH(f) =

∫
H(F )\H(A)

f(h)dh

により定義される線型形式 PH : Vπ → CをH 周期と呼ぶ. πが尖点的保型表現ならば, この
積分は多くの場合に収束する. 積分が収束しなくても, 適当に regularizeすれば, 意味付けが
できることもある (例えば, [7, 6, 8, 11]などを参照). 特別なクラスのGとH に対して, 周期
はしばしば, 保型 L函数の特殊値やリフティングと深い関係がある.

例 1. π = π1 ⊠ π2をG = GLn+1 ×GLnの既約尖点的保型表現とし

H = ∆(GLn) = {(g, g) ∈ G | g ∈ GLn}

とする. Gの尖点的保型形式のH 周期は, Jacquet, Piatetski-Shapiro, ShalikaによるGの保
型 L函数の積分表示を使って表される結果, πがH-distinguishedであることと保型 L函数の
中心特殊値 L(1/2, π1 × π2)が 0でないことが同値であること分かる (詳しくは, [1]などを参
照).

例 2. G′を F 上の n次一般線形群とし, G = ResE/FGLn, すなわち, GをE上の n次一般線
形群の F へのWeilの係数制限とする. H = U(V )を n次非退化エルミート空間 V のユニタ
リ群とする. このとき, ある V が存在して, Gの既約尖点的保型表現 πがU(V )-distinguished

であるための必要十分条件は πがG′の既約尖点的保型表現のベースチェンジリフトであるこ
とである (詳しくは, [5]などを参照).

例 3. V を非退化二次形式付き空間, W をその余次元 1の非退化部分空間とする. G = SO(V )×
SO(W )とH = ∆(SO(W ))の場合に, Grossと Prasadは周期 PH の非消滅と L函数の特殊値
を結び付ける予想を提出した ([2, 3, 1]などを参照). この予想のユニタリ群の場合の類似に関
する最近のWei Zhangによる目覚ましい進展については, [16, 17]を参照.

本稿では, G = GL2nが一般線形群, H = Sp2nが階数 nのシンプレクティック群の場合を
考える. このとき, PH はシンプレクティック周期と呼ばれる. シンプレクティック周期の研究
は Jacquetと Rallis [7]により開始された. Jacquetと Rallisは尖点的保型表現のシンプレク
ティック周期が 0になることを証明したことに加えて, 留数スペクトラムのシンプレクティッ
ク周期がある場合に 0にならないことも示した. その後, Offen [11, 12]は, 0でないシンプレ
クティック周期を持つ留数スペクトラムを特徴付けた. 筆者 [15]は, Offenの特徴付けを連続
スペクトラムに拡張した. 以上により, 0でないシンプレクティック周期を持つ保型表現の決
定問題は完全に解決された. 本稿では, Jacquet–Rallis, Offen, 筆者の結果を歴史に沿って報告
する.
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2 尖点的スペクトラムのシンプレクティック周期

自然数mに対して, Gm = GLmとおく. Gmの標準的放物型部分群はm = m1 + · · · +mr

となる自然数の組 (m1, . . . ,mr)と一対一に対応する. 組 (m1, . . . ,mr)に対応するGmの標準
的放物型部分群は, 対角ブロックのサイズがm1, . . . ,mr の非退化上半ブロック三角行列から
なり, (m1, . . . ,mr)型の放物型部分群と呼ぶ.

自然数 nを固定して, G = G2nとおく.

G(A)1 = {g ∈ G(A) | | det g| = 1}

とおくとき, 直和分解

L2(G(F )\G(A)1) = L2
disc(G(F )\G(A)1)⊕ L2

cont(G(F )\G(A)1)

が存在する. L2
cusp(G(F )\G(A)1) は G の尖点的保型形式からなるスペクトラムを表し,

L2
res(G(F )\G(A)1)は Gの Eisenstein級数の留数から得られる保型表現からなる留数スペク
トラムを表すとすれば, 離散スペクトラムの直和分解

L2
disc(G(F )\G(A)1) = L2

cusp(G(F )\G(A)1)⊕ L2
res(G(F )\G(A)1)

が成り立つ. 次の結果により留数スペクトラムのシンプレクティック周期が重要であることが
分かる.

定理 2.1 (Jacquet–Rallis [7]). f がG上の尖点的保型形式であるとき, PH(f) = 0.

3 一般線形群の離散スペクトラム

離散スペクトラムは既約表現の直和に分解する. 一般線形群の場合には, 全ての既約部分表
現の重複度は一であり, 以下のような離散スペクトラムの分類が知られている:

定理 3.1 (Moeglin–Waldspurger [9]). L2
disc(G(F )\G(A)1)の既約部分表現 πに対して, 2nの

約数 d (2n = dmとおく) と Gm の既約尖点的保型表現 σの組が唯一つ存在して, P を Gの
(m, . . . ,m)型の放物型部分群とするとき, πは誘導表現

Ind
G(A)
P (A)(σ| det |

(d−1)/2 ⊗ σ| det |(d−3)/2 ⊗ · · · ⊗ σ|det |(1−d)/2)

の唯一の既約商 Sp(σ, d)と同型である.

つまり,

L2
disc(G(F )\G(A)1) = ⊕m≥1, d≥1, md=2n ⊕σ Sp(σ, d),

L2
res(G(F )\G(A)1) = ⊕m≥1, d≥2, md=2n ⊕σ Sp(σ, d).

ここで, σはGmの既約尖点的保型表現全体を渡る (正確にはG(A)1の作用に関する直和分解
を考えているため, 中心指標の d乗は自明な指標なるような σを考えている).

λ = (λ1, . . . , λd) ∈ Cdに対して,

I(σ, λ) = Ind
G(A)
P (A)(σ| det |

λ1 ⊗ σ| det |λ2 ⊗ · · · ⊗ σ| det |λd)

76



を正規化された誘導表現とする. I(σ, λ)の切断 φλに対して, Eisenstein級数を

E(g, φλ) =
∑

γ∈P (F )\G(F )

φλ(γg)

により定義する. E(φλ)の Λd =
(
d−1
2 , . . . , 1−d

2

)
での留数

E−1(φ) = lim
λ→Λd

d−1∏
j=1

(λj − λj+1 − 1)E(φλ)

は平方可積分な保型形式である. 写像 φ 7→ E−1(φ)はG(A)準同型

I(σ,Λd) → L2
disc(G(F )\G(A)1)

を与える. この準同型は Sp(σ, d)を経由し, Sp(σ, d)はこの像

{E−1(φ) | φ ∈ I(σ,Λd)}

に実現される (詳しくは Jacquetの [4]を参照).

4 留数スペクトラムのシンプレクティック周期

L2
disc(G(F )\G(A)1)に属する保型形式のシンプレクティック周期は収束する (証明は [11]の

Lemma 8.2を参照). 0でないシンプレクティック周期を持つ離散的保型表現の以下に述べる
ような簡明な特徴付けが JacquetとRallisにより予想され, Offenにより証明された.

定理 4.1 (Offen [11, 12]). 以下の二条件は同値である.

• Sp(σ, d)のシンプレクティック周期が 0でない.

• dは偶数である.

注意 4.2. (1) 保型表現 Sp(σ, d)が尖点的であるための必要十分条件は d = 1であるから, 定
理 4.1は定理 2.1を含んでいる.

(2) Offen [11]は留数 E−1(φ)のシンプレクティック周期を φの絡周期の留数で表す公式も与
えている. すなわち, KH をH(A)の標準的極大コンパクト部分群, M をGの (m,m, . . . ,m)

型の Levi部分群とし, MH = M ∩H, w′をGのあるWeyl元とすれば,

PH(E−1(φ)) =

∫
KH

∫
(M∩H)(F )\(M∩H)(A)1

M(w′)φ(mk)dmdk.

w′は最長Weyl元ではないので, 右辺が Sp(σ, d)を経由することを直接証明することは困難で
ある.

(3) Jacquetと Rallis [7]は, d = 2の特別な場合に, 定理 4.1と Offenの公式を証明している.

この場合はM(w′)は恒等写像である.
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5 連続スペクトラムのシンプレクティック周期

Eisenstein級数の理論により, 連続スペクトラム L2
cont(G(F )\G(A)1)はGの Levi部分群の

離散スペクトラムを使って記述することができる (詳しくは [10]を参照). σiをGmi の既約尖
点的保型表現,

d = (d1, d2, . . . , dr), λ = (λ1, λ2, . . . , λr) ∈ Cr, N = m1d1 + · · ·+mrdr.

P を (m1d1, . . . ,mrdr)型の放物型部分群とし,

L(σ, d, λ) = Ind
GN (A)
P (A) (Sp(σ1, d1)| det |λ1 ⊗ · · · ⊗ Sp(σr, dr)| det |λr)

とおく. λ ∈
√
−1Rrのとき, L(σ, d, λ)は既約である. 実は, 一般線形群のユニタリ既約表現の

放物型誘導は既約であることが知られている.

正確ではないが, 大雑把に言うと, 直積分分解

L2
cont(G(F )\G(A)1) = ⊕r≥2 ⊕m1d1+···+mrdr=2n ⊕σ1,...,σr

∫
√
−1Rr

L(σ, d, λ)dλ

が成り立つ. L(σ, d) = L(σ, d, 0)とおく.

K をG(A)の標準的極大コンパクト部分群, Bを上半三角行列からなるGの Borel部分群,

T を対角行列からなるGの極大トーラスとする. Gの放物型部分群はBを含むとき標準的放
物型部分群と呼ばれ, Gの Levi部分群は T を含むとき標準的 Levi部分群と呼ばれる. 以下で
は, P はGの (m1, . . . ,mr)型の放物型部分群, M は P の標準的 Levi部分群, U は P の冪単根
基を表すことにする.

M の有理指標からなる群を X∗(M)と表し, a∗P = X∗(M) ⊗Z Rとおき, a∗P の双対を aP

と書く. これらの複素化を a∗P,C, aP,C と書く. g ∈ G(A)の岩澤分解 g = umk (u ∈ U(A),
m ∈ M(A), k ∈ K)を使って, 函数HP : G(A) → aP を

e⟨χ,HP (g)⟩ = |χ(m)|, χ ∈ X∗(M)

により定義する. M(A)1 = {m ∈ M(A) | HP (m) = 0} とおく. ZM を M の中心とし,

x 7→ 1⊗ xより定まる埋め込みR ↪→ F∞ = F ⊗Q Rによる (R×
+)

lの ZM (F∞)への像をAM と
書くことにすれば,

M(A) ≃ AM ×M(A)1

が成り立つ. z により G(F∞) の Lie 環の複素化の包絡代数の中心を表す. AP (G) を
U(A)P (F )\G(A)上の保型形式の空間, すなわち, U(A)P (F )で左不変な G(A)上の滑らか,

K-有限, z-有限な緩増加函数の空間とする. さらに,

A1
P (G) = {φ ∈ AP (G) | φ(ag) = e⟨ρP ,HP (a)⟩φ(g) (a ∈ AM , g ∈ G(A))},

A2
P (G) =

{
φ ∈ A1

P (G)

∣∣∣∣ ∫
AMU(A)P (F )\G(A)

|φ(g)|2dg < ∞

}

とおく. ここで, e⟨ρP ,HP (·)⟩の平方は P (A)のモジュラスである.

Qを P を含むGの放物型部分群とする. φ ∈ A2
P (G)と λ ∈ a∗P,Cに対して, φλ = e⟨λ,HP (·)⟩φ

とおく. Eisenstein級数
EQ(g, φ, λ) =

∑
γ∈P (F )\Q(F )

φλ(γg)
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は a∗P,C のある領域で絶対収束し, a∗P,C 全体に有理型解析接続され, 函数等式を満たし, 虚軸√
−1a∗P 上正則であり, AQ(G)の元を与える. Q = Gのとき, E(φ, λ) = EG(φ, λ)と書く.

L2
cont(G(F )\G(A)1)はE(φ, λ)が生成する保型表現の

√
−1a∗P (のWeyl chamber)上の直積分

の P が動かしての直積である.

補題 5.1. φ ∈ A2
P (G), λ ∈

√
−1a∗P のとき, 周期積分

PH(E(φ, λ)) =

∫
H(F )\H(A)

E(h, φ, λ)dh

は絶対収束する.

Proof. 任意の k ∈ K に対して, 函数m 7→ e−⟨ρP ,HP (m)⟩φ(mk)がM の離散スペクトラムの既
約表現 πの空間に属すると仮定しても一般性は失われない. H のジーゲル領域はGのジーゲ
ル領域に含まれるので, E(φ, λ)の増大度はその指数 (のH の極大トーラスへの制限) により
制御される.

ρP − 2ρPH
=

(
1

2
, . . . ,

1

2
,−1

2
, . . . ,−1

2

)
を考慮すれば, 指数が全て negative obtuse Weyl chamberに含まれることが分かり, 補題が証
明される.

定理 5.2 (Y. [15]). 以下の二条件は同値である.

• PH(E(φ, λ))が恒等的に 0にならないような φ ∈ L(σ, d)が存在する.

• d1, . . . , drが全て偶数である.

注意 5.3. 言い換えると, 以下の二条件は同値である.

• λ ∈
√
−1a∗P が一般の位置にあれば, L(σ, d, λ)のシンプレクティック周期は 0でない.

• d1, . . . , drは全て偶数である.

つまり, シンプレクティック周期はリフティング

GLn → GL2n, L(σ, d, λ) 7→ L(σ, 2d, λ)

の像を捉えている. このリフティングは初等的であり, L函数の特殊値とは関係しない.

予想 5.4. 任意の λ ∈
√
−1Rrに対して, d1, . . . , drが全て偶数であれば, L(σ, d, λ)のシンプレ

クティック周期は 0でない.

2n次の非退化歪対称行列 ϵを固定し, シンプレクティック群は

H = Hϵ = {g ∈ GL2n | gϵ tg = ϵ}

のように実現しているとする. m1, · · · ,mr が全て偶数であるとき, 歪対称行列 y ∈ M(F )と
η ∈ G(F )を y = ηϵ tηとなるように選び,

Hy = ηHη−1 = {g ∈ GL2n | gy tg = y}, My = Hy ∩M
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とおく. Myはシンプレクティック群の直積 Spm1 × · · · ×Spmr と同型であるから, φ ∈ A2
P (G)

の周期積分

PMy(φ)(g) =

∫
My(F )\My(A)

φ(mg)dm

は絶対収束する. [6, 8, 11]に従って, φ ∈ A2
P (G)の絡周期 JM (φ, λ)を以下の積分

JM (φ, λ) =

∫
η−1My(A)η\H(A)

PMy(φ)(ηh)e⟨λ,HP (ηh)⟩dh, λ ∈ a∗P,C

により定義する. 以下のような絡周期の解析的性質が知られている.

命題 5.5 (Offen [11, Theorems 4.2, 7.7], Y. [15]). (1) JM (φ, λ)は a∗P,Cのある領域で絶対収
束する.

(2) JM (φ, λ)は a∗P,C全域に有理型解析接続される.

次の定理により連続スペクトラムのシンプレクティック周期は離散スペクトラムのシンプレ
クティック周期を使って表される.

定理 5.6 (Y. [15]). P = MU を Gの (m1, . . . ,mr)型の放物型部分群, φ ∈ A2
P (G)とする.

λ ∈ a∗P,Cが一般的な位置にあるとき, 以下が成り立つ.

(1) m1, · · · ,mrが全て偶数でない限り, PH(E(φ, λ)) = 0.

(2) m1, · · · ,mrが全て偶数であるとき,

PH(E(φ, λ)) = JM (φ, λ).

注意 5.7. (1) [6, 8]に従って, Offen [11]はシンプレクティック周期を発散する場合に regular-

izationにより拡張した. 保型形式の空間に値を持つ有理型函数のシンプレクティック周期は有
理型函数なので, PH(E(φ, λ))は a∗P,C上の有理型函数であり, 命題 5.5 (2)は実は定理 5.6 (2)

から証明される. Eisenstein級数の函数等式を受け継いで, 絡周期も函数等式を満たすことが
証明できるが, 本稿では割愛した (興味ある読者は [11, 15]等を参照).

(2) 函数 λ 7→ E(φ, λ)はユニタリ軸上正則だが, 特殊値 E(g, φ, λ)は g の函数として恒等的
に 0になることもあり得る. 予想 5.4を証明するためには, アイゼンシュタイン級数の正規化
E∗(φ, λ)をユニタリ軸上正則かつ任意のユニタリ軸上の点で 0にならないよう定義する必要
がある. その上, 絡周期 JM (φ, λ)のEuler積分解に現れる局所積分の極を精密に解析する必要
がある.

(3) πを局所体上 F の簡約代数群Gの既約許容表現とする. Gの F 上の部分群H に対して,

HomH(π,C) ̸= 0

が成り立つとき, πはH-distinguishedと呼ばれる. G = GL2nとH = Sp2nの場合に, Offen

と Sayag [13, 14]はH-distinguishedな表現を分類している. 証明は大域的な結果である定理
4.1を利用する.
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