
Rédeiのトリプル記号とモジュラー形式

天野 郁弥 (九州大学), 小谷 久寿 (九州大学), 森下 昌紀 (九州大学),

坂元 孝之 (九州大学), 吉田 享史 (九州大学), 小笠原 健 (九州大学)

初めに, 私たちの共同研究 ([2])の背景, 動機, 主結果について説明する.

1 イントロダクション—背景, 動機と主結果

Legendre記号から始めよう.

定義 1.1 (Legendre記号). pを奇素数とし, aを pで割り切れない整数とする.

(
a

p

)
:=

1 ∃x ∈ Z, x2 ≡ a mod p,

−1 その他

=

1 pは 2次拡大Q(
√
a)/Qで完全分解,

−1 その他.

次に, Legendre記号の一般化として, L. Rédeiにより 1939年に導入されたトリプル記号に
ついて述べる.

定義 1.2 (Rédei記号, [13]). p を奇素数とし, a1, a2 を p で割り切れず, ある条件を満たす
整数とする.

[a1, a2, p] :=

1 pはある 8次 2面体拡大K{a1,a2}/Qで完全分解,

−1 その他.

aiの条件および 2面体拡大K{a1,a2}についてはセクション 2で詳しく述べる.

Rédei記号をある方程式の解の有無により表すバージョンは, 我々の主結果の一つなので,後
で述べる. 次に, Rédei記号の意味, 解釈について位相幾何学的な視点から説明する.

1.1 結び目と素数の類似—数論的位相幾何学

本研究の動機である数論的位相幾何学 ([9])の辞書の一部を与える.
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素数 ←→ 結び目
Spec(Fp) ↪→ Spec(Z) K = S1 ↪→ R3

π1(Spec(Fp)) = ⟨Frp⟩ ←→ π1(K) = ⟨ n
6⟩(

p2
p1

)
= Frp1 in Gal(Q(

√
p
2
)/Q) ←→ lk(K1, K2)まつわり数

K1 K2

Rédei記号 ←→ トリプルまつわり数
[p1, p2, p3] (Milnor不変量)

lk(K1, K2, K3)

K3

K1

K2

？ ←→ Milnor不変量
lk(K1, · · · , Kn)

の解析的表示.

Chern− Simons相関関数
の摂動係数

保型 L−関数 ←→ 位相的場の理論の相関関数

説明. 素数, すなわち, Spec(Fp)の Spec(Z) への埋めこみを結び目の類似とみなすことから出
発する. このとき, 結び目の回りを 1回りするループと素数 p上の Frobenius自己同型が対応
する. この見方では Legendre記号はmod 2のまつわり数, Rédei記号はMilnorによって導入
されたトリプルまつわり数の数論的類似物として解釈される.

さて, Milnor不変量は解析的な表示をもつことが知られている. これは元々Gaussによるま
つわり数の積分表示にさかのぼるのだが, 現在では, Chern-Simons場の理論における相関関数
の摂動係数として表される ([14]). 一方, M. Kapranovにより, 位相的場の理論の相関関数と保
型 L-関数の類似性が指摘されている ([7]). 従って, Rédei記号もある保型 L-関数の Dirichlet

係数, つまりある保型形式のFourier係数として表されるのではないかという問題が生じる. こ
の？の部分をうめたいというのが我々の研究の動機であり, そしてこれを肯定的に解いたこと
が我々の主結果である.

1.2 主結果

以下, 素数 pi (i = 1, 2, 3)は条件

p1 ≡ 3, p2, p3 ≡ 1 mod 4,

(
pj
pi

)
= 1
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を満たすと仮定する.

定理 1.3. Rédei記号 [−p1, p2, p3]は, 複素上半平面 H上のある保型形式 f(−p1,p2)(z)の p3番
目の Fourier係数として表される:

[−p1, p2, p3] =
1

2
ap3(f(−p1,p2))

= “ある 2元 2次形式の整数解の数”.

この定理は, Galois表現と重さ 1の保型形式の対応 (Hecke, Weil-Langlands, Deligne-Serre

[12])の具体的, 構成的実現によって示される.

系 1.4. Q(
√
−p1p2) の類数が 4とする. このとき, 次が成り立つ:

[−p1, p2, p3] =

1 x2 + p1p2y
2 = 4p3が解有,

−1 その他.

注 1.5. −p1を p1 ≡ 1 mod 4に代えたRédei記号 [p1, p2, p3]についてもMaassの波動形式を
用いて, 同様な定理が成り立つことが予想される. また, 統一的に扱うにはWeil表現による方
法を用いればよい (今野拓也氏の注意).

さらに, Rédei記号の相互律

[−p1, p2, p3] = [−p1, p3, p2] (Rédei, 天野郁弥)

と定理 1.3から Fourier係数についての相互律が従う.

系 1.6. ap3(f(−p1,p2)) = ap2(f(−p1,p3)), 特に, Q(
√
−p1p2),Q(

√
−p1p3)の類数がともに 4とす

ると, 次のいずれかの同値が成り立つ:

x2 + p1p2y
2 = 4p3が解有⇐⇒ x2 + p1p3y

2 = 4p2が解有,

p3がK{−p1,p2}/Qで完全分解⇐⇒ p2がK{−p1,p3}/Qで完全分解.

例 1.7. 添え字 5が比較的小さいことから a5(f(−11,89))の値が容易に求まり, 上の系を使って
89の分解がわかる:

a5(f(−11,89)) = −2 (易)

=⇒ a89(f(−11,5)) = −2
=⇒ [−11, 5, 89] = −1

=⇒ (89) = P1P2P3P4, NPi = 892 in Q(
√
−11,

√
5,

√
3 +
√
−11).

以下, 詳しい説明に入る.

2 Rédeiの2面体拡大とトリプル記号

素数 pi (i = 1, 2)は, 条件

p1 ≡ 3, p2 ≡ 1 mod 4,

(
p1
p2

)
= 1
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を満たすと仮定する. このとき, 次の条件 (A)を満たす整数の組α = (x, y) ∈ Z2が存在する:

(A)

x2 + p1y
2 − p2z

2 = 0,

g.c.d(x, y, z) = 1, y ≡ 0 mod 2, x− y ≡ 1 mod 4.

上のα = (x, y)を使って, 次のQ上の拡大を定義する:

Kα := Q(
√
−p1,

√
p2,
√
α), α := x+ y

√
−p1.

例えば, p1 = 11, p2 = 5なら, α = (3, 1), α = 3 +
√
−11ととれる.

定理 2.1 (Kαの特徴付け, 天野 [1]). 拡大K/Qについて次は同値.

(i) K = Kα ∃α : (A)を満たす.

(ii) K/QはGalois拡大で, Gal(K/Q) = D8 := ⟨s, t | s2 = t4 = 1, sts = t−1⟩かつ分岐する
素数は p1, p2のみで分岐指数は 2.

定義 2.2. 上の定理よりKαは p1, p2のみによって決まるので, この拡大をK{−p1,p2}と書い
て p1, p2に付随するRédei拡大という.

例 2.3. p1 = 11, p2 = 5のとき, K{−11,5} = Q(
√
−11,

√
5,
√

3 +
√
−11).

Rédei拡大K{−p1,p2}/Qの中間体の様子は次のようになっている.

k1 := Q(
√
−p1), k2 := Q(

√
p2), k := Q(

√
−p1p2).

Q

k2 k k1 ※Kα/kは 4次不分岐巡回拡大

k1k2

Kα

k1(
√
α)k2(

√
β) k1(

√
α)k2(

√
β)

HHH ���

HHH

HHH

���

���

���

PPPPPP

HHH

������

Gal(Kα/Q)

⟨st, t2⟩ ⟨t⟩ ⟨s, t2⟩

⟨t2⟩

{1}

⟨s⟩⟨st⟩ ⟨st2⟩⟨st3⟩

HHH ���

HHH

HHH

���

���

���

PPPPPP

HHH

������

ここで s, tはそれぞれ二面体群D8 = Gal(K/Q)の対称と回転で次により定義される:

s :
√
−p1 7→

√
−p1, s :

√
p2 7→ −

√
p2, s :

√
α 7→

√
α,

t :
√
−p1 7→ −

√
−p1, t :

√
p2 7→ −

√
p2, t :

√
α 7→ −

√
α.

次に, Rédeiトリプル記号を定義する.

以下, 素数 p1, p2, p3は条件

(R) p1 ≡ 3, p2, p3 ≡ 1 mod 4,

(
pi
pj

)
= 1 (1 ≦ i ̸= j ≦ 3)

を満たすと仮定する.
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定義 2.4. Rédei記号を次のように定義する:

[−p1, p2, p3] :=

1 p3がK{−p1,p2}/Qで完全分解,

−1 その他.

Rédei記号に対して, 次の相互律が成り立つ:

定理 2.5 (相互律, Rédei, 天野 [1]).

[−p1, p2, p3] = [−p1, p3, p2].

注 2.6. Rédei記号 [−p1, p2, p3]を定義から計算することは易しくない.

3 Galois表現とArtin L-関数

Rédei拡大K{−p1,p2}/QのGalois群の表現 ρを次で定義する.

Galois表現.

ρ : Gal(K{−p1,p2}/Q) −→ GL(V ), V = C2,

ρ(s) =

(
−1 0

0 1

)
, ρ(t) =

(
0 −1
1 0

)
.

ρは既約, oddな表現である. このとき, Rédei記号の定義から次が示される.

補題 3.1. 次の等式が成り立つ:

[−p1, p2, p3] =
1

2
tr(ρ(Frp3)).

ここで, Frp3 は p3上の Frobenius自己同型を表す.

次に, ρ に付随するArtin L-関数を次により定義する.

Artin L-関数.

L(ρ, s) :=
∏
p

Lp(ρ, s), Lp(ρ, s) := det(I2 − ρ(Frp)p
−s|V Ip)−1.

ここで, V Ip は惰性群 Ipの固定部分群である.

Artin L-関数の p-因子は, 我々の場合は次のように具体的にわかる.

命題 3.2.

Lp(ρ, s) =


(1− p−s)−1 p = p1 or p2, hk(2) ≥ 8,

(1 + p−s)−1 p = p1 or p2, hk(2) = 4,

(1 + tr(ρ(Frp))p
−s + (

−p1p2
p

)p−2s)−1 p ̸= p1, p2.

ここで, hk(2)は k (= Q(
√
−p1p2))の 2-類数である. 特に, p3に対して, 次が成り立つ:

Lp3(ρ, s) = (1− 2[−p1, p2, p3]p−s
3 + (

−p1p2
p3

)p−2s
3 )−1.
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以下, L(ρ, s)をある保型形式の L-関数で表すことにより, Rédei記号 [−p1, p2, p3]をその保
型形式のフーリエ係数として表す. その前に次に注意しよう.

Hkを kのイデアル類群とする. このとき, Hkの指標を次で定義する:

χ : Hk
Artin 写像−−−−−−−→ Gal(K/k) = ⟨t⟩ → C× : t 7→

√
−1

このとき, ρは χの誘導表現 Ind(χ)になることが容易にわかるので, Artin-L関数はHeckeの
L-関数として表される:

L(ρ, s) = L(χ, s) :=
∑
a

χ(a)Na−s.

4 モジュラー形式—テータ関数についてのHeckeの理論

次に, モジュラー形式の話に移る. 以下の話は実質的にはHecke([5])による理論である.

hkを kの類数とし, Ci (i = 0, 1, . . . , hk − 1)をイデアル類のすべてとする:

Hk = {C0 = [Ok], C1, . . . , Chk−1}, hk := #Hk.

このとき各 Ciには 2元 2次形式Qi(x, y)の SL2(Z)-同値類が対応している. この対応により,

各 n ∈ Nに対して, 次のような指標和を定義する:

a(Ci, n) := #{(x, y) ∈ Z2 | Qi(x, y) = n} <∞,

aχ(n) :=
1

2

hk−1∑
i=0

χ(Ci)a(Ci, n).

このとき, Heckeの L-関数 L(χ, s)は次のように表されることが容易に示される:

L(χ, s) =
∞∑
n=1

aχ(n)n
−s.

例 4.1. p1 = 11, p2 = 5, k = Q(
√
−55)のとき,

Hk = {[Q0], [Q1], [Q2] = [Q1]
2, [Q3] = [Q1]

3} ∼= Z/4Z;

Q0 = X2 +XY + 14Y 2, Q1 = 2X2 +XY + 7Y 2,

Q2 = 5X2 + 5XY + 4Y 2, Q3 = 2X2 + 3XY + 8Y 2;

aχ(n) =
1

2
(a(C0, n)− a(C2, n)),

L(χ, s) =
1

2

∞∑
n=1

(a(C0, n)− a(C2, n))n
−s.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 · · ·
a(C0, n)− a(C2, n) 2 0 0 −2 −2 0 0 0 2 · · ·
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次に, aχ(n)は次式を満たすことが代数的数論の議論からわかる ([2, §3], [6]):aχ(mn) = aχ(m)aχ(n) (m,n) = 1,

aχ(p
r+1)− aχ(p)aχ(p

r) +
(
−p1p2

p

)
aχ(p

r−1) = 0 r ≥ 1.

そこで,

Θχ(z) :=
∞∑
n=0

aχ(n)q
n, q := exp(2π

√
−1z) (z ∈ H)

とおき, 付随するDiriclet級数を

L(Θχ, s) :=
∞∑
n=1

aχ(n)n
−s

とおく. 次の定理が成り立つ (cf. [8, §4.5, §4.8], [16, 4.3]).

定理 4.2. (1) Θχ(z)は Γ0(p1p2)に関する重さ 1, 指標
(−p1p2

·
)
のHecke固有カスプ形式.

(2) L(χ, s) = L(Θχ, s) =
∏

p(1− aχ(p)p
s +

(
−p1p2

p

)
p−2s)−1.

この定理とこれまでに述べたことから次のセクションの主定理が従う.

5 相互律

定理 5.1 (Hecke, Weil-Langlands, Deligne-Serreの定理の構成的版). Galois表現 ρに対して,

保型形式Θχが対応し, 次が成り立つ:

L(ρ, s) = L(Θχ, s).

特に, p-因子を比べると,

tr(ρ(Frp)) = aχ(p) (p ̸= p1, p2)

が成り立つ.

補題 3.1と定理 5.1, 次のRédei記号と Fourier係数の関係がわかる.

定理 5.2. p1, p2, p3は条件 (R)を満たすとする. このとき, 次が成り立つ:

[−p1, p2, p3] =
1

2
aχ(p3).

これまでの χを χ12とし, χ13を同様に定義する:

χ = χ12 : HQ(
√
−p1p2) → C×,

χ13 : HQ(
√
−p1p3) → C×.

定理 2.5 (Rédeiトリプル記号の相互律)と定理 5.2から次のFourier係数の相互律が成り立つ.

定理 5.3 (Fourier係数の相互律).

aχ12(p3) = aχ13(p2).
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例 5.4. p1 = 11, p2 = 5, k12 = Q(
√
−55)のとき,

Θχ12(z) =
∞∑
n=1

aχ12(n)q
n

= q − q4 − q5 + q9 − q11 + q16 + · · · ,

[−11, 5, p3] =
1

2
aχ(p3) (p3 ̸= 5, 11)

=
1

4
(#{(X,Y ) ∈ Z2 | X2 +XY + 14Y 2 = p3}

−#{(X,Y ) ∈ Z2 | 5X2 + 5XY + 4Y 2 = p3}).

p3 = 89のとき,

k13 = Q(
√
−979), Hk13

∼= Z/8Z,

aχ13(n) =
1

2
(a(C0, n)− a(C2, n) + a(C4, n)− a(C6, n)),

C0 = [X2 +XY + 245Y 2], C2 = [5X2 + 9XY + 53Y 2],

C4 = [11X2 + 11XY + 25Y 2], C6 = [5X2 +XY + 49Y 2].

最初に述べたように, 次がわかる.

X2 +XY + 245Y 2 = 5, 11X2 + 11XY + 25Y 2 = 5は整数解を持たない

=⇒ aχ13(5) = −2 (易)

=⇒ aχ12(89) = −2
=⇒ [−11, 5, 89] = −1

=⇒ (89) = P1P2P3P4, NPi = 892 in K{−11,5} = Q(
√
−11,

√
5,

√
3 +
√
−11).

6 エータ関数による表示

p1, p2, p3は条件 (R)を満たすとし, k = Q(
√
−p1p2)の類数は 4 (⇔ K{−p1,p2}は kのHilbert

類体)であると仮定する. このような (p1, p2)は以下の 21組に限る ([15], [3])1:

(p1, p2) = (3, 13), (11, 5), (31, 5), (7, 29), (3, 73), (7, 37), (3, 97), (19, 17), (71, 5), (23, 29),

(3, 241), (7, 109), (191, 5), (59, 17), (79, 13), (3, 409), (11, 113), (19, 73), (83, 17),

(11, 137), (311, 5).

エータ関数 η(z) を

η(z) := q1/24
∞∏
n=1

(1− qn)

とし, 次のエータ商を考える:

ϑ(z) :=
η(2z)5

η(z)2η(4z)2
=
∑
n∈Z

qn
2
.

これは Jacobiのテータ関数に他ならない. このとき, Θχ(z)は Jacobiのテータ関数を使って
表される.

1文献 [3]についてご教示下さった木田雅成氏に感謝します.
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定理 6.1 (小笠原健).

Θχ(z) =
1

2
(ϑ(z)ϑ(p1p2z)− ϑ(p1z)ϑ(p2z))|T (4)

=

∞∑
n=1

(a1(n)− a2(n))q
n.

ここで, T (m)はHecke作用素で, a1(n), a2(n)は次で定義される:

a1(n) :=
1

2
#{(X,Y ) ∈ Z2 | X2 + p1p2Y

2 = 4n},

a2(n) :=
1

2
#{(X,Y ) ∈ Z2 | p1X2 + p2Y

2 = 4n}.

a1(n)− a2(n)を a{p1,p2}(n)で表すと, 次の系が成り立つ.

系 6.2. Q(
√
−p1p2)の類数を 4とする.

[−p1, p2, p3] =
1

2
a{p1,p2}(p3)

=

1 X2 + p1p2Y
2 = 4p3が解を持つ,

−1 p1X
2 + p2Y

2 = 4p3が解を持つ.

定理 2.5と系 6.3から, 次の系が成り立つ.

系 6.3. Q(
√
−p1p2), Q(

√
−p1p3)の類数はともに 4と仮定する. このとき,

a{p1,p2}(p3) = a{p1,p3}(p2),

すなわち,

X2 + p1p2Y
2 = 4p3が解有 ⇐⇒ X2 + p1p3Y

2 = 4p2が解有,

p1X
2 + p2Y

2 = 4p3が解有 ⇐⇒ p1X
2 + p3Y

2 = 4p2が解有.

最後に一つ問題を提起する (C. S. Rajan氏から示唆された). Hecke-Weil-Kubotaによる平
方剰余の相互律のテータ関数を用いた解析的証明にならい,

問題. Rédei記号の相互律の解析的証明を与えよ.
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