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1 Introduction

本稿では巡回グラフのRamanujan性について考察する. Ramanujanグラフはグラフの (隣
接行列の)固有値を用いて定義され, グラフをネットワークとみなしたとき,よい性質をもつこ
とが知られている. また,数論的にも関心をもって研究されている. その理由はグラフのゼー
タ関数に対する Riemann予想と深く関わっている. しかし, 固定された整数 d ≥ 3に対して
d-正規Ramanujanグラフの族を見つけることは容易ではない. そのような族の例は [8, 9]. さ
らに, そのような巡回グラフの族は存在しないことが知られている [7]. そこで, 我々は dを固
定せず, グラフの頂点の個数を固定し, 巡回グラフのRamanujan性を調べた.

2 Ramanujanグラフと Iharaゼータ関数

X = (V,E)をグラフとする. ここで, V = V (X)はX の頂点集合, E = E(X)はX の辺集
合である. d ∈ Z, d ≥ 2とする. いまグラフX は d-正規有限単純連結無向で, ループをもたな
いと仮定しておく. グラフX の隣接行列 A = A(X) = (av,v′)v,v′∈V とは,

av,v′ = vと v′を結ぶ辺の本数

で定義された |V |-次正方行列である. X は無向なのでAは対称であり, 従って, その固有値は
すべて実数である. Λ(X) = {µ0 ≥ µ1 ≥ · · · ≥ µ|V |−2 ≥ µ|V |−1}をX の (隣接行列の)固有値
集合とする. X の固有値について次のことが知られている:

命題 2.1. ([3]) 0 ≤ i ≤ |V | − 1に対し, |µi| ≤ d. とくに, Xの最大固有値は µ0 = dであり, そ
の重複度は 1である.

µ(X) := max{|µ| |µ ∈ Λ(X), |µ| ̸= d}とする. d-正規グラフX がRamanujanグラフで
あるとは, µ(X) ≤ R(X)をみたすことをいう [8, 10]. グラフX の Iharaゼータ関数は,

ζX(u) :=
∏
C

(1− uν(C))−1

で定義される. ここで, CはX の原始的閉路の同値類全体をわたり, ν(C)はCの長さである.

ζX(u)がRiemann予想をみたすとは, ζX((d− 1)−s)−1 = 0, 0 < Re(s) < 1ならば, Re(s) = 1
2

となることをいう. ζX(u)は行列式表示をもつことが知られている [1], すなわち,

ζX(u)−1 = (1− u2)r−1 det(I − uA(X) + (d− 1)u2)

= (1− u2)r−1

|V |−1∏
j=0

(1− µju+ (d− 1)u2),
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ここで, rはXのランクである. 実は, ζX(u)がRiemann予想をみたすことは, XがRamanujan

グラフであることと同値であることが知られている [10].

3 巡回グラフとその固有値

p ≥ 3を整数とし, Zp = Z/pZとする. Zp の部分集合 S ̸= {0}が Zp を生成し, 0 /∈ S,

−S := {−x |x ∈ S} = S をみたすとき, S を Zp の対称生成集合と呼ぶ. p が素数なの
で, 任意の部分集合 ̸= {0} は Zp を生成する. Sp を Zp の対称生成集合全体からなる集合,

Sp,l := {S ∈ Sp | |S| = l}とする. Sp = ⨿0≤l≤pSp,lは明らかである. 条件より, 対称生成集合
の濃度は常に偶数であり, 従って, l(S) := |Zm \S| = p−|S|は奇数である. 以降, lは奇数であ
ると仮定する. X(S) = Xp(S)を対称生成集合 S に対する Zp上の Cayleyグラフ, すなわち,

Zpを頂点集合としてもち, 2頂点 x, yを x = y + sなる s ∈ Sが存在するときに辺でつないで
得られるグラフである. X(S)は |S|-正規グラフであり, Sに付随した Zp上の巡回グラフとよ
ばれる. 完全グラフは巡回グラフの一種である; Kp = Xp(Zp \ {0}).
Cayleyグラフの (隣接行列の)固有値は基になる群の表現の指標で記述できることが知られ

ている. 巡回グラフXp(S)の固有値は

µj = µj(p, S) :=
∑
a∈S

e
2πiaj

p , 0 ≤ j ≤ p− 1

で与えられる. また, j = 1, 2, . . . , p− 1に対し,
∑

x∈Zp
e

2πixj
p = 0なので,

µj = −
∑

b∈Zp\S

e
2πibj

p , 1 ≤ j ≤ p− 1 (1)

とも書ける. 最大固有値は µ0 = |S| であり, p が奇数なので, |µj | ̸= |S|, j ̸= 0 である.

µ = µ(p, S) := max{|µj | | j = 1, 2, . . . , j− 1}とする. X(S)がRamanujanグラフであるとは,

不等式 µ ≤ R(S)が成り立つことであった. ここで, R(S) := 2
√

|S| − 1 = 2
√

p− l(S)− 1で
ある.

l̂ = l̂p := max{l | 1 ≤ l(S) ≤ lなるすべての S ∈ Spに対し, X(S)はRamanujan}

と定義する. このとき, p − l̂は巡回グラフの Ramanujan性を保証する最小の指数 (valency)

である. また, l̂p = p− 2であることは, すべてのX(S), S ∈ Spが Ramanujanであることと
同値である. そのような素数は数値計算で簡単に決定できる:

命題 3.1. l̂p = p− 2である素数は 3, 5, 7, 11, 13のみである.

4 l̂の考察

実は, l̂には自明な下限が存在することが証明できる.

定理 4.1. 1 ≤ l < p
2 と仮定する. l ≤ 2(

√
p − 1)ならば, すべての S ∈ Sp,l に対し, グラフ

X(S)はRamanujanである.

証明. 1 ≤ l < p
2 , S ∈ Sp,l とする. (3) と (1)より, 1 ≤ j ≤ p − 1に対し, |µj(p, S)| ≤

min{l, p − l} = lを得る. よって, l ≤ R(S) = 2
√
p− l − 1, すなわち, l ≤ 2(

√
p − 1) ならば

X(S)はRamanujanである.
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定理 4.1はグラフX(S)が完全グラフに十分近いとき, Ramanujan性をみたすことを示し
ている.

l0 = l0(p) := max{l | l < p

2
, l ≤ 2(

√
p− 1)}

と定義する. lは奇数だったので,

l0 = 2[
√
p− 3

2
] + 1 (2)

を得る. ここで, [x]は xを越えない最大の整数を表す. 定理 4.1より, l(S) ≤ l0ならばX(S)

が Ramanujanであることがわかる. 従って, l0 ≤ l̂を得る. さて, l0はどのくらい良い l̂の下
限だろうか? すなわち, l̂と l0との差が気になる. 実は, とても良い下限であることが証明でき
る. これが我々の主結果の１つである:

定理 4.2. 素数 p ≥ 17に対し, l̂(p) = l0(p), または, l̂(p) = l0(p) + 2.

この定理は, 素数 p ≥ 17に対し, グラフ Xp(S)が Ramanujanでないような対称生成集
合 S ∈ Sp,l0+4 が存在することと同値である. 証明にはいくつかの補題を要する. 奇数 l,

1 ≤ l ≤ p− 1に対して,

µ̂ = µ̂(p, l) := max{µ(p, S) |S ∈ Sp,l}

と定義する. すべての S ∈ Sp,lに対してX(S)が Ramanujanであることは, µ̂ ≤ 2
√
p− l − 1

と同値である. 素数 pに対し, µ̂を明示的に求めることが可能である:

補題 4.3. 1 ≤ l < p
2 に対し,

µ̂(p, l) =
sin πl

p

sin π
p

.

証明. l = 2l′ + 1とする. S(l) = Z \ {0,±1,±2, . . . ,±l′}とすると S(l) ∈ Sp,lであり,

µ1(S
(l)) = −

l′∑
b=l′

e
2πb
p = −e

− 2πil′
p

1− e
2πi(2l′+1)

p

1− e
2πi
p

= −
sin πl

p

sin π
p

.

1 ≤ j ≤ p− 1に対し, Zp ∋ x 7→ xj ∈ Zpが全単射であること, 対称生成集合が 0を含むこと
と式 (1)から, µ̂(p, l) = |µ1(S

(l))|を得る.

この補題により, l̂を求めるためには, グラフX(S(l))のRamanujan性について調べれば十
分であることがわかる.

補題 4.4. h ∈ Rに対し,

fh(x) =
sin 2π(x−(2−h))

x2

sin π
x2

− 2(x− 1)

と定義する. このとき, 次が成り立つ:

(i) lim
x→∞

fh(x) = 2(h− 1).

(ii) x ≫ 0に対し, fh(x)は単調増加関数である.

(iii) h > 1ならば, x ≫ 0に対し, fh(x) > 0.
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(iv) h ≤ 1ならば, x ≫ 0に対し, fh(x) < 0.

証明. 結果は展開式 fh(x) = 2(h− 1) + 4π
3 x−1 +O(x−2), x → ∞から従う.

補題 4.5. p ≥ 29とし, hを 2 ≤ h ≤ [14(
√
p− 2)2]なる整数とする. このとき, p ≫ 0に対し,

グラフX(S(l0+2h))はRamanujanではない.

証明. はじめに, p ≥ 29ならば, [14(
√
p−2)2] ≥ 2であることに注意する. 2 ≤ h ≤ [14(

√
p−2)2]

とする. このとき, 0 < 2(
√
p− (2− h)) < l0 + 2h < p

2 となる. 式 (2)と x− 1 < [x] ≤ xから,

µ̂(p, l0 + 2h) =
sin π(l0+2h)

p

sin π
p

>
sin

2π(
√
p−(2−h))
p

sin π
p

,

一方,

R(S(l0+2h)) = 2
√

p− (l0 + 2h)− 1 < 2
√

(
√
p− 1)2 + 2(1− h) ≤ 2(

√
p− 1)

を得る. よって, 補題 4.4 (iii)より, p ≫ 0に対し, µ̂−R(S(l0+2h)) > fh(
√
p) > 0.

いま, 定理 4.2を証明することができる.

定理 4.2の証明. 補題 4.5で h = 2とすると,

µ̂(p, l0 + 4)−R(S(l0+4)) > f2(
√
p) =

sin
2π

√
p

p

sin π
p

− 2(
√
p− 1).

不等式 x− 1
3!x

3 ≤ sinx ≤ x− 1
3!x

3 + 1
5!x

5, x ∈ Rを用いると,

f2(
√
p) ≥ 2(120m4 − 80π2m

7
2 + 20π2m

5
2 − 20π2m2 − π4m

1
2 + π4)

120m4 − 20π2m2 + π4
.

右辺の分母は常に正であり, 分子は p ≥ 43のとき正である. よって, p ≥ 43に対し, グラフ
X(S(l0+4))は Ramanujanではない, すなわち, l̂(p) < l0(p) + 4を得る. また, 17 ≤ p < 43の
とき, µ̂(p, l0 + 4) − R(S(l0+4)) > 0であることは数値計算によって確かめられる. 従って, す
べての素数 p ≥ 17に対し, l0(p) ≤ l̂(p) < l0(p) + 4を得る.

補題 4.5で h = 1とすると, 十分大きな xに対して, f1(x) < 0なので, グラフX(S(l0+2))の
Ramanujan性は判定できない.

5 l = l0 + 2の場合

この節では l = l0 + 2の場合を考察する. 数値計算によると, ほとんどの素数の対し, l̂ = l0

であることがわかる. しかし, l̂ = l0+2である例外的な素数も少量ながら存在する. この事は,

l0 = 2[
√
p− 3

2 ] + 1の評価, すなわち,
√
pの小数部分 {√p}に起因する. 実際, {{√p}}p:素数は

区間 (0, 1)に一様に分布することが知られている [6]. よって, l̂ = l0 + 2なる素数が有限個で
あることを示すのは容易ではない. 実際, 我々は次の事を予想している.

予想 5.1. l̂ = l0 + 2となる素数は無限個存在する.
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補題 4.3から, l̂(p) = l0(p) + 2であることは µ̂(p, l0 + 2)−R(S(l0+2)) < 0と同値である.

g(x) :=
sin

π(2[
√
x− 3

2
]+3)

x

sin π
x

− 2

√
x− 2[

√
x− 3

2
]− 4

とする. このとき, g(p) = µ̂(p, l0 + 2)−R(S(l0+2))である. また,

g(k, c) :=
sin π(2k+3)

k2+5k+c

sin π
k2+5k+c

− 2
√
k2 + 3k + c− 4

とする. このとき, k ∈ Nに対し, {x ∈ R | [
√
x− 3

2 ] = k} = [k2 +3k+ 9
4 , k

2 +5k+ 25
4 )である

ことから, −2k + 9
4 ≤ c < 25

4 に対し, g(k2 + 5k + c) = g(k, c)である.

補題 5.2. 次の (i), (ii)をみたす kに依存しない定数 c0 ∈ Rが存在する:

(i) c > c0のとき, k ≫ 0に対し, g(k, c) < 0.

(ii) c < c0のとき, k ≫ 0に対し, g(k, c) > 0.

証明. 各 c ∈ Rに対し, g(k, c) = 75−12c−16π2

12 k−1 +O(k−2), k → ∞. よって, lim
k→∞

g(k, c) = 0

であり, さらに, c > c0 =
75−16π2

12 のとき, k ≫ 0に対し, g(k, c)は単調増加関数である.

例外的な素数に対する次の定理が我々のもう１つの主結果である:

定理 5.3. pを十分大きい奇素数とする. このとき, l̂(p) = l0(p) + 2であることの必要十分条
件は, p = k2 + 5k + cとなる k ∈ Nと c ∈ {±1,±3,±5}が存在することである.

証明. l̂ = l0+2と仮定する. いま,ある k ≫ 0と−2k+ 9
4 ≤ c < 25

4 によって, p = k2+5k+cと
表せる. 仮定より, g(p) = g(k2+5k+c) = g(k, c) < 0であり,補題 5.2より, c > c0 = −6.90 · · ·
がわかる. pが奇数なので, cも奇数, すなわち, c ∈ {±1,±3,±5}を得る.

逆に, p = k2 + 5k + c, k ≫ 0, c ∈ {±1,±3,±5}と表せたとする. このとき, c > c0なので,

再び補題 5.2から, g(p) = g(k2 + 5k + c) = g(k, c) < 0, すなわち, l̂ = l0 + 2である.

I := {k2 +5k+ c | k ∈ N, c ∈ {±1,±3,±5}}とする. 上の定理から l̂ = l0 +2となる素数が
無限個存在することを示すためには, 集合 I が無限個の素数を含むことを示せば十分である.

しかし, 一般に, 2次多項式で表せる素数が無限個存在することを示すことは難しい. そのよう
な素数に関する予想が存在する, すなわち, Hardy-Littlewood予想 [5]である.

系 5.4. Hardy-Littlewood予想が正しければ, 予想 5.1は正しい.

一方, l̂ = l0となる素数が無限個存在することは容易に証明できる:

系 5.5. l̂ = l0となる素数は無限個存在する.

証明. Dirichletの算術級数定理より, I ∩ {an+ b}n∈N = ∅となるような互いに素な自然数 a, b

が存在することをいえばよい. 例えば, (a, b) = (35, 8)がそうである.
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