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概 要

この記事では, 基本群への Galois外作用について復習して, その Galois外作用の核に
ついて知られていること等の紹介及び解説を行います. 特に, 曲線のモジュライ空間の場
合に, Galois外作用の核の性質について (筆者の研究を中心とした)解説を行います.
本原稿は第 7回福岡数論集会で用いた筆者の原稿に加筆修正を行ったものです.

1 代数的基本群と基本群への外Galois作用

この節では, スキームの代数的基本群と基本群への外Galois作用について復習します. Xを
局所Noether的な連結スキームとします. このとき, X とその幾何学的点 xに対して, X の代
数的基本群と呼ばれる副有限群 π1(X,x)が定義され, π1は 基点付き局所Noether的な連結ス
キームの圏から副有限群の圏への関手を与えます (詳しい定義や性質は [SGA1, Mu]等を参照
してください). 代数的基本群は (内部自己同型の差を除いて)基点によらないので, 以下基点
は省略することにします. 一般のスキームに対して, その代数的基本群を求めるのは難しいの
ですが, 体のスペックの代数的基本群は次の様に馴染み深いものになります.

例 1.1. kを体, Gk := Gal(k/k)を kの絶対Galois群とする. このとき, π1(Spec k)はGk と
標準的に同形.

次の例は複素代数多様体の代数的基本群は複素多様体としての位相構造だけで決まってし
まう (基本群の名に恥じない)ことを示しています.

例 1.2. kを複素数体Cに含まれる代数閉体, Xを k上有限型の連結スキーム, XanをXに対
応する複素解析空間とする. このとき, π1(X)は πtop1 (Xan)∧と標準的に同形. ここで, πtop1 で
位相空間の基本群を表し, ∧で群の副有限完備化1を表す.

では, kを (代数閉体とは限らない)体とし, X を k上有限型の幾何学的連結スキームとした
ときはどうでしょうか. この場合は次のことが知られています: 構造射X → Spec kから代数
的基本群間の射 prX : π1(X) → π1(Spec k) ≃ Gk が定まりますが, prX の核は π1(X ⊗k k)と
標準的に同型になります (kは kの代数閉包). つまり, 次の完全列が得られます.

1 // π1(X ⊗k k) // π1(X)
prX // Gk // 1 (1)

この π1(X ⊗k k)をX の幾何学的基本群と言います. 特に kの標数が 0ならば, π1(X)はX

の代数構造によらない二つの副有限群による群拡大になっていることがわかります. 単純に考
1群 Gに対して, Gの副有限完備化 G∧ とは,

lim←−−
N

G/N

で定義される群である. ここで, N は Gの指数有限正規部分群全体を走る.
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えると, prX は構造射X → Spec kに比べて情報がかなり落ちていてもおかしくないはずです
が, (代数的基本群の理論の創始者の一人である) Grothendieck氏は次の予想を提唱しました.

予想 1.3 (Grothendieck予想, [Gr1, Gr2]). Q上有限生成な体 k2上定義された “遠アーベル代
数多様体”X は副有限群の射 prX : π1(X) → Gkから “復元”できる.

ここに出てきた “遠アーベル代数多様体”は “アーベル群からは程遠い代数的基本群をもつ
代数多様体”というような意味のGrothendieck氏による造語ですが, Grothendieck氏自身が
“遠アーベル代数多様体”と “復元”の正確な定義を述べなかったので, 上の予想は曖昧なもの
になっており, 今現在においても正確な定義は (そもそもあるのかということも含めて)わかっ
ていません. しかしながら, [Gr2]で同時にGrothendieck氏は次のものは少なくと遠アーベル
であろうと述べました:

• 双曲的曲線 (この場合は “復元”についても明示的な予想が与えられている)

• 双曲的多重曲線 (つまり双曲的曲線の successive smooth fibrationとして与えられる代
数多様体)

• (標点付き)双曲的曲線のモジュライ空間

ここで出てきた双曲的曲線とは次のようなものです:

定義 1.4. kを体, Xを k上のスキーム, gと rを非負整数とする. Xが以下の条件を満たすと
き, X を k上の (g, r)型の曲線という:

• k上の幾何学的連結, 固有, 滑らか, 次元 1のスキームXcpt,

• Xcptの閉部分スキームD ⊆ Xcpt

が存在して,

• Xcpt ⊗ kは種数 gの曲線,

• 合成D ↪→ Xcpt → Spec kは次数 rの有限でエタールな射,

• X とXcpt \Dは k上同形

となる.

特に, 2g − 2 + r > 0のとき, k上の (g, r)型の曲線X を k上の双曲的曲線という.

双曲的曲線に対しては, 中村博昭氏, 玉川安騎男氏による部分的解決の後, 最終的に望月新
一氏 ([Mo1])により, (基礎体が p進局所体という p進的なものでもよいという意味において)

予想よりも強い形で遠アーベルであることが示されています (遠アーベル幾何についての日本
語のちゃんとした解説記事としては遠アーベル幾何学の大家三人による [和 1]があります).

次に基本群への外Galois作用を定義します. kを体, Xを k上有限型の幾何学的連結スキー
ムとすると, 完全列 1により, π1(X ⊗k k)は π1(X)の正規部分群となるので元の共役を考える
ことで π1(X)の π1(X ⊗k k)への作用

π1(X) → Aut(π1(X ⊗k k))

2この原稿では標数 0の体の上での話しかしませんが, 有限体等の正標数の体上でも Grothendieck予想を考え
ることが (当然)できて, 色々な研究が行われています. 詳しい概説は [和 3]等を参照してください.
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が得られます. この両辺を π1(X ⊗k k)とその像で割ることで, Galois群から外部自己同形群
への射

ρX : Gk ≃ π1(X)/π1(X ⊗k k) → Out(π1(X ⊗k k)) := Aut(π1(X ⊗k k))/ Inn(π1(X ⊗k k))

(Inn(π1(X ⊗k k))で π1(X ⊗k k)の内部自己同形群を表す)が定義できます. この ρX をX に
付随する外Galois表現と呼びます. また, lを素数とし, π1(X ⊗k k)

lを π1(X ⊗k k)の最大副 l

商とすると, 標準的な準同形Out(π1(X ⊗k k)) → Out(π1(X ⊗k k)
l)と合成することで, X に

付随する副 l外Galois表現

ρlX : Gk → Out(π1(X ⊗k k)
l)

も定義できます. 今 prX から ρX を構成しましたが, π1(X ⊗k k)の中心が自明ならば, ρX から
prX を群論的に復元できるので, その場合は prX を考えることと ρX を考えることは同値にな
ります. よって, X が遠アーベルならば, prX の持つX を復元できる程の剛性を ρX(及び ρlX)

も持つことが期待されることになります. 実際, 最も基本的な双曲的曲線である 3点抜き射影
直線に対しては, 次の結果が 30年以上前 (予想 1.3が提唱される以前)には知られていました.

定理 1.5 (Bely̆ı [Be, Corollary to Theorem 4]). kを代数体, X を k上の 3点抜き射影直線
P1
k \ {0, 1,∞}とする. このとき, ρX は単射.

この定理は, 代数体上定義された非特異完備代数曲線は有理数体Q上の射影直線 P1
Qの 3点

分岐被覆として実現できるということから従います. 定理 1.5は, 代数体の絶対Galois群とい
う複雑そうなものが, 生成元が二つの副有限自由群という (比較的わかりやすそうな)対象に
忠実に作用するということを示していて, (少なくとも筆者にとっては)興味深い結果と思われ
ます. その後, 定理 1.5は次の形で一般化されました.

定理 1.6 (星-望月 [HoM1, Theorem C]). kを標数 0の体, X を k上の双曲的曲線とする. こ
のとき,

ker(ρX) ⊆ ker(ρP1
k\{0,1,∞}),

ker(ρlX) ⊆ ker(ρlP1
k\{0,1,∞}).

特に, kが代数体ならば, ρX は単射.

定理 1.6はまずアファイン (かつ kが複素数体の部分体)のときを松本眞氏が証明し ([Ma]),

その後, 望月新一氏によってある組み合わせ群論的な問題3に帰着され ([Mo2, Theorem A]),

星裕一郎氏と望月新一氏が (特定の semi-graph of anabelioidsに対するGrothendieck予想型
の定理を用いて)その組み合わせ群論的な問題を証明することで最終的に解決されました (日
本語で書かれた証明の概略として [和 2]があります).

2 主結果

この節では双曲的曲線のモジュライ空間の基本群への外Galois表現について述べたいと思
います. 1節でXが双曲的曲線及び双曲的多重曲線の場合, Xに付随する外Galois表現 ρX(及

3ここに出てきた組み合わせ群論的な問題は,副 lの場合だと,伊原康隆氏,中村博昭氏,高尾尚武氏,上野亮一氏等
によって星裕一郎氏と望月新一氏等とは独立の動機と手法の下 (1990年代に)解決されていました ([Ih, NTU, Ta]).
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び ρlX)が非常に強い剛性を持っていることを見ました. 双曲的曲線及び双曲的多重曲線が遠
アーベル多様体と予想されていた (実際, 双曲的曲線は遠アーベル曲線である)ことを考える
と, 同じく遠アーベルと予想されている双曲的曲線のモジュライ空間にも同様のこと, つまり,

外Galois表現の剛性を期待したくなります. kを標数 0の体, g, rを 3g−3+ r > 0となる非負
整数として, Mg,rで r個の標点付きの種数 gの完備非特異曲線の k上のモジュライスタックを
表すことにします (Mg,r の性質については [DM, Kn]等を参照してください). すると, Mg,r

に対しても代数的基本群 π1(Mg,r)を定義することができて, スキームのときと同様に完全列

1 // π1(Mg,r ⊗k k) // π1(Mg,r) // Gk // 1 (2)

を持ちます. 織田孝幸氏によって, π1(Mg,r ⊗k k)は (g, r)型の写像類群4MCGg,r の副有限完
備化 Γg,r と同形になることが知られています ([Od]). よって, 完全列 2から, スキームのとき
と同様にして, MCGg,rの副有限完備化 Γg,rへの外Galois作用

ρg,r : Gk → Out(Γg,r)

を得ることができます. 筆者は, ρg,r の単射性について, 次のような結果を得ることができま
した.

定理 2.1 (飯島 [Ii, Theorem 2.3]). kを標数 0の体, gと rを 2g − 2 + r > 0を満たす非負整
数とする. このとき,

ker(ρg,r+1) ⊆ ker(ρ0,4) = ker(ρP1
k\{0,1,∞}).

特に, kが代数体ならば, ρg,r+1は単射.

筆者による定理 2.1の証明は, 定理 1.6の副有限の場合に簡単な群論的考察を組み合わせる
という形で行われます. その後, 星裕一郎氏と玉川安騎男氏によって, 異なる手法を用いる形
でより強い結果が得られました.

定理 2.2 (星-玉川 [Ii, Theorem 2.5]). kを標数 0の体, gと rを 3g − 3 + r > 0を満たす非負
整数とする. このとき,

ker(ρg,r) ⊆ ker(ρ0,4) = ker(ρP1
k\{0,1,∞}).

特に, kが代数体ならば, ρg,rは単射.

注意 2.3. 明らかに, 定理 2.1は定理 2.2に含まれています. しかしながら, 定理 2.2の証明は,

後で見るように, (今のところ) Mg,rにしか適用できないものですが, 定理 2.1の証明は, 一般
の曲線の族の全空間に対する単射性定理にもそのまま適応できるものとなっています. 詳しく
は [Ii]の 4節を参照してください.

4この記事では, (g, r)型の写像類群MCGg,n で,

{σ ∈ Diff(Sg) |σは向きを保ち, 各 i (1 ≤ i ≤ n)に対し, σ(xi) = xi.}/アイソトピー

を表すことにします. (ここで, Sg は種数 g の向き付け可能実 2次元可微分多様体, Diff(Sg)は Sg の可微分自己
同形のなす群, x1, . . . , xn で互いに相違なる Sg の元を表す. MCGg,n は, Sg と x1, . . . , xn の取り方に依らないこ
とに注意.) 一般の写像類群の教科書等では, 写像類群といえば x1, . . . , xn に置換で作用するのを許したものを指
すことが多いようです. (その場合, 上のものは純な写像類群と呼ばれます.)
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上の結果は, 代数的基本群そのものに対する結果でしたが, 曲線の場合と同様に, 素数 lに対
する副 l版が成り立つかということが自然に考えられます. しかしながら, モジュライ空間の
場合, g > 2ならば,

MCGl
g,r = {1}

ということが知られているため (MCGl
g,r はMCGg,r の副 l完備化), 副 l完備化そのものを考

えることはあまり意味を持たないように思えます. とはいえ, 曲線の遠アーベル幾何学におい
て, 副 l外Galois表現の果たした役割を考えると, モジュライ空間の基本群に対してもある種
の副 l完備化の類似を考え, その外 Galois表現を研究することは重要なはずです. Hain氏と
松本眞氏は, [HaM]において, モジュライ空間の基本群の副 l完備化のある種の類似として次
の相対副 l完備化を定義しました:

Man
g,r(C), Aan

g (C)でそれぞれC上の種数 gの r個の標点付きリーマン面のモジュライ空間,

C上の次元 gの主偏極付きアーベル多様体のモジュライ空間を表すことにします. Man
g,r(C)と

Aan
g (C)は普通の意味では複素解析多様体になっていませんが, orbifold (複素解析空間におけ
るスタック)になっており, (基本群の一般化にあたる) orbifold基本群というものをとること
ができ, その orbifold基本群はそれぞれMCGg,r, Spg(Z) (2g次の Z係数の斜交群)と標準的
に同形になることが知られています. なので, orbifold基本群の関手性と種数 gの r個の標点
付きリーマン面からそのヤコビ多様体をとるという射

Man
g,r(C) −→ Aan

g (C)

を用いることで, 写像類群の表現

ψg,r : MCGg,r −→ Spg(Z)

を得ることができます. 素数 lに対して, Spg(Z) → Spg(Z/l)を各成分の法 lをとることで定
める群の準同形とすると, Spg(Z/l)は有限群なので, 連続準同形

ψlg,r : Γg,r −→ Spg(Z/l)

で次が可換になるものが唯一つ存在します:

MCGg,r
ψg,r //

��

Spg(Z)

��
Γg,r

ψl
g,r // Spg(Z/l).

Tg,r,l := kerψlg,rとおき, Γg,rの相対副 l完備化を

Γ rel-l
g,r := Γg,r/ ker(Tg,r,l → (Tg,r,l)

l)

で定義します (Tg,r,l → (Tg,r,l)
lは Tg,r,lの最大副 l商). Γg,r の相対副 l完備化の性質としては

次が知られています.

事実 2.4. g = 0のとき, Spg(Z) = {1}より, Γg,rの相対副 l完備化 Γ rel-l
g,r は Γg,rの最大副 l商

に他ならない.

事実 2.5. 標準的な準同形MCGg,r → Γ rel-l
g,r は単射. 特に, Γ rel-l

g,r ̸= {1}.
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相対副 l完備化のある関手性より, 相対副 l完備化への外Galois表現

ρrel-lg,r : Gk −→ Out(Γ rel-l
g,r )

が定義されます. Hain氏と松本眞氏は相対副 l完備化への外 Galois表現に対して, 次の結果
を示しました.

定理 2.6 (Hain-松本 [HaM, Theorem 7.1]). kを代数体, gと rを 3g − 3 + r > 0を満たす非
負整数とする. このとき, 相対副 l完備化への外Galois表現

ρrel-lg,r : Gk −→ Out(Γ rel-l
g,r )

は lの外不分岐.

定理 2.6は, ker(ρrel-lg,r )のある種の下からの評価を与えています. 筆者は定理 2.2の手法を用
いることで, 次のような ker(ρrel-lg,r )の上からの評価を与えました.

定理 2.7 (飯島 [Ii, Corollary 3.8]). kを標数 0の体, lを素数, gと rを 3g − 3 + r > 0を満た
す非負整数とし, l = 2もしくは (g, r) ̸= (1, 1)とする. このとき,

ker(ρrel-lg,r ) ⊆ ker(ρrel-l0,4 ) = ker(ρlP1
k\{0,1,∞}).

定理 2.7は, 相対副 l完備化が曲線の基本群の副 l完備化に近い性質を持っていることを指
し示しているように思えます.

3 主結果の証明

この節では, 定理 2.2の証明の概説を行います. (定理 2.7の証明もだいたい同じようにでき
ます.) Mg,r+1 → Mg,r を r + 1個目の標点を忘れることで定まる射とすると, 代数的基本群
に関するホモトピー完全列を考えることで, 完全列

1 // Πg,r // π1(Mg,r+1) // π1(Mg,r) // 1 (3)

を得ることができます (ここのΠg,r は種数 gの r点抜きリーマン面の位相的基本群の副有限
完備化を表しています). この完全列 3から, 普遍モノドロミー外表現

ρunivg,r : π1(Mg,r) −→ Out(Πg,r)

が定義されます. これらの記号の下, 定理 2.2は次の二つの定理の系として示すことができ
ます:

定理 3.1 (星-望月 [HoM1, Corollary 6.4]). kを代数体, gと rを 3g− 3 + r > 0を満たす非負
整数とする. このとき, 自然な全射準同形

Gk −→ ρunivg,r (π1(Mg,r))/ρ
univ
g,r (Γg,r)

は同形.
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定理 3.2 (星-望月 [HoM2, Theorem D]). kを標数 0の代数閉体, gと rを 3g − 3 + r > 0を
満たす非負整数とする. このとき, 自然な準同形

AutMg,r(Mg,r+1) −→ ZOutC(Πg,r)(ρ
univ
g,r (π1(Mg,r)))

が存在し, 同形. ここで, OutC(Πg,r)でΠg,r のカスプ惰性群の共役類の集合上の全単射を導
く元のなすOut(Πg,r)の部分群を表し, ZOutC(Πg,r)(ρ

univ
g,r (π1(Mg,r)))で群 ρunivg,r (π1(Mg,r))の

OutC(Πg,r)における中心化群を表す.

注意 3.3. (i) kを標数 0の代数閉体としたとき, AutMg,r(Mg,r+1)は有限群であり, 特に次と
同形であることが知られています:

Z/2× Z/2 if (g, n) = (0, 4);

Z/2 if (g, n) ∈ {(1, 1), (1, 2), (2, 0)};
{1} if (g, n) /∈ {(0, 4), (1, 1), (1, 2), (2, 0)}.

(ii) k を標数 0の体としたとき, ρunivg,r (π1(Mg,r)) ⊆ Out(Πg,r)は OutC(Πg,r)に含まれてい
ます.

定理 2.2の証明. kが有理数体Qのときに示せばよい. 定理 3.1より, 次の可換図式を得る:

1 // Γg,r //

����

π1(Mg,r) //

����

GQ // 1

1 // ρunivg,r (Γg,r) // ρunivg,r (π1(Mg,r)) // GQ // 1.

よって, 包含関係 ker(GQ → Out(Γg,r)) ⊆ ker(GQ → Out(ρunivg,r (Γg,r)))が成立する. ここで,

GQ → Out(ρunivg,r (Γg,r))は完全列

1 // ρunivg,r (Γg,r) // ρunivg,r (π1(Mg,r)) // GQ // 1

の定める外Galois表現. また, 外Galois表現の構成から, 同形

ker(GQ → Out(ρunivg,r (Γg,r))) ≃ Zρunivg,r (π1(Mg,r))(ρ
univ
g,r (Γg,r))/Zρunivg,r (Γg,r)(ρ

univ
g,r (Γg,r))

が成り立つ. ここで Zρunivg,r (π1(Mg,r))(ρ
univ
g,r (Γg,r))で群 ρunivg,r (π1(Mg,r))における ρunivg,r (Γg,r)の

中心化群を表し, Zρunivg,r (Γg,r)(ρ
univ
g,r (Γg,r))で群 ρunivg,r (Γg,r)の中心を表す. よって定理 3.2より,

ker(GQ → Out(ρunivg,r (Γg,r)))はGQの有限正規部分群を定めることがわかる. ところがGQは
slim5であるというよく知られた事実 (e.g. [NSW, Proposition 12.1.5])から, GQの有限正規部
分群は {1}に限ることがわかり, 証明が終わった.
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5副有限群 Gが slimであるとは, 任意の開部分群 H ⊆ Gに対し, Gにおける H の中心化群 ZG(H)が {1}に
なることを指す.
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