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1 序

素数 pを固定し, 素数の有限集合 S と代数体K に対して, K の最大 S 外不分岐 pro-p拡大
KS のガロア群

GS(K) = Gal(KS/K)

を考える. K がQ上有限次であるとき, GS(K)は pro-p群として有限表示を持つことが知ら
れており, その構造を降中心列を通して記述する研究は, Fröhlich [2], Koch [7]らによって古
くから進められてきた. 特にK = Qなどのとき, その群表示の関係式の記述には, q ∈ Sに関
する p冪剰余記号などが現れる (cf. [8] etc.).

p ∈ S であるとき, GS(K)の研究は比較的進んでおり, 岩澤理論においても行われてきた.

例えばG{p}(Q) ≃ Zpであり, Q{p} = Q∞はQの Zp拡大 (基本 Zp拡大)である. 有限次代数
体K との合成体K∞ = KQ∞ はK の円分 Zp 拡大であり, K ⊂ K∞ ⊂ K{p} ⊂ KS である.

よってGS(K)を調べることは, その閉部分群GS(K∞)とそれへの Γ = Gal(K∞/K) ≃ Zpの
作用を調べることに他ならない. 例えば p ̸= 2のとき, GS(Q∞)は有限生成 free pro-p群であ
り, Γ の作用を記述せよという問題も提示されている (cf. [15] X §5 p.651). また小松 [9], 藤井
[3]らにより, 2次体K に対してG{p}(K)の関係式を記述する研究も行われている.

p ̸∈ Sであるとき, 有限次代数体Kに対してGS(K)は ray p-類体塔のガロア群に他ならず,

関連する未解決問題も多い. この p ̸∈ Sである場合にも, 岩澤理論の視点からGS(K)を理解す
る試みとして, 円分 Zp拡大K∞に対してGS(K∞)を考察したい. S = ∅である場合は, 尾崎
[17]を始めとして [11]などの研究があり, そこではアーベル商G∅(K∞)abの岩澤加群としての
構造と p進 L関数とを結びつけるMazur-Wilesの定理 (岩澤主予想)なども有効であった. そ
の一方で「K が総実ならば, G∅(K∞)abは有限であろう」と主張するGreenberg予想 (cf. [4])

の難しさも直接影響する. また虚 2次体K に対して, p = 2, S ̸= ∅である場合が Salle [18]に
よって扱われている.

ここでは p ̸= 2, p ̸∈ S, K = Qである場合を

— GS(Q∞)の構造を, p冪剰余記号や p進 L関数などを通して記述したい

— GS(Q∞)の部分商として, G∅(K∞)abの有限性を調べたい

という目標の下で考察し, [13]から始まった研究 [14]の延長としてGS(Q∞)が (pro-)metacyclic

pro-p群であるような Sを分類した. 以下では Sに対して,

S′ = { q ∈ S | q ≡ 1 (mod p) }

と定める. このとき GS(Q∞) = GS′(Q∞) であるので, S = S′ と仮定してよい. また,

GS(Q∞) = 1であるための必要十分条件は, S′ = ∅である.

109



2 結果

主結果. p ̸= 2, S = S′ ̸= ∅と仮定する. このとき, GS(Q∞)がmetacyclic pro-p群であるため
の必要十分条件は, Sが以下の定理 1, 2, 3の条件 (iii)のいずれかをみたすことである.

Greenberg予想への応用として, 次の系が得られる. 証明は [14]の系と同様である.

系. p ̸= 2であるとき, GS(Q∞)がmetacyclic pro-p群ならば, Q∞,S/Qの任意の有限次部分
拡大K/Qに対して, G∅(K∞)abは有限である.

以下では S = S′ ̸= ∅に対して,

k/Qは最大 S外不分岐 elementaryアーベル p-拡大

を表すことにする. このとき, Gal(k/Q) ≃ (Z/pZ)|S|, Q ⊂ k ⊂ Q(ζq | q ∈ S)である. また,

q ∈ S′に対して, p冪剰余記号を ( /q)pで表す. このとき a ∈ Zに対して,

(a/q)p ≡ a(q−1)/p (mod q)

である.

定理 1. p ̸= 2, S = S′, |S| = 1であるとき, 次の 3条件は同値である.

(i) GS(Q∞)は cyclic

(ii) G∅(k∞) = 1

(iii) S = {q}, q ̸≡ 1 (mod p2) または S = {q}, (p/q)p ̸= 1

さらにこのとき, GS(Q∞)は有限であり, (p/q)p ̸= 1ならばGS(Q∞) ≃ GS(Q) ≃ Zp/(q−1)Zp

である.

注意 1. (ii)と (iii)の同値性は, 岩澤 [6]および山本 [20]による.

記号. 有限次代数体Kに対して, OK を整数環, E(K)を単数群, E′(K) = OK [1/p]×を p-単数
群, AS(K)を

∏
q∈S qを法とした rayイデアル類群の p-Sylow部分群, DS(K)を pとのみ有縁な

イデアルの類で生成されるAS(K)の部分群とし, p-イデアル類群をA′
S(K) = AS(K)/DS(K)

とおく. このとき, GS(K)ab ≃ AS(K)である. また, Q∞/Qの pn次部分拡大を Qn/Qとし,

Kn = KQnとおく. vpは vp(p) = 1と正規化された加法付値を表す.

q ≡ 1 (mod p2), (p/q)p = 1である S = {q}に対して, 栗原 [10]の不変量 κを導入する. 完
全列

E′(Qn)⊗ Zp
Φ′
n−→ (OQn/q)

× ⊗ Z/pZ→ A′
S(Qn)/p→ 0

において, ImΦ′
n ̸= 0である n ≥ 0が存在するなら

κ = dimCokerΦ′
n = p-rankA′

S(Qn)

と定め, そうでないなら κ = ∞と定める. この κ < ∞の定義は, nの選び方に依らない (cf.

[10] Lemma 1.1). またこのとき, Dirichlet指標 χ : Gal(k/Q) ↪→ Q×
p とTeichmüller指標 ωに

対して, p進 L関数 Lp(s, χ)は

Lp(0, χ) = −B1,χω−1 ∈ Zp[ζp]

をみたす. ここに, B1,χω−1 は一般ベルヌーイ数である.
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定理 2. p ̸= 2, S = S′, |S| = 1であるとき, 次の 3条件は同値である.

(i) GS(Q∞)は noncyclic metacyclic

(ii) G∅(k∞) ≃ Z/pZ
(iii) S = {q}, q ≡ 1 (mod p2), (p/q)p = 1, κ = 1, B1,χω−1 ̸≡ 0 (mod (1− ζp)

2)

さらにこのとき, GS(Q∞)は有限である.

注意 2. 条件 (ii)は, G∅(k∞)が非自明 cyclicであることと同値である. (ii)と (iii)の同値性は,

本質的には尾崎-山本 [16]および栗原 [10]による. (iii)の条件 κ = 1は, 次のように言い換える
ことができる (cf. [10]).

κ = 1 ⇔ dimCokerΦ′
1 = 1 ⇔ A′

∅(k1) = 0

さらに p = 3の場合には, qの原始根 gに対して z = g(q−1)/p2 とおくと,

κ = 1 ⇔
(
(z2 − 1)(z−2 − 1)

(z − 1)(z−1 − 1)

)(q−1)/p

̸≡ 1 (mod q)

とも言い換えられる (cf. [16], [10]). また, (iii)の条件 B1,χω−1 ̸≡ 0 (mod (1 − ζp)
2)は, 田谷

[19]の結果を介して, vp(Rp(k)) = pで置き換えることもできる. ここに, Rp(k)は kの p進
regulatorを表す.

定理 3. p ̸= 2, S = S′, |S| = 2であるとき, 次の 3条件は同値である.

(i) GS(Q∞)はmetacyclic

(ii) G∅(k∞) = 1

(iii) S = {q1, q2}, (p/q1)p ̸= 1, (q1/q2)p ̸= 1, q2 ̸≡ 1 (mod p2), ある x, y, zに対して

(q2p
x/q1)p = 1, (pqy1/q2)p = 1, q1q

z
2 ≡ 1 (mod p2), xyz ̸≡ −1 (mod p)

さらにこのとき, m = vp(q1 − 1)とすると, pro-p群表示

GS(Q∞) =
⟨
a, b

∣∣ apm+1
= 1, b−1ab = a1+pm

⟩pro-p
が得られる.

注意 3. (ii)と (iii)の同値性は, 山本 [20]による. [13]では, (iii)かつ y = 0, m = 1ならば, (i)

が成り立つことを示している. [14]では, (iii)かつm = 1ならば, (i)とともに群表示が得られ
ることを示している.

3 証明

ここでは, 主結果の証明の概略について述べる. 証明では, 以下が有効に使われる.

1. 完全列
E(K)⊗ Zp → (OK/

∏
q∈S q)× ⊗ Zp → AS(K)→ A∅(K)→ 0

が得られる. これを用いて, AS(K)へのガロア作用などを把握することができる.

2. Kの q ∈ S上の素点Qに対して, そのGS(K)abにおける惰性群 IQは cyclicであり, 完全列

0→ IQ → AS(K)→ AS\{Q}(K)→ 0

が得られる. これを用いて, p-rankAS(K)が評価できる.
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3. [13]から派生した研究 [5]において, 公式

Zp-rankGS(Q∞)ab =
∑
q∈S′

pvp(q−1)−1 −max
q∈S′

{
pvp(q−1)−1

}
が得られている. 特に, |S′| = 1ならばGS(Q∞)abは有限である.

4. 位数 p3の p-群Gについて, 以下は同値である.

(1) Gの exponentは p2

(2) Gはmetacyclic

(3) G ≃ Z/pZ⊕ Z/p2Z またはG ≃
⟨
a, b

∣∣ ap2 = bp = 1, b−1ab = a1+p
⟩

さらにこのとき, Gの cyclicでない極大部分群は唯一つである.

5. pro-p群Gに対して, G2 = [G,G], G3 = [G,G2], Φ(G2) = Gp
2[G2, G2]とおく. このとき,

Gがmetacyclic ⇔ G/Φ(G2)G3がmetacyclic

である (cf. [1] etc.). また, metacyclic pro-p群の部分商はmetacyclicである.

まず, GS(Q)ab/p ≃ Gal(k/Q)なので, |S′| > 2ならばGS(Q∞)はmetacyclicにはなり得な
い. よって, |S′| ≤ 2の場合のみを考察すればよい. そこで, (ii)と (iii)の同値性および注意で
述べたことは既知として, 定理 1, 2, 3の証明の方針を述べる.

(i) ⇒ (ii), (iii). 定理 1: Q∞,S/Q∞で qは完全分岐するので, その部分商G∅(k∞) = 1である.

定理 2: G∅(k∞)が cyclicでないとすると, 最大不分岐 elementaryアーベル p-拡大 L/k∞に
ついて, Gal(L/Q∞)はmetacyclicかつ位数 p3である. L/Q∞での分岐の様子を調べると, 矛
盾が生じている.

定理 3: Zp-rankGS(Q∞)ab ≤ 2なので, S = {q1, q2}, q2 ̸≡ 1 (mod p2)となる. 最大 S外不
分岐アーベル p-拡大K/Qに対して, 最大不分岐 elementaryアーベル p-拡大L/K∞を考える.

このときGal(L/K∞) ≃ G∅(K∞)ab/pであり, r = p-rankGal(L/K∞) ≤ 2とおく. r = 2のと
き, Gal(L/Q{q1},∞)はmetacyclicかつ位数 p3であり, L/Q{q1},∞での分岐の様子を調べると,

矛盾が生じている. r = 1のとき, Q∞ ⊂ M ⊂ Q{q1},∞である p次拡大Q{q1},∞/M について,

Gal(L/M)はmetacyclicかつ位数 p3であり, L/M での分岐の様子を調べると, やはり矛盾が
生じている. よって r = 0, 即ちG∅(K∞) = 1であり, 山本 [20]より (iii)が成り立つ.

(ii), (iii) ⇒ (i). 定理 1: GS(Q∞)が cyclicでないとすると, S 外不分岐 (p, p)拡大 F/Q∞で,

k∞ ⊂ F であるものが存在するが, このときF/k∞は不分岐である. また, (p/q)p ̸= 1のときは
AS(Qn) = DS(Qn)となり,これへのΓ = Gal(Q∞/Q)の作用は自明なので, GS(Q∞) ≃ GS(Q)

も導かれる.

定理 2, 3: 基本的なアイデアは [11], [12], [13], [14]と同様である. 定理 2では F = kとし,

定理 3では k/Qにおける pの分解体をF とする. このときF/Qは p次拡大であり, (ii)と (iii)

から次の補題を導くことができる.

補題. すべての n ≥ 1に対して, p-rankAS(Qn) = p-rankAS(Fn) = 2.

H = GS(F∞)はG = GS(Q∞)の極大部分群であり, Gab ≃ lim←−AS(Qn), H
ab ≃ lim←−AS(Fn)

である. 補題よりGは 2元生成であり,

G =
⟨
a, b

⟩pro-p
, H =

⟨
a, bp, G2

⟩pro-p
=

⟨
a, bp, [a, b], Φ(G2)G3

⟩pro-p
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であるような生成元 a, bを選ぶことができる. このとき, H/Φ(G2)G3はアーベルであり, 補題
より p-rankHab = 2なので, a, bp, [a, b]の間には Φ(G2)G3を法として非自明な関係式が存在
する. 生成元 a, bを適当に取り替えることによって, あるm ≥ 0に対して

[a, b] = a−1b−1ab ≡ ap
m

(mod Φ(G2)G3)

が成り立つことがわかる. よって, Gはmetacyclicであり, 再び a, bを取り替えることによっ
て, b−1ab = a1+pm となる. 特に, G2 = ⟨ apm ⟩pro-p である. さらに, Γ = Gal(Q∞/Q)の
(OQn/

∏
q∈S q)× ⊗ Zpへの作用を調べることにより, Γ の標準的な生成元 γのGabへの作用が

記述できる. 適切なN に対して σ = γp
N
とおいて計算すると, ある 0 ̸= z ∈ Zpに対して

1 = σ1 = σ(a−(1+pm)b−1ab) = · · · = az

となり, aの位数の有限性, 即ちG2の有限性がわかる. 定理 3においては,

TorZpG
ab ≃ lim←−DS(Qn) ≃ Z/pmZ , m = vp(q1 − 1)

であることが示され, N = 0として計算すると vp(z) = m+ 1となる. GS(Q)がアーベルでな
いこと (cf. [7] etc.)から ap

m ̸= 1であり, 群表示も得られる.
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