
Epsteinゼータ関数の微分の零点分布

宗野 恵樹 (東京大学)

1 序

まず初めに,本稿は現在投稿中の論文 [6]の要約にあたることを断わっておく. 本稿は, Epstein

ゼータ関数の微分の零点分布に関する漸近公式の導出を目的とする. Riemannゼータ関数 ζ(s)

の零点分布は, ここ 100年の数学研究に於ける最も重大かつ中心的なテーマの 1つであったと
言っても過言ではないだろうし, この 21世紀を通して最重要課題であり続けることも間違いな
いであろう. また, その微分 ζ(k)(s)の零点分布に関しても, (元のRiemannゼータ関数の研究
と比較すると幾分マイナであると言わざるを得ないが)多くの数学者によって研究がなされて
いる. 例えば, Spiraは ζ(k)(s)のある非零領域を与えた ([7], [8]). この結果を踏まえて, Berndt

は ζ(k)(s)の零点の個数に関する漸近公式を得た ([1]). 更に, LevinsonとMontgomeryは, ζ(s)

の近似関数等式を利用することで, ζ(k)(s)の零点分布と元の ζ(s)の零点分布 (Riemann予想)

との関連性を見出した ([3]). 詳しくは各々の論文を参照して頂きたい.

一方本稿で扱うEpsteinゼータ関数については, 2変数 2次形式に付随するものはTitchmarsh

の時代から多くの数学者によって Riemannゼータ関数と同様の研究がなされているが, 一般
の n変数のものに関してはまだ十分な研究がなされていない (ように私には思える). 本題に
入る前に, まず Epsteinゼータ関数の定義や基本的性質について述べよう. nを自然数とし, Q

を n× n正定値行列とする. Qに付随する Epsteinゼータ関数は, Re(s) > n
2 において, 級数

ζ(s;Q) =
∑

x∈Zn\{0}

Q[x]−s

で定義される. ここで, Q[x] := txQx. Riemannゼータ関数の場合と同様に, ζ(s;Q)は全複素
平面に有理型に解析接続され, 関数等式

π−sΓ(s)ζ(s;Q) = (detQ)−
1
2πs−n

2 Γ
(n
2
− s
)
ζ
(n
2
− s;Q−1

)
(1)

を満たす. ζ(s;Q)は s = n
2 で 1位の極を持ち, そこでの留数は π

n
2

(detQ)
1
2 Γ(n

2
)
である. また, それ

以外の点では正則になる. この辺りの詳しい証明に関しては例えば Siegelの本 [5]を参照され
たい.

特定の行列Qに対しては, ζ(s;Q)は Riemannゼータ関数 ζ(s)や他の L関数を用いて表せ
ることが知られている. 例えば, Inを n× nの単位行列としたとき,

ζ(s; I1) = 2ζ(2s),

ζ(s; I2) = 4ζ(s)L(s;χ), (2)

ζ(s; I4) = 8(1− 21−s)ζ(s)ζ(s− 1).
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ここで, (2)の χはmod 4の non-principal指標である. 単位行列以外の場合の例を 1つだけ挙
げよう. e := t(1, · · · , 1) ∈ Z11, B :=

(
(k−l

11 )
)
1≤k,l≤11

(( ·
11)はmod 11の Legendre記号)に対

し, 行列Aを

A :=

(
0 te

−e B

)
で定めると, Leech格子に関連する 24× 24行列 L24が

L24 :=

(
4I12 A− 2I12

tA− 2I12 4I12

)

で定義される. L(s;∆) =
∑∞

m=1
τ(m)
ms をRamanujan ∆関数に対応するL関数とするとき, L24

に付随する Epsteinゼータ関数 ζ(s;L24)は

ζ(s;L24) =
65520

691
{ζ(s)ζ(s− 11)− L(s;∆)}

を満たす.

本稿の先行結果として, Epsteinゼータ関数 ζ(s;Q)の零点分布に関する公式が J. Steuding

により 2005年に与えられた ([9]). 今, Epsteinゼータ関数の複素零点 (実でない零点)を一般
に ρ = β + iγ と表したとき, T > 0に対し |γ| ≤ T なる複素零点の数をN(T ;Q)と表す. 彼
の結果は, N(T ;Q)及び

∑
|γ|≤T

(
β − n

4

)
の T → ∞のときの漸近公式を与える, というもの

である (n/4は関数等式 (1)の中心であることに注意). 特に,
∑

|γ|≤T

(
β − n

4

)
は T → ∞のと

きQに応じて+∞あるいは−∞に発散したり, 或いは彼の公式からは判定できない場合 (例
えばQ = Q−1の場合がそうだ)があるが, 仮に

∑
|γ|≤T

(
β − n

4

)
→ ∞ (T → ∞)となるなら,

ζ(s;Q)は Re(s) > n
4 の領域に無限個の零点を持つことが分かる. “ζ(s;Q)の自明でない零点

は全て Re(s) = n
4 上にある”というのが Riemann予想の類似と言えるだろうが, Steudingの

公式を利用するとこれが成り立たないようなQの実例を簡単な計算により幾らでも作ること
ができる. 記号が紛らわしくなるのでここでは Steudingの結果を具体的には述べないが, こ
こで述べる主定理を簡単に修正することで Steudingの ζ(s;Q)に関する結果も得られること
に注意しておこう.

さて, k ≥ 1を整数とし, ζ(s;Q)の k階微分を ζ(k)(s;Q)と表す. ζ(k)(s;Q)の複素零点を一
般に ρ(k) = β(k) + iγ(k)と表し, T > 0に対し |γ(k)| ≤ T なる複素零点の個数をNk(T ;Q)と表
す. 本稿の主定理は, T → ∞のときのNk(T ;Q)及び

∑
|γ(k)|≤T

(
β(k) − n

4

)
の漸近公式を与え

る, というものである.

2 ζ(k)(s;Q)の非零領域

上に述べた量を計算する際に, まず ζ(k)(s;Q)が零点を持たない領域をある程度はっきりさ
せておくと後々都合が良い. これから述べる 2つの補題は, Riemannゼータ関数の場合の Spira

の結果 ([7], [8])のアナロジィである.

補題 2.1. 十分大きな σ0 > 0に対し, ζ(k)(s;Q)はRe(s) ≥ σ0に零点を持たない.

証明はDirichlet級数に関する基本的な議論から容易に得られるので割愛する.

補題 2.2. 十分大きな自然数mを取ると, ζ(k)(s;Q)は領域Re(s) ≤ −m+ 1
2 において, 実軸上

の開区間 (−p− 1
2 ,−p+ 1

2) (p ∈ N≥m)に各々1つずつ零点を持ち, それ以外に複素零点を持た
ない.
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証明の概略. ζ(s;Q)の関数等式 (1)の k階微分を考えると, Re(s) → −∞のとき ζ(k)(s;Q)は
次のようないわば “漸近関数等式”を満たすことが分かる:

(detQ)
1
2 ζ(k)(s;Q) = π2s−n

2
−1Γ(1− s)Γ

(n
2
− s
)
{R1(s) +R2(s)}. (3)

ここで,

R1(s) = (−2)k(sinπs)logk(1− s)ζ
(n
2
− s;Q−1

)
であり, R2(s)は次の形の関数のある 1次結合である:{

sinπs

cosπs

} ζ(
n

2
− s;Q−1)

m(Q−1)−(n
2
−s)

O(logk−1(1− s)).

上のm(Q−1)は
m(Q−1) := min

{
{Q−1[x]|x ∈ Zn\{0}}\{1}

}
で定義される量である. さて, p ∈ Z≥0, T > 0を十分大きい数とする. Lp(T )を±1

2 − p± iT

を頂点とする長方形とする. pを十分大きく取ると, Lp(T )の周上で |R1(s)| > |R2(s)|となる.

従って, Roucheの定理より, Lp(T )内に於けるR1(s)+R2(s)の零点の個数 (即ち ζ(k)(s;Q)の
零点の個数)とR1(s)のそれは等しい. R1(s)はLp(T )内にちょうど 1個の零点 (sinπsの零点)

を持つので, ζ(k)(s;Q)もそうなる. 最後に, ζ(k)(s;Q)の零点は実軸に関して対称であるから,

この零点は実軸上にあることが分かる.

3 主定理

前章の 2つの補題より, M > 0を十分大きく取ったときの −M < Re(s) < M における
ζ(k)(s;Q)の零点が我々の主問題であることが分かる. さて,この零点を調べるため, Littlewood

の補題と呼ばれる次の古典的な公式を利用する:

補題 3.1. A < B, T > 0とし, f(s)を長方形R = {s = σ + it ∈ C|A ≤ σ ≤ B, |t| ≤ T}で解
析的な関数とする. f(s)はRの右端 σ = Bで零点を持たないと仮定する. R

′
を, R内の f(s)

の零点からRの左端まで実軸に平行に伸びる線分全てをRから取り除いたものとし, R
′
にお

いて logf(s)の分枝を 1つ固定する. ν(σ, T )を, f(s)の零点 ρ = β + iγであって, σ < β < B,

−T < γ ≤ T なるものの個数とする. そのとき,∫
∂R

logf(s)ds = −2πi

∫ B

A
ν(σ, T )dσ.

この補題は偏角の原理の 1階上のバージョンであると解釈できる. 証明は解析的整数論など
の多くの本に紹介されているので割愛する. 詳しくは Titchmarshの本 [10]や Littlewoodの
原論文 [4]を参照されたい.

これで準備が整ったので, 主定理とその証明の概略を紹介しよう:
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定理 3.2. k ≥ 1とし, ζ(k)(s;Q)の複素零点を一般に ρ(k) = β(k) + iγ(k)と表し, |γ(k)| ≤ T な
る零点の個数をNk(T ;Q)と表す. T → ∞のとき, 次の漸近公式が成り立つ:∑

|γ(k)|≤T

(
β(k) − n

4

)
=

k

π
T loglogT +

T

2π

{
2 logΣ1(Q) +

(n
2
− 1
)
logΣ2(Q)

}
− k

π
Li(T ) +O(logT ), (4)

Nk(T ;Q) =
2

π
T logT − 1

π
T logΣ2(Q) +O(logT ). (5)

ここで, Σ1(Q)及び Σ2(Q)は

m(Q) = min
{
{Q[x]|x ∈ Zn\{0}}\{1}

}
,

N(Q) = #{x ∈ Zn\{0}|Q[x] = m(Q)},
m0(Q

−1) = min{Q−1[x]|x ∈ Zn\{0}},
N0(Q

−1) = #{x ∈ Zn\{0}|Q−1[x] = m0(Q
−1)}

としたとき

Σ1(Q) =
2k(detQ)−

1
2m(Q)

1
2N0(Q

−1)

N(Q)m0(Q−1)
n−1
2 |logm(Q)|k(πe)

n
2
−1

, (6)

Σ2(Q) = m(Q)m0(Q
−1)(πe)2 (7)

で定義され,

Li(T ) :=

∫ T

2

dt

logt
.

証明の概略. B > 0を十分大きく取り, ζ(k)(s;Q)及び ζ(s;Q−1)は |σ| ≥ Bに複素零点を持た
ないようにする. 正の整数mをm > Bとなるように取り, RT = RT,m,BをB±iT , −m+ 1

2±iT

を頂点とする長方形とする. ζ(k)(s;Q)は Im(s) = −T に零点を持たないとしてよい.

Zk(s;Q) = (−1)k
m(Q)s

N(Q)(logm(Q))k
ζ(k)(s;Q)

と置く. これは, Re(s) > n
2 のとき右辺をDirichlet級数で書くと初項が 1になるように調節し

たものである. Zk(s;Q)は s = n
2 で k + 1位の極を持ち, それ以外では正則なので,

fk(s) =
(
s− n

2

)k+1
Zk(s;Q)

と置くと, fkは整関数になる. この fkに先の Littlewoodの補題を適用する.

fk(s)の複素零点 ρ(k) = β(k) + iγ(k)であって, σ < β(k) < B, −T ≤ γ(k) ≤ T を満たすもの
の個数を νk(σ;T )と表す. まず, νkの定義から∫ B

−m+ 1
2

νk(σ, T )dσ =
∑

|γ(k)|≤T

(
β(k) +m− 1

2

)
+O(1)

となる. ここでO(1)は fkの実の零点の寄与である. よって Littlewoodの補題より

i

∫
∂RT

logfk(s)ds = 2π
∑

|γ(k)|≤T

(
β(k) +m− 1

2

)
+O(1). (8)
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また, 関数
(
s− n

2

)k+1に Littlewoodの補題を適用すると

i

∫
∂RT

log
(
s− n

2

)k+1
ds = 2π(k + 1)

(
n

2
+m− 1

2

)
となり, この因子の寄与はO(1)であると見なせる. 従って (8)をZk(s;Q)を用いて書き直すと,

2π
∑

|γ(k)|≤T

(
β(k) +m− 1

2

)

=

∫ T

−T
log|Zk(−m+

1

2
+ it;Q)|dt−

∫ T

−T
log|Zk(B + it;Q)|dt

−
∫ B

−m+ 1
2

argZk(σ − iT ;Q)dσ +

∫ B

−m+ 1
2

argZk(σ + iT ;Q)dσ +O(1) (9)

となる. あとはこの右辺の 4つの積分を評価すればよい. まず, logZk(B + it;Q) ∼ cλ−B−it

(∃c : 定数, λ > 1)となるので,∫ T

−T
log|Zk(B + it;Q)|dt = O(1)

となる. また, 2つの積分
∫ B
−m+ 1

2
argZk(σ ± iT ;Q)dσ の評価は, 過程は省くが Steudingの

ζ(s;Q)の場合とほとんど同じ議論によりO(logT )と見積もれることが分かる.

最後に残った右辺第 1項の積分がmain termになる. 今, mは十分大きな整数としたので,

Re(s) = −m + 1
2 上の積分は “十分左側の積分”であるが, 前章で導入した漸近関数等式を利

用してこれを “十分右側の積分”に書き換えることが計算上のポイントである. さて,

Zk(−m+
1

2
+ it;Q) = (−1)k

m(Q)−m+ 1
2
+it

N(Q)(logm(Q))k
ζ(k)(−m+

1

2
+ it;Q)

であるが, 右辺の ζ(k)を漸近関数等式 (3)を用いて書き直すと, 上式の右辺は次のようになる:

(−1)km(Q)−m+ 1
2
+it

N(Q)(logm(Q))k
(detQ)−

1
2π−2m−n

2
+2itΓ

(
1

2
+m− it

)
Γ

(
n− 1

2
+m− it

)
× (−2)ksinπ

(
−m+

1

2
+ it

)
logk

(
1

2
+m− it

)
ζ

(
n− 1

2
+m− it;Q−1

)
×

{
1 +

R2(−m+ 1
2 + it)

R1(−m+ 1
2 + it)

}
.

これの絶対値の対数の [−T, T ]上の積分は, Stirlingの公式

log|Γ(σ + it)| =
(
σ − 1

2

)
log|t| − π

2
|t|+ 1

2
log(2π) +O(|t|−1)

(|t| ≥ 1, σ : bounded)等を用いると計算でき, 結果的に (6), (7)で定義したΣi(Q) (i = 1, 2)を
用いて∫ T

−T
log|Zk(−m+

1

2
+ it;Q)|dt = (n+ 4m− 2)T logT + 2kT loglogT

+ {2logΣ1(Q)− 2mlogΣ2(Q)}T − 2kLi(T ) +O(logT )

49



となる. 以上で (9)の 4つの積分が評価できた. これらを合わせると,∑
|γ(k)|≤T

(
β(k) +m− 1

2

)
=

1

2π
(n+ 4m− 2)T logT +

k

π
T loglogT

+
1

π
{logΣ1(Q)−mlogΣ2(Q)}T − k

π
Li(T ) +O(logT ) (10)

を得る. 一方で∑
|γ(k)|≤T

(
β(k) +m− 1

2

)
=

(
m− 1

2
+

n

4

) ∑
|γ(k)|≤T

1 +
∑

|γ(k)|≤T

(
β(k) − n

4

)
であるから, (10)の右辺のmの掛かる部分がNk(T ;Q) =

∑
|γk|≤T 1を与え, (10)の右辺から(

m− 1
2 + n

4

)
Nk(T ;Q)を引くことで

∑
|γk|≤T

(
βk − n

4

)
を得る.

注意. 定理 3.2は k ≥ 1の条件の下で成り立つが, m(Q), N(Q)をそれぞれm0(Q), N0(Q)に
置き換えたのち k = 0とすると Steudingの ζ(s;Q)についての公式に一致する.

最後に, 定理 3.2から直ちに得られる事実を 2つ紹介する. いずれも k ≥ 1を仮定する. ま
ず, (4) を (5)で割ることで, 次を得る:

系 3.3. T → ∞のとき,

1

Nk(T ;Q)

∑
|γ(k)|≤T

β(k) =
n

4
+O

(
loglogT

logT

)
.

即ち, ζ(k)(s;Q)の複素零点の実部の平均が存在し, それは n
4 に等しい.

(これに関しては同じ主張が k = 0の場合も成り立つ. 但しその場合は誤差項が O( 1
logT )と

なる.)

また, (4)の右辺は T → ∞のとき+∞に発散するので,

系 3.4. 任意の正定値行列Qに対し, ζ(k)(s;Q)はRe(s) > n
4 に無限個の零点を持つ.

(これは k = 0のときは成り立たない場合があるかも知れない. 少なくとも例えばQ = Q−1

の場合は Steudingの結果のみからは判断できない.)
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